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Wprowadzenie

‘ x J drugiej potowie XIX ina poczatku XX wieku dzieje ma-
tematyki wyraznie przyspieszyly. Idee, ktore przez po-
przednie lata dojrzewatly, znalazly swoja realizacj¢ w nowych
teoriach. Ich liczba przekraczata znaczaco liczbg teorii mate-
matycznych powstalych przez cale wczesniejsze dzieje nauki.
W duzej mierze pierwsza potoweg XIX wieku mozna traktowac
jako okres przygotowawczy. Badanie podstaw analizy mate-
matycznej czy geometrii i arytmetyki oraz proby zdefiniowa-
nia wielu waznych, lecz nies$cistych poje¢ uzywanych w mate-
matyce (np. funkcji, liczby, ciaglosci, granicy) doprowadzity do
powstania nowych dzialdow matematyki. Takie teorie jak topo-
logia (analysis situs), logika matematyczna (logistyka), teoria
mnogosci, teoria grup, geometrie niceuklidesowe, teoria funk-
cji analitycznych czy geometrie niearchimedesowe siggaly naj-
glebszych podstaw matematyki. Pokazywaty tez, Ze nie jest ona
jedynie nauka o ,,kategorii ilosci”, lecz obejmuje kolejne kate-
gorie i obszary badawcze. Poza tym niektorzy matematycy pro-
bowali dokona¢ wielkiej syntezy nauk matematycznych, opiera-
jac sig na starych lub nowych teoriach (C.F. Gauss, B. Bolzano,
J.M. Hoene-Wronski, B. Riemann, G. Cantor, G. Frege, D. Hil-
bert 1 inni).
Wiek XIX (a szczegolnie jego koniec) to rowniez czas

ozywienia w polskiej matematyce. Podjgtych zostaje wowczas
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wiele inicjatyw, ktore doprowadzaja do wzrostu zainteresowan
matematyka wsrdd spoteczenstwa polskiego oraz daja pewne
mozliwosci zdobywania wiedzy z zakresu matematyki i innych
nauk $cistych. Powstaja towarzystwa naukowe (Towarzystwo
Naukowe w Krakowie od 1816 roku, Akademia Umiejgtno-
Sci od 1872, Towarzystwo Nauk Scistych w Paryzu dziatajace
w latach 1870-1882), fundacje wspierajace edukacje¢ i bada-
nia naukowe (w tym przede wszystkim Kasa Mianowskiego
w Warszawie), nowe wydawnictwa naukowe (,,Rozprawy” oraz
»Sprawozdania” Akademii Umiejetnosci, ,,Bulletin Internatio-
nal de I’Académie des Sciences de Cracovie”, ,,Pamictniki To-
warzystwa Nauk Scistych”, , Prace Matematyczno-Fizyczne”,
»Wiadomosci Matematyczne”), podrgczniki matematyczne pi-
sane po polsku, thumaczenia wybitnych prac matematycznych
na jezyk polski, powolany zostaje ponadto Uniwersytet Lata-
jacy, ksztatcacy gtdownie kobiety (od 1882, w 1905 roku prze-
ksztalcony w Towarzystwo Kursow Naukowych), a takze wiele
innych inicjatyw.

Wspomniane wyzej kluczowe dla rozwoju matematyki
wydarzenia sa w niewielkim stopniu przebadane i opracowane
(zwlaszcza jesli idzie o dzieje matematyki polskiej tego okresu).
Niniejszy tom czg$ciowo wypehnia tg luke. Jest on w pewnym
stopniu wynikiem pracy Zespotu Historii Matematyki (i wspot-
pracownikow), ktory powstat przy Instytucie Historii Nauki
PAN w Warszawie pod koniec 2006 roku z inicjatywy nie-
dawno zmarlej prof. Grazyny Rosinskiej. Przedstawione tutaj

prace byly referowane i omawiane na seminariach.



Wprowadzenie

Chciatbym zaznaczy¢, ze pierwsze z takich merytorycz-
nych i oficjalnych spotkan odbyto sig¢ 8 marca 2007 roku (wzigli
w nim udzial Zbigniew Krol, Krzysztof Maslanka, Zdzistaw Po-
goda, Grazyna Rosinska i Wiestaw Wojcik), a byto poprzedzone
wczesniejszymi rozmowami i konsultacjami. Podczas tych se-
minaridow ustalano wspolne zamierzenia i plany badawcze. Do
najwazniejszych zaliczono badania dziejéw matematyki pol-
skiej, szczegolnie w okresie rozwoju tzw. polskiej szkoty ma-
tematycznej 1 bezposrednio przed jej powstaniem. Badania te
planowano rozszerzy¢ o analiz¢ analogicznych okresow w roz-
woju matematyki (powstanie matematyki nowozytnej i jej no-
vum w stosunku do matematyki starozytnej, matematyka polska
w renesansie oraz narodziny matematyki wspotczesnej).

Kolejne spotkanie miato miejsce 1 czerwca 2007 roku
w krakowskim Instytucie Matematyki Uniwersytetu Jagiellon-
skiego, a uczestniczyl w nim rowniez ks. prof. Michat Heller.
W trakcie tego seminarium wywiazata si¢ dyskusja wokot wy-
gloszonego przeze mnie referatu pt. Historia matematyki jako
nauka — jej specyfika oraz znaczenie dla matematyki oraz dzie-
jow cywilizacji. W roku akademickim 2007/2008 odbyto sig
w Krakowie kilka spotkan Zespotu. Gdy 1 pazdzierniku 2008
roku z inicjatywy ks. prof. Michata Hellera zostato oficjalnie po-
wotane Centrum Kopernika Badan Interdyscyplinarnych, czton-
kowie Zespotu utworzyli w ramach Centrum grupe badawcza
,Historia matematyki: ludzie — idee — aspekty filozoficzne”.
Wzmocnity ja tak znaczace osoby, jak m.in. prof. Roman Duda
i prof. Andrzej Pelczar.
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W czasie comiesigcznych spotkan wygloszono wiele re-
feratow (ponad 40) i omawiano roznorodne zagadnienia z hi-
storii matematyki. Wyniki prezentowano tez na konferencjach
krajowych i zagranicznych, m.in. w Miesenbach (XI" Austrian
Symposion on the History of Mathematics, 22-26 kwietnia
2012) i Manchesterze (24" International Congress of History of
Science, Technology and Medicine, 21-—28 lipca 2013).

W prezentowanym tomie cztery artykuly sa poswigcone hi-
storii matematyki polskiej. Dwa z nich analizuja sytuacj¢ przed
powstaniem polskiej szkoly matematycznej, a doktadniej — do-
tycza prac z zakresu roéwnan roézniczkowych opublikowanych
w ,,Pamigtniku Akademii Umiejgtnosci w Krakowie” oraz ,,Pa-
migtniku Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu” (Jan Koron-
ski). Po scharakteryzowaniu obu instytucji i ich wydawnictw
przedstawiono i omowiono prace z rownan rozniczkowych
Alojzego Jana Stodotkiewicza, Wiadystawa Zajaczkowskiego,
Jana Rajewskiego, Wawrzynca Zmurki, Edwarda Wtadystawa
Skiby oraz Yvona Villarceau i Wiladystawa Folkierskiego.

Artykut piaty bada warszawska szkote logiczna powstata
w okresie migdzywojennym. Lidia Obojska przybliza glowne
jej idee i pokazuje wktad Stanistawa Le$niewskiego w powsta-
nie logiki wspotczesnej, w tym jego wplyw na innych przedsta-
wicieli szkoty.

Artykul pierwszy zostat po§wigcony fenomenowi polskiej
szkoly matematycznej, ktory od lat jest przedmiotem zaintereso-
wania historykow matematyki. Ta nagla erupcja tworczej mysli

naukowej i osiagnigcie w tak krotkim czasie tak wielu wspania-



Wprowadzenie

tych wynikow, glownie w zakresie analizy funkcjonalnej, teorii
funkcji rzeczywistych, topologii oraz logiki matematycznej, na-
dal nie przestaja zadziwia¢. Autor artykulu probowal odnalez¢
podstawy oraz inspiracje zarowno filozoficzne, jak i czysto mate-
matyczne tego gwattownego rozwoju. Wielu z tworcow polskiej
szkoty matematycznej studiowato w liczacych sig europejskich
centrach naukowych (np. w Paryzu, Monachium, Getyndze)
i wprost od najwigkszych (Lebesgue, Hilbert) czerpalo ozyw-
cze idee. Rozproszeni w wyniku drugiej wojny §wiatowej pol-
scy matematycy stworzyli poza granicami kraju prezne o$rodki
matematyczne, dowodzac tym samym sily rodzimej nauki.

Kolejne trzy artykuly badaja dokonania trzech wielkich
tworcow nowych teorii matematyki wspotczesnej: Gottloba Fre-
gego, Davida Hilberta oraz Giuseppe Veronesego.

Jak wiadomo, Frege jest wspottworca wspotczesnej logiki.
Kluczowe w jego drodze do logiki byly badania podstaw aryt-
metyki. Gabriela Besler zauwaza, ze Frege w catej swojej pracy
naukowej poszukiwal gtownie odpowiedzi na jedno pytanie:
,Czym jest liczba?”, angazujac do tego celu narzedzia filozo-
ficzne, matematyczne i logiczne. Wbrew powszechnie przyjetej
opinii, ze Frege opracowat tylko jedna koncepcje liczby, autorka
dowodzi, iz dysponowat on sze$cioma rézniacymi si¢ od siebie
definicjami. Te analizy sg inspiracjq dla pokazania roli, jaka od-
grywa historia matematyki w uprawianiu filozofii.

Wazna postacia dla wspolczesnej matematyki jest whoski
uczony Giuseppe Veronese, tworca geometrii niearchimede-

sowych. W kolejnym artykule Jerzy Dadaczynski przedstawia
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wydana w 1891 roku prace pt. Fondamenti di geometria a piu di-
mensioni, w ktorej Veronese wprowadza swoja geometrig. Spo-
tkata si¢ ona z silng krytyka wielu matematykéw, w tym szcze-
golnie Giuseppe Peano i Georga Cantora. Autor bada przyczyny
tego oporu wobec nowych idei. Sama geometria okazata si¢ jed-
nak niesprzeczna, co udowodnit David Hilbert w swoich Grun-
dlagen der Geometrie, wskazujac model dla geometrii nicar-
chimedesowej Veronesego. Oznaczato to oczywiscie wzgledna
niesprzeczno$¢ systemu zaproponowanego przez wiloskiego
matematyka. Ponadto autor pokazuje, ze wazne w konstrukcji
Veronesego sa zatozenia filozoficzne, co dowodzi poczesnego
miejsca filozofii w budowaniu teorii matematyczne;j.

W artykule Bartosza Brozka i Adama Olszewskiego o pod-
miocie matematycznym Hilberta autorzy dowodza obecnosci
w jego filozofii matematyki silnych zatozen metafizycznych.
Okazuje sig, ze sam program Hilberta ma podbudowe¢ meta-
fizyczna, w ktorej podmiot matematyczny jest utozsamiany
z podmiotem transcendentalnym Kanta. Pokazano to poprzez
analize sporu, jaki powstat migdzy Paulem Gordanem a Hil-
bertem, dotyczacego wartosci przeprowadzonego przez tego
ostatniego dowodu twierdzenia o bazie. Dzigki temu widoczne
jest jak znaczaca rolg pelnia u Hilberta rozumowania pozasys-

temowe.

Wiestaw Wojcik



Fenomen polskiej szkoly
matematycznej a emigracja
matematykow polskich

w okresie Il wojny swiatowej

Wiestaw Wajcik
Instytut Historii Nauki PAN, Warszawa

Centrum Kopernika Badan Interdyscyplinarnych, Krakow

The phenomenon of the Polish School of Mathematics
and the emigration of Polish mathematicians
during World War Il

Abstract
In the paper I try to describe the phenomenon of the Polish School
of Mathematics. It requires the presentation and analysis of the
many factors that have had an influence on its creation and develop-
ment. It is impossible to do so in such article yet I try to show, how-
ever, its essence and strength through an analysis up until the point
that World War II brutally ended its development. I focus on the
mathematicians who were forced to emigrate and created important
mathematical centres in other countries. Thus, the program and at-

mosphere of Polish Mathematical School was continued.
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Wstep

pisanie fenomenu polskiej szkoly matematycznej wymaga
Oprzedstawienia 1 analizy wielu czynnikow, ktore wptynely
na jej powstanie i rozwoj. Nie jest to mozliwe w tak krotkim
opracowaniu, sprobuje jednak ukazac jej istote i site poprzez
omowienie tego momentu, gdy jej rozkwit zostat brutalnie prze-
rwany przez Il wojng §wiatowa. Skoncentrujg si¢ na tych wycho-
wankach szkoly, ktoérzy zmuszeni do emigracji stworzyli w in-
nych krajach wazne o$rodki matematyczne. Poprzez owe osrodki
szkota ta dalej realizowata swoj program badawczy nakreslony
przez jej zatozycieli: Zygmunta Janiszewskiego, Stefana Mazur-
kiewicza, Wactawa Sierpinskiego, Jana Lukasiewicza, Hugona
Steinhausa, Stefana Banacha, Jana Sleszynskiego, Stanistawa

Zarembg i innych.

Przed powstaniem polskiej szkoty matematycznej

Druga potowa XIX i poczatek XX wieku to czas wzmozonej

aktywnos$ci naukowej Polakow. Z jednej strony jest ona efek-
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tem wprowadzania w zycie idei pozytywizmu (budowanie od
podstaw substancji narodu nie moze si¢ wszak zrealizowaé bez
rozwoju nauki polskiej), z drugiej za$ stanowi poktosie roman-
tyzmu, ktory pobudzat wiar¢ w nieograniczone mozliwosci du-
cha polskiego. Ta aktywnos$¢ zaowocowata powstaniem pol-
skiej szkoly matematycznej, ktorej intensywny rozkwit nastapit
w okresie migdzywojennym.

Trudnym do zrozumienia fenomenem jest to, ze wyodrgb-
nienie si¢ owej szkoty naukowej nie bylo zwienczeniem dtu-
giego procesu dziejow matematyki polskiej. Nie mielismy do
czynienia ze stopniowo narastajacym potencjalem intelektual-
nym i dojrzewaniem idei. Wydaje sig, jakby nagle, z niemal zu-
petnej prozni wytonito sig silne, dojrzate srodowisko matema-
tyczne.

Taki poglad byltby jednak zbyt daleko idacym uproszcze-
niem. Powstanie tej szkoly poprzedzato bowiem wiele waznych
wydarzen i inicjatyw, ktére miaty znaczenie nie tylko dla mate-
matyki, ale i dla catej polskiej kultury.

Mysle, ze kluczowa wsrdod tych wydarzen byta aktywnosé
naukowa Jozefa Hoene-Wronskiego (1776—1853) — polskiego
matematyka i filozofa, ktory gtowne pomysty w zakresie mate-
matyki oglosit sto lat przed zainaugurowaniem polskiej szkoty
matematycznej (w latach 1810-1819"). Jego wszechstronne

' Byly to nastepujace pozycje: Premier principe des méthodes ana-
lityques comme base de la technie mathématique (1810), Introduc-
tion a la philosophie des mathématiques et technie d’algorithmie
(1811), Résolution générale des équations de tous les dégres (1812),
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zainteresowania i osiagnigcia naukowe oraz koncepcja mesja-
nizmu oddzialywaly mocno na polskie srodowisko emigracyjne
(Wronski bowiem pracowal i zmart w Paryzu).

Zasadniczo byt samoukiem (poza uczgszczaniem w latach
1786—1790 do Szkoty Wydziatowej w Poznaniu). Podstawa jego
wiedzy byly wyklady wybranych filozofow i matematykow,
na ktore uczeszczat pod koniec lat dziewigédziesiatych XVIII
wieku (po opuszczeniu stuzby wojskowej) oraz lektura najwy-
bitniejszych dziet. Nie wiadomo, w jakich wyktadach Wronski
uczestniczyl, jak rowniez jakie to byly uczelnie. Nigdy tez sam
o tym nie wspomina. Na podstawie jego wspomnien i notatek
zawartych w rekopisach wiadomo, ze fascynowat si¢ filozofia
Kanta, Fichtego, Schellinga oraz dzietami Lagrange’a, Lapla-
ce’aiLalanda. Ponadto znat kilkanascie jezykoéw (w tym hebraj-
ski, greke 1 tacing), dzigki czemu modgt sigga¢ bezposrednio do
prac zrodtowych, waznych w dziejach nauki. Budowana przez
niego nauka nawiagzuje do matematyki antycznej, scholastycz-
nej oraz do matematykow i filozofow nowozytnych i wspotcze-
snych (Kartezjusza, Leibniza, Kanta oraz Fichtego i Schellinga).
Gdyby nie ogrom pozostawionego przez niego dzieta, mozna by
podejrzewac, ze byl postacia fikcyjna, jakas zbiorowa narodowa
halucynacja wywotana upadkiem panstwowosci polskiej oraz

dazeniem do odzyskania utraconej godnosci i poczucia warto-

Philosophie de la technie algorithmique (trzy tomy — 1815, 1816,
1817), Réfutation de la théorie des fonctions analytiques (1812), Phi-
losophie de l'infini (1814), Critique de la théorie des fonctions géné-
ratices de M. Laplace (1819).
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$ci. Samuel Dickstein, autor biografii polskiego matematyka i fi-
lozofa, zauwaza, ze ,,Wronski-mysliciel zjawia si¢ niemal na-
gle, jakby Minerwa z glowy Jowisza, zbrojny w potege wiedzy
wszechstronnej™.

Przed Wronskim w dziejach matematyki polskiej byto
tylko kilku wybitniejszych matematykéw: poczynajac od Wite-
lona w XIII wieku, poprzez Mikotaja Kopernika, Jana Brozka,
Adama Kochanskiego do Jana Sniadeckiego. Natomiast po
$mierci Wronskiego mamy wyrazne ozywienie naukowe wsrod
Polakow. Oczywiscie nie jest on jedyna przyczyna tego stanu,
nie mozna jednak nie zauwazy¢, ze odwaga rozwijania najtrud-
niejszych zagadnien naukowych miala swoje zroédto migdzy in-
nymi w pot¢znym rozmachu tworczym Hoene-Wronskiego.
Kiedy po jego $mierci przybrana corka Batylda Conseillant
i przyjaciel Leonard Niedzwiecki podjeli probe wydania jego
dziet wszystkich, to z powodu ich ogromu przedsigwzigcie nie
zostato zrealizowane. Zebrane rekopisy liczyty ponad 8 tysigcy
stron, a dotyczyly niemal wszystkich dziedzin nauki.

Dopiero kilkadziesiat lat po $mierci Wronskiego jego od-
krycia zaczely mie¢ petniejsza recepcje w $wiatowej literatu-
rze naukowej. Dokonano analizy jego prac matematycznych
i astronomicznych i probowano zastosowac prawo najwyzsze
oraz pozostale prawa i formuty (mozna wskaza¢ okoto stu takich

prob). Z najwazniejszych mozna wymieni¢ analizy nast¢pujacych

2'S. Dickstein, Hoene Wrotiski. Jego zycie i prace, Akademia
Umiejetnosci, Krakéw 1986, s. 3.
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uczonych: Jeana-Victora Ponceleta’, Arthura Cayleya‘, Charles’a
Henriego Lagrange’a’, Yvona Villarceau (astronom, m.in. w swo-
im gtéwnym dziele Mecanique Celeste. Exposé des Méthodes
de Wronski et Composantes des Forces Perturbatrices suivant
les Axes Mobiles, wydanym w 1881 roku), Abla Transona®, Tho-
masa Muira’ (to on wprowadzit termin ,,wronskian” na oznacze-
nie wyznacznikow funkcyjnych), Josepha Liouville’a, Victora
A. Puiseaux, Elwina Bruno Christoffela, Jamesa Josepha Sylve-
stra, Ferdinanda Georga Frobeniusa, Ruggiera Torellego, Giu-
seppe Peano? i inni.

Rowniez w Polsce (chociaz w znacznie mniejszym zakre-
sie) mamy do czynienia z recepcja dzieta Wronskiego. Jego bez-
posrednimi uczniami byli Antoni Bukaty i Leonard Niedzwiecki.
Mocno oddziatal na takich myslicieli, jak: Bronistaw Trentow-
ski, Karol Libelt, August Cieszkowski, a w okresie migdzywo-
jennym — Jozef Jankowski, Paulin Chomicz, Czestaw Jastrzgb-

3 J.V. Poncelet, Applications d’analyse et de géométrie, Paris 1864.

4 A. Cayley, On Wronski's theorem, ,,The Quarterly Journal of Pure
and Applied Mathematics” 1873, nr 12, s. 221-228.

> Matematyk belgijski, ktory napisat kilka prac o metodzie Wronskie-
g0, w tym Forme générale du reste dans [’expression d’une fonction
au moyen d’autres fonctions, ,,Les Comptes Rendus de I’Académie
des Sciences” 1884.

¢ A. Transon, Loi des séries de Wronski. Sa phoronomie, ,Nouvelles
Annales de Mathématique” 1874, nr 13, s. 305-318.

7 A. Muir, The Theory of Determinants in the Historical Order of Its
Development, part I, London 1890.

8 G. Peano, Sur le déterminant wronskien, ,,Mathesis” 1889, nr 9,
s. 71-76.



Fenomen polskiej szkoty matematycznej a emigracja...

ski-Koztowski (w ramach Instytutu Mesjanistycznego) oraz
Jerzy Braun (Towarzystwo Hoene-Wronskiego). W tym czasie
przettumaczono wiele jego dziet na jezyk polski®. Przyblizeniem
matematycznego dorobku Wronskiego zajat si¢ Samuel Dick-
stein (poczynajac od lat osiemdziesiatych XIX wieku). W duzej
mierze dzigki pracom tego historyka matematyki, organizatora
nauki polskiej, thumacza, wydawcy i propagatora nauk $cistych,
nastapito ozywienie intelektualne na ziemiach polskich w zakre-
sie matematyki.

Wazna inicjatywa byto powotanie w 1968 roku przez Aga-
tona Gillera i Jana Dziatynskiego (gtownego mecenasa i organi-
zatora tego przedsiewzigcia) Towarzystwa Nauk Scistych w Pa-
ryzu (najpierw jako Stowarzyszenia Pomocy Naukowej), ktore
prowadzito aktywna dziatalno$¢ naukowa przez czternascie lat
— do roku 1882. Byt to krotki okres, lecz bardzo wazny dla na-
uki polskiej. W latach 1870—1882 ukazato si¢ dwanascie tomow
»Pamigtnika Towarzystwa Nauk Scis%ych”, w ktorych znalazto
sie¢ wiele wartosciowych prac matematycznych (i innych). Row-
niez w Paryzu powstata po upadku powstania listopadowego
Szkota Montparnaska ksztatcaca Polakow (aby umozliwi¢ im
podjecie studidéw wyzszych). Pisano podrgczniki w jezyku pol-
skim z réznych dzialow matematyki, szlifujac przy okazji pol-

ska terminologi¢ matematyczna.

9 Zostalo przettumaczone na jezyk polski przez P. Chomicza jedno
z najwazniejszych dziel Wronskiego Wstep do filozofii matematyki
i technii algorytmii.
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W Warszawie dziatata od 1881 roku Kasa im. J6zefa Mia-
nowskiego, ktora zostata powolana przez wielu wpltywowych
i bogatych ludzi i byta bardzo aktywnie wspierana przez spo-
leczenstwo polskie. Wspomagata ona szereg inicjatyw nauko-
wych, m.in. finansowata studia zdolnym mtodym ludziom oraz
wydawanie ksiazek i czasopism. Szczegodlne znaczenie miat
,Poradnik dla Samoukdéw” — seria prac, ktore prezentowaly
i przyblizaly stan 6wczesnych nauk, zachgcajac do ich studio-
wania. Wydawano tez prace w ramach serii ,,Dziet Matema-
tyczno-Fizycznych”, gdzie ukazaly si¢ m.in. prace Waclawa
Sierpinskiego (Zarys teorii mnogosci) i Wiadystawa Gosiew-
skiego (Zasady rachunku prawdopodobienstwa).

Samuel Dickstein, matematyk i historyk matematyki, po-
wotat do zycia dwa czasopisma naukowe: ,,Prace Matema-
tyczno-Fizyczne” (od 1882) oraz ,,Wiadomos$ci Matematyczne”
(od 1897). Poza ukazywaniem stanu owczesnej matematyki
(thumaczenie na jezyk polski i komentowanie wybitnych prac
owczesnych matematykéw) przyblizaty one dorobek polskich
matematykow, m.in. Adama Kochanskiego, Jana Brozka, Jo-
zefa Hoene-Wronskiego. Oprocz prac Dicksteina niebagatelny
wptyw miaty réwniez badania historyczne Ludwika Antoniego
Birkenmajera oraz Mariana Aleksandra Baranieckiego. Swiad-
czylty one o wielkosci i ciaglosci polskiej kultury mimo okresu
zaborow. Ponadto w 1905 roku powstalo w Warszawie Towarzy-
stwo Kursow Naukowych, przeksztatcone z dziatajacego tajnie
od 1882 roku Uniwersytetu Latajacego (ksztatcacego gtownie

kobiety, ktore wowczas nie mialy zasadniczo dostgpu do ksztal-
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cenia uniwersyteckiego). Juz w niepodleglej Polsce Towarzy-
stwo przeksztatcito si¢ w Wolna Wszechnicg Polska. Podobnie
w 1905 roku powstato Koto Matematyczno-Fizyczne, majace
w zatozeniach podnie$¢ poziom kultury naukowej nauczycieli
(od 1911 roku zaczgto wydawac czasopismo ,,Wektor”), a dwa
lata pdzniej zatozono Towarzystwo Naukowe Warszawskie, wy-
dajace wiele waznych prac w ,,Sprawozdaniach” oraz ,,Rocz-
niku”. Publikowali tam swoje prace tacy matematycy, jak: Wta-
dystaw Gosiewski, Samuel Dickstein, Leon Lichtenstein, Stefan
Mazurkiewicz, Aleksander Rajchman, Hugo Steinhaus, Wactaw
Sierpinski, Stanistaw Ruziewicz i wielu innych'.

Dzigki zabiegom wielu dziataczy i organizacji w 1861
roku jezyk polski zostaje przywrocony jako jezyk wyktadowy
na Uniwersytecie Jagiellonskim, a 10 lat pozniej réwniez Uni-
wersytet Lwowski staje si¢ w petni polska uczelnia. W ten spo-
sob stopniowo zdobywano kolejne przyczotki na drodze do nie-
podlegtosci.

Wtedy to wlasnie ujawnity si¢ z peina sita najlepsze ce-
chy narodu polskiego: umieje¢tnos¢ wspdtpracy, zdolnos$¢ do po-
$wigcenia, wiara w sukces podejmowanych przedsigwzig¢, tro-
ska o dobro wspdlne, szacunek dla tradycji i kultury narodowe;.
W tym sprzyjajacym klimacie stat si¢ mozliwy rozwoj wybitnych
jednostek, co w krotkim czasie doprowadzito do znaczacego

wzrostu potencjatu intelektualnego w polskim spoteczenstwie.

10°J. Dobrzycki, Nauki matematyczno-fizyczne, w: Historia nauki pol-
skiej 1863—1918, red. B. Suchodolski, t. 4, cz. 3, s. 42—60.
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Mimo skrajnie niekorzystnej sytuacji politycznej (wszak sita
panstw zaborczych wydawata si¢ przemozna) przyblizata sig

nadzieja na odzyskanie niepodleglosci.

Powstanie polskiej szkoty matematycznej

Jak zauwazylem wcze$niej, odzyskanie przez Polsk¢ niepod-
leglosci stato si¢ mozliwe m.in. dzigki wzmozonej aktywnosci
naukowej Polakéw. Zdobyta wolnosc¢ byta jednak dodatkowym
impulsem do dalszego rozwoju nauki. Szczegdlnie nauki teo-
retyczne, ktore nie wymagaty duzych naktadow finansowych,
rozwijaly si¢ bardzo dynamicznie — chodzi przede wszystkim
o logike, matematyke i fizyke teoretyczna. W krotkim czasie po-
jawito sig zastosowanie tych nauk (m.in. w technice), co zaczgto
przynosi¢ wymierne efekty ekonomiczne i gospodarcze. Wy-
buch Il wojny $wiatowej przerwat ten niepowtarzalny w historii
Polski rozw6j. Mimo okupacji hitlerowskiej (a p6zniej radziec-
kiej) oraz ogromnych strat ludnosciowych (gtownie w warstwie
inteligenckiej, ktora znajdowala sig¢ na pierwszym froncie walki
— rdwniez zbrojnej), materialnych i kulturowych (zniszczeniu
ulegto bezpowrotnie wiele dziet sztuki, rgkopisow itp.) osia-
gnigcia nauki polskiej nie zostaty zaprzepaszczone — w okupo-
wanej ojczyznie juz nie tak dynamicznie jak poprzednio, ale
jednak rozwoj nauki postgpowal, a rzesza uczonych, ktorzy
wyemigrowali, stworzyta poza granicami kraju silne osrodki

naukowe (gtéwnie w Stanach Zjednoczonych). Rozkwit tych
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o$rodkdw mozna uzna¢ w pewnym sensie za kontynuacjg pol-
skiej szkoly matematycznej, a dokonane w nich odkrycia miaty
ogromne znaczenie dla nauki §wiatowej.

W niniejszym artykule chciatbym pokaza¢, jak wyksztal-
ceni w polskim $rodowisku naukowym wybitni matematycy
przenosili to, co osiagneli dzigki rodzimej kulturze, do innych
krajow i srodowisk. Takie osrodki badawcze o §wiatowym za-
siggu i renomie stworzyli: Alfred Tarski, Samuel Eilenberg, An-
toni Zygmund, Mark Kac oraz Jerzy Neyman.

Powszechnie przyjmuje si¢, ze w okresie migdzywojen-
nym uksztattowata si¢ polska szkota matematyczna, skupiona
gtéwnie w trzech os$rodkach: lwowskim, warszawskim i kra-
kowskim. Powstawanie szkot naukowych nie jest zjawiskiem
zbyt czg¢stym w historii nauki. Powotywano je w czasach grec-
kich (szkota pitagorejska, eleacka, megarejska, atomistow)
i hellenistycznych (stoicka, epikurejska, sceptycka, aleksan-
dryjska), szczegolnie licznie zas w okresie sredniowiecza (np.
szkota ockhamistéw czy Buridana) i w czasach wspodtczesnych.
O szkole naukowej mowimy wtedy, gdy pod wptywem indywi-
dualnosci naukowych (mistrzow) zaczynaja si¢ rozwijac okre-
slone gatezie nauki. Wzrasta wowczas liczba uczniow zajmu-
jacych si¢ tematami proponowanymi przez mistrzow, powstaja
prace naukowe koncentrujace si¢ wokot jednej tematyki, oto-
czenie zewnetrzne (blizsze i dalsze) przejmuje idee i metody
ukazywane i realizowane w danej szkole. Szkota naukowa
staje si¢ waznym osrodkiem przemian w nauce, miejscem spo-

tkania najlepszych uczonych w danej dziedzinie i centrum
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przyciagajacym nowych adeptow. W Polsce okresu migdzy-
wojnia wyodrebnily sig trzy szkoly matematyczne: Iwowska,
warszawska i1 krakowska. Poniewaz istnialy migdzy nimi silne
zwiazki (wymiana idei, uczonych itp.), mozna méwic o polskiej
szkoty matematyczne;j.

Wedlug Kazimierza Kuratowskiego ,,0 powstaniu pol-
skiej szkoty matematycznej zadecydowaty — obok pojawienia
si¢ grona wielce utalentowanych matematykow — czynniki cha-
rakteryzujace postawe naszego spoleczenstwa w niewoli: nie-
ztomna wiara w odzyskanie niepodleglosci, otoczenie troskliwa
opieka nauki i kultury narodowej jako gwarancji zachowania
bytu narodowego™!'.

Dla powstania polskiej szkoty matematycznej cezura wy-
daje sig rok 1920, kiedy to wydany zostal pierwszy tom pol-
skiego czasopisma ,,Fundamenta Mathematicae”. Miato ono by¢
poswigcone gtdwnie topologii i teorii mnogosci — dwom nowym
wowczas dziedzinom matematyki, a prace w nim zamieszczane
mieli pisa¢ polscy matematycy. Biorac pod uwage nieznaczny
wktad Polakéw do matematyki Swiatowej w okresie wczesniej-
szym, zamierzenie to wydawato si¢ nierealne. Juz od pierw-
szego numeru pojawialy sig jednak artykuty najwyzszej jakosci
i poziom ten zostat utrzymany w kolejnych wydaniach czasopi-
sma, ktore stalo si¢ jednym z najwazniejszych periodykoéw ma-

tematycznych na §wiecie.

" K. Kuratowski, Péf wieku matematyki polskiej 1920—1975, Warsza-
wa 1973, s. 29.
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Pig¢ lat wezesniej, w 1915 roku, zostal powotany do zy-
cia Uniwersytet Warszawski (mimo utworzenia go przez wia-
dze niemieckie jest to uczelnia polska), a Stefan Mazurkiewicz
zostal profesorem nowej Alma Mater. Od roku akademickiego
1916/1917 zaczyna on prowadzi¢ seminarium matematyczne
(z topologii). W 1918 roku dotaczaja do niego najpierw Zyg-
munt Janiszewski, a nastgpnie Wactaw Sierpinski (promotor
i nauczyciel akademicki Mazurkiewicza z czasow Iwowskich),
ktory przenosi si¢ z macierzystego Uniwersytetu Lwowskiego.

Istotna rolg w ksztattowaniu osrodka matematycznego od-
grywata osobowos$¢ tworzacych go matematykow. Stefan Ma-
zurkiewicz byt §wietnym wyktadowca, pobudzajacym mtodziez
do pracy naukowej w nowych dziatach matematyki (gtéwnie
topologii). Zygmunt Janiszewski miat z kolei szerokie zainte-
resowania (réwniez pozamatematyczne, w tym filozoficzne)
i w sposob niezwykle precyzyjny i zwigzty umiat je prezen-
towaé. Wactaw Sierpinski posiadat natomiast dar dzielenia sig
swoimi aktualnymi pasjami naukowymi i inspirowania innych
(byt jednym z pierwszych wyktadowcow teorii mnogosci).
Duzy wplyw na zainteresowania mtodych adeptow matematyki
mieli tez logicy Jan Lukasiewicz i Stanistaw Le$niewski. Przed-
stawiali oni w nowym $wietle metodologi¢ nauk dedukcyjnych
oraz podstawy logiki matematycznej. W latach dwudziestych
istniato juz w Warszawie jedno z najsilniejszych centréw ma-
tematyki na Swiecie, glownie w dziedzinie teorii mnogosci, to-
pologii, teorii funkcji rzeczywistej i podstaw matematyki wraz
z logika matematyczna.
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Podobnie intensywny rozwdj tej nauki mozna zaobserwo-
wac¢ we Lwowie, gdzie dzialali Hugo Steinhaus (ktory zasta-
pit Sierpinskiego w katedrze matematyki) oraz Stefan Banach
(Steinhaus nazwat go swoim najwigkszym ,,odkryciem nauko-
wym”). Wczeséniej katedra matematyki kierowat Wawrzyniec
Zmurko (od 1871 roku, kiedy to Uniwersytet Lwowski stat sie
uczelnig z polskim jezykiem wykladowym) oraz Jozef Puzyna
(od 1892).

O ile warszawska szkota matematyczna interesowala sig
przede wszystkim teoria mnogos$ci i topologia, o tyle szkota
Iwowska byta skoncentrowana na badaniach z zakresu ana-
lizy funkcjonalnej (oczywiscie ta ostatnia byla §cisle zwiazana
z tymi poprzednimi). Podstawowe pojgcia analizy funkcjonalne;j
sformulowali Vito Volterr, Maurice Fréchet, Frigyes Riesz oraz
inni, jednak dopiero po fundamentalnej pracy Stefana Banacha,
opublikowanej w 1922 roku w ,,Fundamenta Mathematicae”,
stata si¢ ona w petni ,,nowa” i samodzielna dyscyplina matema-
tyczna. Ta rozprawa okazata si¢ kluczowa dla dalszego rozwoju
matematyki i wspotczesnych nauk przyrodniczych przez dostar-
czenie niezbgdnych metod i narzedzi badawczych. W tym czasie
osrodek Iwowski wyrost na najwazniejsze centrum rozwoju ana-
lizy funkcjonalnej na swiecie. W 1929 roku zatozone zostato we
Lwowie czasopismo ,,Studia Mathematica” po§wigcone wiasnie
analizie funkcjonalnej — w kolejnych latach drukowano w nim
najdonioslejsze odkrycia w tej dziedzinie.

Dwoma glownymi ,,centrami” Ilwowskiej szkoly matema-

tycznej sa wigc Stefan Banach i Hugo Steinhaus. Starszy od
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Banacha o pig¢ lat Steinhaus (urodzony w 1887 roku), podob-
nie jak Mazurkiewicz i Janiszewski, cechowat si¢ wszechstron-
no$cig w matematyce (i poza nia) oraz podkreslat uniwersalny
charakter tej nauki i jej zastosowan. Cecha uniwersalizmu stata
si¢ zreszta punktem charakterystycznym calej Iwowskiej szkoty
matematyczne;j.

Poza Paryzem, Warszawa i Lwowem czwartym osrodkiem,
z ktorego wyrosta polska szkota matematyczna, byt Uniwersy-
tet Jagiellonski w Krakowie. Wyktadali tam tacy matematycy,
jak Franciszek Mertens, a p6zniej Marian Baraniecki, Ludwik
Antoni Birkenmajer, Kazimierz Zorawski, Stanistaw Zaremba
oraz Jan Sleszynski.

Franciszek Mertens, po studiach w Berlinie, otrzymat
w 1864 roku katedr¢ matematyki elementarnej na Uniwersyte-
cie Jagiellonskim. W 1874 roku powstato z jego inicjatywy se-
minarium matematyczne, majace na celu konsolidacje¢ i podnie-
sienie poziomu nauczania matematyki. Sam Mertens prowadzit
rowniez wyktady (poza klasycznymi) z najnowszych teorii ma-
tematycznych, w tym z teorii form kwadratowych, analityczne;j
teorii liczb 1 teorii grup, otwierajac matematyke krakowska na
najwazniejsze dwczesne odkrycia. W 1884 roku, po 19 latach
pobytu w Krakowie, przeniost si¢ na politechnike do Grazu,
a jego miejsce w katedrze matematyki zajat Marian Baraniecki,
po nim Kazimierz Zorawski, a od 1919 do 1924 roku — Jan Sle-
szynski. Od 1900 roku natomiast Stanistaw Zaremba objal na
Uniwersytecie Jagiellonskim funkcjg profesora i kierownictwo
drugiej katedry matematyki.
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Istotnym momentem w dziejach krakowskiej szkoty wyz-
szej byto dopuszczenie przez wiladze austriackie jezyka pol-
skiego jako jezyka wyktadowego — nastapito to w 1861 roku. Od
tego momentu odnotowuje si¢ znaczacy rozwoj uczelni. RoOw-
niez powstate w 1816 roku Towarzystwo Naukowe Krakow-
skie (przeksztalcone w 1872 roku w Akademie Umiejgtnosci
— o randze ogodlnonarodowej) stato si¢ waznym osrodkiem in-
spirujacym i organizujacym badania naukowe oraz wydajacym
czasopisma ,,Rozprawy Akademii Umiejgtnosci” oraz ,,Bulle-
tin International de I’Académie des Sciences de Cracovie” (od
1901 roku, najpierw przez dziewig¢ lat w jezyku niemieckim).

Polska szkol¢ matematyczna zapoczatkowato wigc tylko
kilku wybitnych matematykow: Sierpinski, Janiszewski, Ba-
nach, Steinhaus, Mazurkiewicz oraz Lukasiewicz, Le$niewski,
Zorawski, Zaremba. Trzeba tez podkresli¢ znaczenie (posrednie,
lecz jednak bardzo wazne) Kazimierza Twardowskiego — tworcy
szkoty Iwowsko-warszawskiej, ktory zgromadzit we Lwowie ak-
tywne $rodowisko filozofow i logikéw, oddzialujacych na inne

obszary dziatalnosci naukowej, rOwniez matematyczne;.

Znaczenie emigracji polskich matematykéw
w okresie Il wojny Swiatowej dla rozwoju nauki

W ramach polskiej szkoty matematycznej nastgpowat w okre-
sie migdzywojennym szybki wzrost liczebny matematykow,

wydawano coraz wigcej prac matematycznych, organizowano
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konferencje i kongresy naukowe. Ten rozwdj zostal prze-
rwany wybuchem wojny. Wielu matematykow zgingto, m.in.
Juliusz Pawet Szauder, Herman Auerbach (w roku 1943, z rak
gestapo w getcie lwowskim), Stanistaw Saks (rozstrzelany
w 1942 roku), Aleksander Rajchman (w obozie koncentracyj-
nym w Sachsenhausen 30 marca 1940 roku), Jozef Schreirer
(w 1943 w Drohobyczu), Adolf Lindenbaum (zamordowany
przez Niemcoéw w Ponarach koto Wilna), J6zef Marcinkiewicz
(zamordowany przez Sowietow w 1940 roku), Stefan Mazur-
kiewicz (w 1945 roku z powodu trudow wojennych — byt wy-
gnany z Warszawy po upadku powstania warszawskiego), An-
toni Lomnicki, Wlodzimierz Stozek, Stanistaw Ruziewicz
(rozstrzelani w 1941 roku wraz z grupa intelektualistow pol-
skich we Lwowie na Wzgorzach Wuleckich), Stefan Kaczmarz
(najprawdopodobniej zamordowany w Katyniu), Wtadystaw
Hepter (umiera w sowieckim tagrze), Wtadystaw Nikliborc
(popetia samobodjstwo w Warszawie w 1948 roku po prze-
stuchaniu przez Urzad Bezpieczenstwa). Czg$¢ matematykow
opuscito Polske, udajac si¢ na emigracje (gtownie do Stanow
Zjednoczonych).

Jak wylicza Wactaw Sierpinski, ubylo ponad potowe ma-
tematykow sposrod pracujacych na polskich uczelniach przed
wojna, zostalo rowniez zniszczonych wiele rgkopisow i biblio-

tek matematycznych'?. Wprawdzie po wojnie uniwersytety na

12 R. Duda, Lwowska Szkota Matematyczna, Wroctaw 2007, s. 409—
411.
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terenie Polski byly odbudowywane i rozbudowywane (w tym
osrodki matematyczne), ale przestal juz istnie¢ fenomen na-
zwany polska szkola matematyczna — zostato tylko jej pokto-
sie (znaczace, lecz nieposiadajace juz wczesniejszego impetu).
Czes$¢ emigrantdow utworzyta jednak szkoly matematyczne poza
granicami Polski — na wzor polskiej szkoty matematycznej
(przenoszac metody badan i tematyke badawcza do innych kra-
jow). Tym samym mozna mowi¢ o kontynuacji polskiej szkoty
matematycznej, cho¢ juz nie na ziemiach ojczystych.
Chciatbym teraz przyjrzec si¢ sylwetkom kilku najwybit-
niejszych rodzimych matematykow, ktorzy opuszczajac Pol-
ske w okresie, gdy rozwoj polskiej szkoty matematycznej zo-
stat zahamowany przez wojng, stworzyli (lub wspottworzyli)
poza granicami kraju szkoty, a przynajmniej silne osrodki ma-
tematyczne, kontynuujac badania zapoczatkowane i rozwijane
w Polsce migdzywojennej (zostali wigc uksztattowani przez pol-
ska szkol¢ matematyczng). Decyzja o emigracji, wymuszona
przez wojng oraz ideologie faszyzmu i komunizmu, byta dla
nich konsekwencja stanigcia przed tragicznym wyborem mig-
dzy zyciem zniewolonym a wolnos$cia, dajaca mozliwos¢ na-
ukowego rozwoju. Te trudne dylematy, procz tego, ze oslabiaty
tkanke narodu, staty sig¢ osobistym dramatem ludzi, ktérzy poza
ziemig ojczysta nie byli w stanie zrealizowa¢ w petni swoich
mozliwosci. Z drugiej jednak strony ludzi ci (uratowani od za-
gtady), poprzez podkreslanie swoich korzeni, rozstawiali polska
matematyke i wspomagali jej dalszy rozkwit. Przede wszystkim

za$ ich naukowe dokonania miaty fundamentalne znaczenie dla
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rozwoju nauki $wiatowej — wiele odkry¢ nie zostatoby pewnie
dokonanych, nauka posztaby innymi drogami.

Wybratem o$miu polskich matematykdéw, a sa nimi: Stani-
staw Ulam, Otton Nikodym, Jerzy Sptawa-Neyman, Jan Luka-
siewicz, Mark Kac, Antoni Zygmund, Samuel Eilenberg i Alfred
Tarski. Rozpoczng od prezentacji dokonan Stanistawa Ulama,
gdyz jego dziatalnos¢ naukowa nicomal wzorcowo ukazuje du-
cha polskiej szkoty matematycznej oraz sposoby kontynuowa-

nia jej dziatalnos$ci w innych krajach.

Stanistaw Marcin Ulam urodzit si¢ 13 kwietnia 1909 roku
we Lwowie w spolonizowanej rodzinie zydowskiej. Od wcze-
snych lat fascynowata go matematyka i trudne problemy (jako
gimnazjalista z powodzeniem zglgbial tajniki szczegdlnej teo-
rii wzglednosci i probowat rozwiaza¢ nierozstrzygnigte zagad-
nienie istnienia liczb nieparzystych doskonatych, czytat ksiazki
Poincarégo i Steinhausa).

Studiujac od 1927 roku na Politechnice Lwowskiej, uczyt
si¢ matematyki od Kazimierza Kuratowskiego, Stanistawa Ma-
zura i Stefana Banacha. Uczestniczyl w spotkaniach w stynnej
Kawiarni Szkockiej, gdzie matematycy, na czele z Banachem,
catymi godzinami dyskutowali nad zagadnieniami naukowymi
(i nie tylko), zapisujac problemy i rozwigzania najpierw na ser-
wetkach czy blatach stolikow, a p6zniej w specjalnie ufundowa-
nym przez zon¢ Banacha grubym zeszycie (nazwanym ,,Ksi¢ga
Szkocka”). Pochtongly go zwlaszcza zagadnienia dotyczace

teorii mnogosci. Te spotkania, jak i calq atmosferg 6wczesnego
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Lwowa, wspominat przez cale zycie z niezwyklym sentymen-
tem i ogromna wdzigczno$cia. Uwazal, ze to witasnie srodowi-
sko Iwowskie uksztattowato go jako cztowieka i uczonego, uka-
zujac mu istot¢ matematyki i sedno matematycznego myslenia.

Rozwo6j naukowy Ulama postgpowat bardzo szybko, a za-
interesowania byly niezwykle szerokie (obejmowaty topologig,
teori¢ mnogosci, teori¢ funkcji rzeczywistych, rachunek praw-
dopodobienstwa, logike, biomatematyke i roznorodne zastoso-
wania matematyki w technice). Pierwsza prace naukowa Con-
cerning Functions of Sets opublikowat juz w wieku 20 lat i to
w ,,Fundamenta Mathematicae”. Przelomowy byt dla niego wy-
jazd na Kongres Matematykow do Ziirichu w 1932 roku. Po
rozmowach ze spotkanymi tam naukowcami i zaprezentowaniu
wlasnych pogladéw byt przekonany, ze polska matematyka jest
potega, a on sam — tworczym badaczem. Od tego momentu cate
zycie postanowit poswigci¢ matematyce. Ta pewno$¢ raz wybra-
nej drogi nie opuszczata go az do $mierci. Rok po zakonczeniu
studiow uzyskat tytul doktora (promotorem jego pracy byt Ka-
zimierz Kuratowski, ktory uwazat Ulama za swoje najwigksze
odkrycie naukowe).

W 1934 roku nawiazat wspotprace z Johnem von Neuman-
nem, wielkim matematykiem wegierskim pochodzenia zydow-
skiego. W 1935 na zaproszenie von Neumanna wyjechat do Prin-
ceton w USA. Ostatecznie opuscit Polske tuz przed wybuchem
wojny. Staral si¢ przenies¢ lwowska atmosferg wspotpracy do
Stanoéw Zjednoczonych, ktore skupialy w tym czasie ogromna

liczbe uczonych opuszczajacych Europe z obawy przed rozsze-
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rzajacym si¢ nazizmem. Poza von Neumannem (z ktorym nawia-
zal bardzo bliska przyjazn) wspotpracowat z Johnem C. Oxtobym
(wspolna publikacja prac z mechaniki statystycznej), Markiem
Kacem (wspdlna ksiazka Mathematics and Logics), Jamesem L.
Tuckiem (pionierska praca o mozliwosci kontrolowanej reakcji
termojadrowej), C.J. Everettem (praca z teorii grup) i wieloma
innymi. Najczgsciej Ulam byt tworca Iuznych pomystow, ktore
jego wspolpracownicy ubierali w rygorystyczna forme. Gtéwnym
jego zajeciem byto myslenie, prowadzenie intensywnych dysku-
sji 1 generowanie kolejnych pomystow.

Od 1943 roku uczestniczyt w projekcie ,,Manhattan” w Los
Alamos nad opracowaniem technologii produkcji bomby ato-
mowej, a pozniej termojadrowej. Podczas tych prac pojawito si¢
wiele nowych pomystow i technologii, ktorych Ulam byt tworca
lub wspottworca (wobec utajnienia catego programu do tej pory
trudno jest ustali¢ szczegotowy wktad poszczegodlnych uczonych
w dokonane odkrycia). Opracowanie technologiczne bomby ato-
mowej bylo typowym zagadnieniem z zakresu matematyki sto-
sowanej (wykorzystanie mechaniki statystycznej). Szczegdlnie
wiele obliczen trzeba bylo wykona¢ przy teoretycznym testo-
waniu zaptonu bomby wodorowej — w tym celu skonstruowano
pierwsze komputery (w Los Alamos zbudowano komputer o na-
zwie MANIAC). W tym momencie bardzo przydatna okazata sig
logika matematyczna — John von Neumann opracowal metode
programowania komputerow na wzor metod logiki.

W 1952 roku Ulam wraz z Enrico Fermim zajat si¢ pierw-

szymi w historii powaznymi symulacjami komputerowymi

€1L0Z ° 1117 | @>neN m auz>yozoji4 elusiupebez

31



Zagadnienia Filozoficzne w Nauce | LIl - 2013

Wiestaw Wojcik

(chodzito o symulacje zachowania si¢ uktadu dynamicznego)
na komputerze MANIAC. Otrzymane wyniki stanowity pocza-
tek badan zjawisk nieliniowych. Przy okazji prac nad bomba
wodorowg Ulam opracowal metod¢ Monte Carlo (pozwala-
jaca na stosowanie teorii prawdopodobienstwa do oblicza-
nia procesow statystycznych na podstawie wielu probek loso-
wych, m.in. przeprowadzania symulacji aerodynamicznych),
metodg obliczen hydrodynamicznych oraz (wraz z von Neu-
mannem) teori¢ ukladow samopowielajacych si¢ z prostych
warunkow poczatkowych (tzw. cellular automata — ta metoda
jest wykorzystywana m.in. do badania sieci neuronow). Po-
nadto pracujac nad modelem zaptonu w bombie wodorowe;j
(razem z Everettem 1 Fermim), stworzyt model procesu multi-
plikatywnego (branching ratios), stanowiacy przetom w kon-
strukcji bomby wodorowej. Dzigki tym pomystom Ulam (wraz
z Edwardem Tellerem) zostal uznany za twércg bomby wodo-
rowej, chociaz de facto caty program byt dzietlem bardzo wielu
uczonych.

Pozniej pracowal nad zagadnieniem wykorzystania ener-
gii jadrowej do napedu rakiet kosmicznych. Wraz z Everettem
napisal w 1955 roku prace o napedzie rakiet kosmicznych po-
przez sekwencj¢ stabych wybuchow jadrowych. Niestety pro-
jekty te z powodow finansowych nie byty kontynuowane. Ulam
byl tez jednym z gléwnych inspiratoréw pomystu lotu czto-
wieka na Ksigzyc. Opierajac si¢ na metodach i wynikach uzy-
skanych w Los Alamos, umiat uzasadni¢ realno$¢ takiego pro-
jektu i przekonac doradcoéw prezydenta Kennedy’ego.
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Pod koniec lat pigédziesiatych zainteresowat si¢ genetyka
molekularna i zapoczatkowal w Los Alamos seminarium z bio-
logii komdrkowej, gdzie pracowano nad zastosowaniami mate-
matyki w biologii (ostatnim jego pomystem i pasja byto wyko-
rzystanie teorii jgzykoéw komputerowych i teorii programowania
w biologii).

Stanistaw Ulam miat szczegolne zdolnosci w zakresie dostrze-
gania roznorodnych probleméw i podawania trafnych idei ich roz-
wigzania. Dlatego specyficzne znaczenie ma wydana przez niego
w 1960 roku ksiazka pt. 4 Collection of Mathematical Problems.

Przez calg dzialalno$¢ naukowa podkreslat swoje polskie
korzenie i wypowiadal si¢ z ogromnym uznaniem i wdzigcz-
noscia o Iwowskim srodowisku naukowym, ktore go uksztatto-
wato. W celu zachowania i rozpowszechnienia tego, co dziato
si¢ we Lwowie w slynnej Kawiarni Szkockiej, przettumaczyt
na angielski 1 uporzadkowat — zapoczatkowana w 1933 roku
przez Banacha — Ksigge Szkocka (zostala wydana jako ksiazka
w 1981 roku). Umart w 1984 roku w Santa Fe.

W artykule opublikowanym w 1969 roku w ,,Wiadomo-
sciach Matematycznych” Ulam w pigkny sposdb ocenit polskie
srodowisko matematyczne okresu migdzywojennego (z ktdrego

wyrost) 1 jego relacje do matematyki §wiatowej:

Znaczna czg$¢ osiagnie¢ matematykow w Polsce w okresie dwu-
dziestolecia migdzywojennego stanowi wazny etap w tworzeniu
fundamentow wspotczesnej matematyki §wiatowej. Wywieraja one

wplyw nie tylko na przedmiot, lecz réwniez na ton wspdtczesnych
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badan. (...) Od czasé6w Cantora duch teorii mnogosci coraz bar-
dziej przenikal matematykge; ostatnio bylisSmy §wiadkami rene-
sansu zainteresowania ta teoria i nieoczekiwanych jej postgpow.
Mam na mysli nie tylko teori¢ mnogo$ci w jej najbardziej abs-
trakcyjnej formie, lecz takze jej bezposrednie zastosowania, topo-
logie w jej najogdlniejszym ujgciu, najogolniejsze przedstawianie
idei algebraicznych. Temu wszystkiemu nadata kierunek i impuls
szkota polska. Znaczna czg$¢ tego wkladu jest zastuga matematy-
kow lwowskich. Tutaj zainteresowania nie koncentrowaty si¢ wy-
acznie na teorii mnogosci, lecz na nowym ujgciu problemow kla-
sycznych, ktore moze by¢ nazwane analiza funkcjonalng w duchu

geometrycznym i algebraicznym.

Ulam podkresla szczegdlnie ducha wspotpracy oraz zdol-
nos¢ polskiego $rodowiska matematycznego do badania pod-
staw matematyki 1 znajdowania prostych i zarazem uniwersal-

nych metod konstrukcji nowych obiektow:

Wazna cecha matematyki nowoczesnej, ktora zostata w petni roz-
winigta we Lwowie, jest wspotpraca migdzy roznymi indywidu-
alnosciami, a nawet catymi szkotami matematycznymi. Wbrew
rosnacej roznorodnosci i specjalizacji, a nawet hiperspecjaliza-
cji badan matematycznych, kierunki i watki badawcze pocho-
dzace z roznorodnych i niezaleznych zrodet czgstokro¢ zbiegaja
sig. (...) Jesli zalezatoby mi na okreslaniu gtéwnej cechy charak-
terystycznej tej szkotly, to wymienitbym przede wszystkim zain-

teresowania podstawami réznych teorii. Rozumiem przez to, ze
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jesliby rozwazaé matematyke jako drzewo, to grupa Iwowska od-
dawata sig studiowaniu korzeni i pni, by¢ moze nawet glownych
konar6éw, mniej interesujac si¢ bocznymi pedami, lisémi i kwia-
tami. (...) Podniecenie wywotane znalezieniem takiej rozmaito-
$ci nowych obiektow, ktorymi mozna byto operowac za pomoca
kilku ogélnych metod, byto tak duze, ze czgstotliwos¢ dyskusji
i pracy zespotowej w tych latach byla rzeczywiscie wyjatkowa.
Jedynym wypadkiem, gdy spotkatem si¢ z podobna wspolnota
zainteresowan i intensywnoscia wspotzycia intelektualnego, byt
okres mych badan w czasie lat wojennych nad nowym wowczas

zagadnieniem — energig jadrowa.

Czy mozna wystawi¢ bardziej pozytywna oceng matema-
tyce polskiej, stwierdzajac, ze zajmowala si¢ ona ,,studiowa-
niem korzeni i pni”, a wigc tych obszarow matematyki, z ktorych
wszystkie jej galezie czerpia swoje zyciodajne soki? A podkre-
Slenie, ze ,,czgstotliwos¢ dyskusji 1 pracy zespotowej”, ktora
charakteryzowala $rodowisko matematykéw polskich, byta
czyms$ niespotykanym w tamtych czasach, wskazuje na zrodto
sukcesow 1 sposob oddziatywania na uczonych w innych kra-
jach — autentyczna pasja porywa.

W celu przyblizenia atmosfery Kawiarni Szkockiej 1 wagi
rozwazanych tam problemow przettumaczyt Ulam na jezyk an-
gielski i wydat ,,Ksigge Szkocka 3. We wstepie do niej opisy-

wal intensywnos¢ zycia matematycznego we Lwowie w okresie

13 S.M. Ulam, The Scottish Book, Michigan 1957.
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mi¢dzywojennym. Pokazywat warto$¢ naukowa nieformalnych
spotkan w matych grupach, odbywajacych si¢ kazdego dnia.
Dyskutowano tam zagadnienia bedace przedmiotem wspodl-
nego zainteresowania matematykow, dzielono si¢ ostatnimi wy-
nikami. Nie wystarczaty cotygodniowe spotkania Towarzystwa
Matematycznego, szukano dodatkowych okazji i miejsc, aby
rozmawia¢ o0 matematyce. Byta ona obecna w kazdym miejscu
Lwowa, poruszane problemy matematyczne stawaly si¢ central-
nym przedmiotem spotkan, a umieszczano je w ,,Ksiedze Szkoc-
kiej” dopiero wtedy, gdy nie sposob ich byto rozwikta¢ w toku
dtuzszych analiz i dyskusji.

Los tej Ksiggi wpisuje sig¢ w losy wielu polskich matema-
tykow. Po rozpoczeciu wojny niemiecko-sowieckiej w 1941
roku skonczyly si¢ spotkania matematykow i wpisy do Ksiggi.
Ostatni nosi datg 31 maja 1941 i sygnowany jest numerem 193
(uczynit go H. Steinhaus). Oryginat Ksiggi przechowywany jest
przez rodzing Banacha, natomiast do tej pory nie ma jej pol-

skiego wydania.

Otton Nikodym mial catkiem inny charakter niz Stanistaw Ulam:
byt mato towarzyski, zamknigty w sobie. Cechowata go jednak
podobna wszechstronnos¢ i ogromne ambicje tworcze. Podejmo-
wal zagadnienia z zakresu teorii miary i catki, logiki, teorii sieci,

algebry, analizy funkcjonalnej, rownan rézniczkowych', ale inte-

4 Wprowadzil m.in. pojecia wiasnos$ci Radona-Nikodyma przestrze-
ni Banacha oraz przestrzeni metrycznej Frécheta-Nikodyma. Opra-
cowal nowa teorig rzutu ortogonalnego w przypadku zbioréw wypu-
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resowaly go rowniez zastosowania matematyki do fizyki (usci-
slanie podstaw fizyki teoretycznej) oraz dydaktyka matematyki
(napisat m.in. Dydaktyke matematyki czystej w zakresie gim-
nazjum wyzszego”, a takze podrgczniki akademickie Rownania
rozniczkowe, Wstep do rachunku rozniczkowego) i dziatalno$c¢
popularyzatorska (prowadzenie w polskim radiu pogadanek
o nauce zebranych w 1946 w ksiazce Spojrzmy w glebiny mysli).

Nikodym uczestniczyl w bardzo waznym dla polskiej ma-
tematyki wydarzeniu. W czasie [ wojny swiatowej, w 1916 roku
spotkat go Hugo Steinhaus na krakowskich Plantach, gdy wraz
ze Stefanem Banachem rozmawiali o calce Lebesgue’a. To spo-
tkanie przerodzito si¢ w regularne seminaria odbywajace si¢
przy ulicy Karmelickiej 9 (uczgszczali na nie rowniez Witold
Wilkosz, Wiadystaw Slebodzinski, Wtadystaw Stozek i Leon
Chwistek), gdzie dyskutowane byty biezace zagadnienia ma-
tematyczne.

Urodzit sig¢ 13 sierpnia 1889 roku w Zabtotowie na Kre-
sach Wschodnich. We Lwowie zdobywat swoje wyksztalcenie
— jego nauczycielami na Uniwersytecie Lwowskim byli mate-
matycy Wactaw Sierpinski i Jozef Puzyna oraz fizyk Marian
Smoluchowski. P6zniej pracowat w Krakowie, studiowat w Pa-
ryzu, a od 1931 roku (po zrobieniu habilitacji) podjat prace na
Uniwersytecie Warszawskim. Po zakonczeniu wojny, w 1946
roku (bgdac mianowany profesorem Politechniki Krakowskiej)

ktych i rozwigzal zagadnienia Dirichleta istnienia i jednoznacznos$ci
rozwiazania rownan rozniczkowych czastkowych typu eliptycznego.
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opuscit Polske, aby po krotkim pobycie w Belgii i we Francji
znalez¢ miejsce w Stanach Zjednoczonych. Prowadzit wyktady
w Kenyon College w Ohio, by w koncu od 1966 roku przenies¢
si¢ do Utica (w stanie Nowy Jork) i po§wigci¢ si¢ pracy nauko-
wej na zlecenie Atomic Commission i National Science Foun-
dation. Tam tez umart w 1974 roku.

Opublikowat kilka znaczacych ksiazek i innych prac na-
ukowych, m.in. Teori¢ tensorow z zastosowaniami do geome-
trii i fizyki matematycznej (Warszawa 1938), Rownania roz-
niczkowe (Poznan 1949) oraz The Mathematical Apparatus for
Quantum-Theories (prawie tysiacstronicowa ksiazka zawiera-
jaca podstawy mechaniki kwantowej; New York 1966). Przed
wybuchem wojny napisatl jeszcze trzy ksiazki, ktére zaginety
po upadku powstania warszawskiego — byly to drugi tom Teorii
tensorow oraz dwa tomy Mechaniki.

Po przyjezdzie do USA, oprocz pisania prac naukowych,
prowadzit liczne wyktady w Stanach Zjednoczonych i na wielu
uczelniach $wiata, m.in. w Belgii, Francji, Wloszech, Niem-

czech, Kanadzie.

Samuel Eilenberg, urodzony w 1913 roku w Warszawie, naj-
pierw ksztalcit si¢ w szkole zydowskiej, a pdzniej studiowat na
Uniwersytecie Warszawskim. Dziatal tam silny zesp6t topolo-
gow, stworzony przez Janiszewskiego, Mazurkiewicza, Sierpin-
skiego, Kuratowskiego, Saksa i Borsuka. Niemal od poczatku
Eilenberg zainteresowat si¢ wigc topologia — jego praca doktor-
ska, pisana pod kierunkiem Karola Borsuka, dotyczyta topolo-
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gii plaszczyzny i zostata obroniona w 1936 roku oraz opubliko-
wana w tym samym roku w ,,Fundamenta Mathematicae”.

Poza $rodowiskiem warszawskim zwigzal si¢ roéwniez
z drugim centrum matematyki polskiej — Kawiarnia Szkocka we
Lwowie, gdzie pod kierunkiem Stefana Banacha kwitto zycie
naukowe i towarzyskie. Tam zrodzily si¢ pomysty zastosowa-
nia w topologii metod algebraicznych — w ten spos6b topologia
algebraiczna (ktorej tworca byt Henri Poincaré) stata si¢ jedna
z wazniejszych dziedzin wspolczesnej matematyki. Do roku
1939, gdy wyemigrowat do USA i podjat pracg na Uniwersyte-
cie Michigan, napisat 37 prac, glownie z tej dziedziny. W 1947
roku rozpoczyna pracg na Uniwersytecie Columbia, gdzie stwo-
rzyt centrum badan w ramach czystej matematyki. Wyksztatcit
wielu uczniéw, wypromowat kilku znakomitych matematykow,
w tym Davida Buchsbauma, Petera Freyda, Alexa Hellera, Da-
niela M. Kana, Williama Lawvere’a, F.E.J. Lintona oraz Ste-
phena Schanuela.

Jego prace naukowa cechuje duch wspolpracy. Jest jednym
ze wspolpracownikoéw grupy matematykow, ktdra pod pseudo-
nimem Nicolas Bourbaki publikowata swoje wyniki. Razem
z takimi matematykami jak André Weil, Saunders Mac Lane,
Norman Steenrod czy Henri Cartan pisze artykuty naukowe
i ksiazki oraz realizuje r6znorodne programy badawcze. Owo-
cem tego byta m.in. rozbudowa i aksjomatyzacja teorii homo-
logii (z Mac Lane’em), stworzenie nowej teorii matematycznej
— teorii kategorii (ze Steenrodem), a takze klasyczna monogra-

fia Algebra homologiczna (wraz z Cartanem). W pozniejszym
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okresie zajat sig teoria automatow — nowym, dynamicznie roz-
wijajacym si¢ dziatem informatyki.

Warto zaznaczy¢, ze Eilenberg traktowat swoja prace na-
ukowa jako forme dziatalnosci (aktywnos$ci) spotecznej i to-
warzyskiej — i z cala pewnoscia ten sposéb uprawiania nauki
wyniost z lwowskiego 1 warszawskiego srodowiska matematy-
kéw. Poza matematyka byt rowniez mitosnikiem sztuki. Gro-
madzit zbiory sztuki indyjskiej i z Azji Potudniowo-Wschod-
niej. Jego wiedza na ten temat i sama kolekcja zyskaty mu duze
uznanie wsrdd kolekcjonerow. W 1989 roku przekazat ponad
400 cennych rzezb do Metropolitan Museum of Art. Ten dar do-
prowadzil do powstania fundacji Eilenberg Visiting Professor-
ship w Columbia University (darczyncami byto muzeum oraz
inne instytucje i osoby prywatne), dzigki ktorej wielu wybit-
nych matematykow przyjechato do tego uniwersytetu z wykta-
dami. Umart w 1998 roku w Nowym Jorku, po przezytym trzy

lata wczesniej udarze mozgu.

Alfred Tarski, urodzony w 1901 roku, jest jednym z uczniéw
1 tworcow warszawskiej szkoty matematycznej. Byt tez czton-
kiem filozoficznej szkoly lwowsko-warszawskiej oraz wspot-
tworca warszawskiej szkoty logicznej (obok Jana Lukasiewicza,
Stanistawa Lesniewskiego i Tadeusza Kotarbinskiego). Studio-
wal i pracowal na Uniwersytecie Warszawskim, zajmujac si¢
teoria mnogosci, logika, metalogika i teoria modeli. W 1939
roku wyjechat do USA i w 1946 zostat profesorem na Uniwer-
sytecie Berkeley (gdzie umart w 1983). Tam stworzyt najsil-
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niejszy na $wiecie osrodek (szkol¢) badan podstaw matematyki.
Przez lata prowadzit seminarium naukowe, ktore bylo kuznia
wielu wybitnych logikow. To dzigki Tarskiemu logika matema-
tyczna stata si¢ jedna z wazniejszych amerykanskich dyscyplin
badawczych.

Wedtug Tarskiego nie istnieje granica migdzy matematyka
a metamatematyka (ktéra jest narzedziem badan samej mate-
matyki 1 zostala wprowadzona przez Hilberta jako ,teoria do-
wodzenia”). Dzigki badaniom Tarskiego metamatematyka staje
si¢ integralna cze¢scia (dziedzina) matematyki. W pracy Poje-
cie prawdy w jezykach nauk dedukcyjnych ukazatl metodg kon-
strukcji niesprzecznego jezyka nauki, ktéra pozwala na rozrdz-
nienie jezyka (ma by¢ on $cisle sformalizowany) i metajgzyka
(ma zawiera¢ wszystkie odpowiednio przettumaczone pojecia
jezyka, a ponadto tzw. pojecia semantyczne, czyli m.in. pojg-
cia ,,oznaczania”, ,,prawdziwosci”, ,,definiowania”). Tarski wy-
kazal, Ze mozna przy pewnych zatozeniach zdefiniowa¢ w me-
tajezyku pojecia semantyczne (np. prawdziwos¢ zdan jezyka,
o ktorym metajezyk orzeka), nie sposob jednak zdefiniowaé
prawdziwosci jakichkolwiek zdan bez wskazania konkretnego
jezyka. Byl to wazny glos w dyskusji nad uzywaniem w nauce
pojecia ,,prawdy” — wbrew neopozytywistom Tarski uzasadniat
logiczna mozliwo$¢ 1 poprawnos¢ uzywania tego pojgcia.

Jest on autorem 19 monografii dotyczacych réznych dzie-
dzin matematyki, m.in. Geometry, Introduction to Logic and to
the Methodology of Deductive Sciences, A Decision Method for
Elementary Algebra and Geometry, Cardinal Algebras, Undecid-
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able Theories, Logic, Semantics, Metamathematics oraz Ordi-

nal Algebras.

Losy Marka Kaca ukazuja kolejna specyfike polskiej matema-
tyki okresu migdzywojennego. Urodzony w 1914 roku w zy-
dowskiej rodzinie w Krzemiencu (miescie polskiego wieszcza
— Juliusza Stowackiego), az do czasu wstapienia do gimnazjum
krzemienieckiego w 1925 roku zupehie nie méwit po polsku.
Znat jezyk rosyjski, francuski i w pewnym stopniu hebrajski,
jezyk polski byt mu jednak obcy. W wieku 15 lat zafascynowat
si¢ matematyka, nieomal obsesyjnie starajac si¢ opanowac me-
tod¢ rozwiazywania rownan sze$ciennych oraz teori¢ pochod-
nych — starat si¢ do wszystkiego dojs¢ samodzielnie i czgSciowo
to mu si¢ udato.

Mozna powiedzie¢, ze jezyk polski i matematyka wra-
staly w jego $wiadomos$¢ réwnoczesnie. Jego mentorem na
Uniwersytecie Lwowskim, gdzie studiowatl matematyke, zo-
stat Hugo Steinhaus — matematyk i zarazem mistrz mowy pol-
skiej. W czerwcu 1937 roku Mark Kac obronit prace doktor-
ska i caty czas myslat o tym, jak opusci¢ Polske, poniewaz tutaj
nie widzial mozliwosci realizacji swoich ambitnych plandéw
naukowych. W tych dziataniach pomagal mu Steinhaus. Aby
zrozumie¢ decyzj¢ Kaca, trzeba przywota¢ znang wypowiedz
Steinhausa (ktory do konca zycia pozostat w kraju) dotyczaca
Polski: ,,W tym kraju jedno tylko mi si¢ podoba — pozostac”.
Czy to wyznanie pelnej dezaprobaty, czy bezwarunkowej mito-
$ci? Wydaje sig, ze jedno i drugie.
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Pod koniec 1938 roku Kac opuscit Polske i wyjechat do
Stanoéw Zjednoczonych. Tam podjat pracg najpierw na Cornell
University (od 1939), potem na nowojorskim Rockefeller Uni-
versity, a w koncu na University of Southern California.

Byl pionierem rozwoju matematycznej teorii prawdopodo-
bienstwa i jej zastosowan do roznych dziedzin nauki, w tym do
fizyki. Kilkakrotnie nagradzano go za jego wyniki, szczegolnie
za jasne ujmowanie i prezentowanie trudnych i waznych proble-
moéw oraz za wykorzystanie teorii prawdopodobienstwa w roz-
nych obszarach fizyki i techniki.

Z atmosfery Lwowa wyniost i realizowal w swoim zyciu
naukowym przede wszystkim zamitowanie do stawiania i roz-
wiazywania problemow matematycznych (a nie do czystej teo-
rii), a takze zapal do wspolpracy oraz poszukiwania szerokich
zastosowan swoich badan. Jak jego nauczyciel Steinhaus wie-
rzyt, ze istnieje gleboki zwiazek migdzy przyroda i matematyka
oraz ze matematyka jest rodzajem gry/zabawy, ktora pozwala
nam wej$¢ w kontakt z drugim cztowiekiem i $wiatem przy-
rody. Jego stynne prace Statistical Independence in Probability,
Analysis and Number Theory oraz Can One Hear the Shape of
a Drum? oddaja w petni deklarowang przez niego postawe zy-
ciowa. Umarl w 1984 roku w Kalifornii.

Antoni Zygmund, urodzony w 1900 roku w Warszawie, jest
przedstawicielem warszawskiej szkoty matematycznej. Prowa-
dzit badania w zakresie teorii funkcji analitycznych oraz ana-

lizy matematycznej (byly to gléwnie: analiza harmoniczna,

€1L0Z ° 1117 | @>neN m auz>yozoji4 elusiupebez

43



Zagadnienia Filozoficzne w Nauce | LIl - 2013

Wiestaw Wojcik

szeregi trygonometryczne, teoria catki, rownania rézniczkowe).
W 1923 roku uzyskat na Uniwersytecie Warszawskim stopien
doktorski w zakresie matematyki, a trzy lata pézniej docenturg.
W 1940 roku wyjechat z okupowanej Polski do Stanow Zjed-
noczonych (od 1929 pracowatl na Uniwersytecie Stefana Bato-
rego w Wilnie i tworzyt tam $rodowisko matematyczne — jego
uczniem byt Jézef Marcinkiewicz). Po krotkim pobycie w Mas-
sachusetts Institute of Technology, a nastepnie w Mount Holy-
oke College oraz na Uniwersytecie Michigan dostal pracg na
Uniwersytecie Chicagowskim, gdzie pracowal przez 33 lata, az
do emerytury w 1980 roku.

To dzigki niemu Chicago stato si¢ jednym z najmocniej-
szych os$rodkéw badan w ramach analizy matematyczne;j.
Wspolnie z Marshallem Harveyem Stone’em zbudowat potgzna
szkote analizy harmonicznej (Chicago School of Analysis). Wy-
ksztalcit duze grono uczniow (38 doktorow — trzech w Polsce
i pozostatych w USA), a wraz z Alberto Calderonem (swoim
uczniem) stworzyl w latach piecdziesiatych nowgq teori¢ mate-
matyczna — teori¢ catek osobliwych. Wydat tez wiele wybit-
nych prac, w tym: Trigonometric Series, Funkcje analityczne

oraz Measure and Integral. Zmart w Chicago w 1992 roku.

Jerzy Splawa-Neyman jest charakterystycznym przyktadem
cztowieka, w ktérym mimo wielu niesprzyjajacych warunkow
przetrwata przynalezno$¢ do narodu polskiego, stanowiac silg
napedowq wielu dziatan. Jego dziadek zostat za udziat w po-

wstaniu styczniowym zestany na Syberi¢ i dopiero jego ojcu
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pozwolono ja opusci¢. Osiedlit si¢ na pograniczu rosyjsko-ru-
munskim, gdzie tez w 1894 roku na §wiat przyszedt Jerzy. Wy-
ksztatcenie matematyczne zdobywat w Rosji (fascynowat si¢
teorig miary i catki oraz ksiazka Karla Pearsona The Grammar
of Science).

Przez pigc¢ lat pracowal jako asystent na Uniwersytecie
w Charkowie, a po podpisaniu pokoju w Rydze przyjechat do
Polski. Nie udato mu si¢ dosta¢ pracy na Uniwersytecie War-
szawskim, zostal wigc statystykiem w réznych instytutach na-
ukowych, a w koncu kierownikiem Laboratorium Statystycz-
nego Szkoty Glownej Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie.
Zetknigcie si¢ ze statystyka matematyczna nie wzbudzito jego
zachwytu — nie przypominata ona teorii matematyczne;.

Dzigki stypendium Funduszu Kultury Narodowej w 1924
roku wyjechal na dwa lata za granicg (w Londynie poznat Karla
Pearsona, a w Paryzu ucz¢szczal na wyktady i seminaria Lebes-
gue’a i Hadamarda). Podjat bliska wspotprace z synem Pearsona
(w ramach statystyki) i zapragnat uczynic statystyke dyscypling
w pelni matematyczna. Gdy w 1926 roku wrocit do Polski, roz-
poczal si¢ w jego zyciu najbardziej tworczy okres. Prowadzit
wyklady (m.in. na Uniwersytecie Warszawskim), a pomysty
i prace powstate w tym czasie otworzyly przed statystyka mate-
matyczna nowe kierunki rozwoju.

Z powodu trudnej sytuacji materialnej przeniost si¢ do Lon-
dynu, gdzie przez cztery lata prowadzit wyktady na University
College. W 1937 roku udat si¢ do Ameryki, gdzie otrzymat pro-
pozycje profesury (najpierw w Ann Arbor w stanie Michigan,
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a pézniej w Berkeley w Kalifornii). W Berkeley powstato wow-
czas $§wiatowe centrum statystyki matematycznej — Sptawa-
-Neyman powotat Laboratorium Statystyczne, wyksztatcit wielu
swiatowe] stawy ucznidw oraz zorganizowat cykliczne (odby-
wajace sig co pigc lat) Berkeleyskie Sympozja Statystyki Ma-
tematycznej i Rachunku Prawdopodobienstwa. W swoich ba-
daniach i pracach nie tylko uczynit ze statystyki znaczacy dziat
matematyki, ale ukazat jej liczne zastosowania w réoznorodnych
dziedzinach wiedzy, w tym w medycynie, ekonomii, technice
1 astronomii. Przez caly okres pobytu za granica utrzymywat
kontakt z Polska, wspomagajac badania naukowe w zakresie za-

stosowan matematyki. Zmart w 1981 roku.

Jednym z tworcow logiki matematycznej jest urodzony we Lwo-
wie Jan Lukasiewicz (1878-1956). To jemu zawdzigczamy
wprowadzenie m.in. logicznego pojgcia dedukcji oraz rozpo-
czgcie 1 prowadzenie badan nad logikami wielowarto$ciowymi.
Ponadto kluczowe w jego pracy nad logika sa badania z histo-
rii logiki. Odkryt on m.in. kontynuacj¢ logiki starozytnej i $re-
dniowiecznej w logice wspotczesnej. Byt tez metodologiem po-
kazujacym, jak wykorzysta¢ logike w badaniach podstaw nauk
empirycznych i matematyki.

Na Uniwersytecie Lwowskim studiowat matematykg i filo-
zofi¢ pod kierunkiem Kazimierza Twardowskiego, gdzie w 1902
roku uzyskat stopien doktora. Tam tez pracowat az do roku
1915, kiedy to przenidst si¢ do nowo utworzonego Uniwersytetu

Warszawskiego. Przebywat tam do czasu Il wojny $wiatowej,
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ksztatcac liczne grono logikéw i filozoféw, m.in. Kazimierza
Ajdukiewicza, Stanistawa Jaskowskiego, Jerzego Stupeckiego,
Bogdana Suchodolskiego i Alfreda Tarskiego. W ten sposob
zrodzita si¢ warszawska szkota logiczna (jej wspottworca byt
Stanistaw Lesniewski — kolejny uczen Twardowskiego), znana
z badan metodologicznych i zastosowan logiki do badan nad
podstawami matematyki i nauk doswiadczalnych.

Pod koniec wojny opuscil Warszawg 1 przeniost si¢ do Du-
blina. W tamtejszej Akademii Krolewskiej az do swojej $mierci
kierowat Zaktadem Logiki Matematycznej. To dzigki jego auto-
rytetowi logika matematyczna stata si¢ obowiazkowym przed-
miotem studiow matematycznych, jak rowniez waznym elemen-
tem studiow technicznych i humanistycznych.

Warto zauwazy¢, ze poczatkiem badan logicznych Luka-
siewicza byly analizy podstawowych zasad, poje¢ i metod fi-
lozoficznych: metoda indukcji, dedukcji, zasada sprzecznosci,
determinizmu, pojgcie przyczyny, koniecznosci, mozliwosci,
prawdopodobienstwa. Te badania doprowadzity go do stworze-
nia trojwarto$ciowej logiki zdan i rozpoczecia prac nad logi-
kami wielowartosciowymi. W 1920 roku wyglosit na Uniwer-
sytecie Warszawskim stynny referat O logice trojwartosciowej,
w ktorym wprowadzit implikacyjno-negacyjny system logiki
trojwartosciowej. Jego odkrycia byly porownywane do naj-
wigkszych przetomoéw w dziejach nauki: rewolucji Kopernika,
odkrycia fizyki nowozytnej, powstania geometrii nieeuklideso-
wych czy teorii wzglednosci.
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Oczywiscie w okresie Il wojny $wiatowej wyjechato z Pol-
ski wigcej matematykow. Wybierajac tych o$miu, kierowatem
si¢ nastgpujacymi kryteriami:

1. matematycy ci zostali uksztaltowani (przynajmniej
w znacznym stopniu) przez polskie §rodowisko mate-
matyczne;

2. stworzyli poza granicami Polski silne os$rodki naukowe
(przewaznie byty to szkoty naukowe), bedace kontynu-
acja polskiej szkoly matematycznej;

3. dokonali odkry¢, ktére zmienity i rozszerzyly dziedzing

matematyki, wptywajac na losy §wiata.

Dzigki takim kryteriom i odpowiedniej prezentacji do-
robku owych matematykow uzyskatem rowniez petniejsza cha-
rakterystyke polskiej szkoty matematycznej. Jak juz wspomina-
fem, specyfika tej szkoly polegata na podjgciu badan w zakresie
podstaw matematyki, co zaowocowalo rozwojem nowych dzia-
16w tej nauki (w tym logiki matematycznej, analizy funkcjo-
nalnej, teorii mnogosci, topologii). Matematyka wylonita z sie-
bie dzialy, ktore mogly stuzy¢ do badania samej matematyki,
jak 1 podstawowych zagadnien filozoficznych (np. badania Tar-
skiego 1 Lukasiewicza nad zagadnieniami teorii poznania). Po-
nadto pokazata szerokie zastosowanie abstrakcyjnych teorii ma-
tematycznych do rozwiazywania zagadnien technicznych, co
doprowadzito do wzrostu znaczenia spotecznego matematyki.

Kolejna cecha polskiej szkoly byt duch intensywnej wspotpracy
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uczonych, przenikanie si¢ roznych dziatow nauki (rozwiazywa-
nie problemow przy wykorzystaniu metod stosowanych w od-
miennych naukach), $miate wchodzenie na nowe obszary ba-
dawcze 1 $wiadomos$¢ uniwersalnosci matematyki. Inne wazne
cechy charakteryzujace tworcow polskiej szkoty matematycznej
to: umiejetnos¢ wynajdywania i przyciagania wybitnych mto-
dych talentow, intensywne wspomaganie ich w rozwoju nauko-
wym 1 autentyczna rado$¢ z wynikow osiaganych przez innych
matematykow, szczegdlnie mtodych.

Fenomen znacznego ozywienia intelektualnego i gwattow-
nego rozwoju matematyki, ktory zaistniat wtasnie w okresie od-
zyskiwania przez Polske niepodlegtosci, rzadko miat miejsce
w historii nauki. Zawsze jednak prowadzit do przemian cywili-
zacyjnych — tak bylo i w tym przypadku.

Zauwazmy, ze duza cze$¢ naukowcow z polskiej szkoty ma-
tematycznej stanowili matematycy pochodzenia zydowskiego.
W poprzednich okresach ani Polacy, ani Zydzi nie mieli szcze-
gblnych osiagnig¢¢ na tym polu, tym bardziej wigc erupcja talen-
tow matematycznych byta gwattowna i nicoczekiwana. Mysle,
ze dzigki duchowi autentycznej wspotpracy i otwartosci poja-
wil si¢ efekt synergii i najlepsze cechy obu narodow ujawnity
si¢ z pelna sita: che¢ zmieniania $wiata, poszukiwanie nowych
wyzwan, odwaga w rozwigzywaniu trudnych i nowych proble-
mow, nieposkromiona fantazja i wyobraznia, poczucie wiasnej
warto$ci i wagi uzyskiwanych rozwiazan, dbato$¢ o zachowa-
nie wiasnej tozsamosci i integralnosci oraz umiejgtnos¢ inte-

resujacego ukazywania swoich badan i wynikéw (matematycy
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polskiej szkoty matematycznej umieli ,,sprzeda¢” swoje doko-
nania poprzez organizowane konferencje, publikowane prace

1 nawiazywana wspotprace).
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Giuseppe Veronesego
podstawy matematyki
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Giuseppe Veronese’s foundations of mathematics

Abstract
The aim of this paper is to analyze Veronese’s philosophical prin-
ciples of mathematics. He tried to begin the construction of math-
ematics (geometry) with the concept of the Thinking Subject and
the phenomenon of thinking, which is discussed in detail. It is very
likely that this idea had an impact on Hilbert’s concept of the Math-
ematical Subject. Some similarities between Veronese’s view and

the intuitionistic thinkers are also shown.

Key words:
foundations of mathematics, epistemology of mathematics, ontol-

ogy of mathematics, mathematical subject, Giuseppe Veronese

Giuseppe Veronese (1853—1917), wloski geometra, cho¢ pra-
cowat przede wszystkim w srodowisku wloskim, to jednak

zyskal §wiatowy rozglos. Zawdzigczat to glownie zbudowaniu
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geometrii niearchimedesowej. Wywotalo to gorace protesty
przede wszystkim ojca wspotczesnego paradygmatu uprawia-
nia matematyki Georga Cantora. Niemiecki matematyk byt
tworca jednego z wariantow konstrukeji liczb rzeczywistych
w dziedzinie liczb wymiernych, co definitywnie konczyto pro-
ces arytmetyzacji analizy matematycznej i eliminowato po-
trzebe odwotywania si¢ w tej dyscyplinie matematycznej do
wielko$ci niearchimedesowych (aktualnie nieskonczenie ma-
lych), ktérych niesciste stosowanie od czasoéw Isaaca New-
tona i Gottrieda Wilhelma Leibniza w podstawach analizy ge-
nerowato w nich niejasnos$ci i sprzecznosci. Dlatego Cantor
komentowat pojawienie si¢ wielko$ci niespelniajacych aksjo-
matu Eudoksosa-Archimedesa w konstrukcji geometrii Vero-
nesego jako pojawienie si¢ ,,zarazka cholery” w podstawach
matematyki.

Veronese byt atakowany réowniez w $rodowisku wloskim
za wprowadzenie wielko$ci niespetniajacych aksjomatu Eu-
doksosa-Archimedesa w geometrii. Krytyka pochodzita przede
wszystkim od Giuseppe Peana. Tworca aksjomatyki liczb natu-
ralnych, ktory byt zwolennikiem stosowania metod formalnych
w geometrii, zarzucal Veronesemu niesciste i nieuzasadnione
wprowadzenie wielko$ci niearchimedesowych do geometrii.

Krytyka geometrii Veronesego, ktorej autorami byli lumi-
narze matematyki konca XIX wieku, spowodowata, Ze jego na-
zwisko stato si¢ glosne w $wiecie matematycznym. Do jego
rozgltosu przyczynilo sig tez spektakularne zamknigcie catej
sprawy. Sam David Hilbert w swoich Grundlagen der Geome-
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trie wskazal model dla geometrii niearchimedesowej Verone-
sego. Oznaczalo to — oczywiscie wzgledna — niesprzecznos¢
jego systemu. To za$, zgodnie z jedng z zasad filozofii matema-
tyki Hilberta (by¢ niesprzecznym = istnie¢), $wiadczylto o ma-
tematycznym istnieniu obiektow niearchimedesowych wprowa-
dzonych przez Veronesego.

Nie tylko jednak kwestia geometrii niearchimedesowej
przyczynila si¢ do tego, ze Veronese byl znany w gtownym
srodowisku matematycznym drugiej potowy XIX wieku, tzn.
w $rodowisku niemieckojezycznym. Wioch odbyt studia inzy-
nierskie i matematyczne na politechnice w Zurychu, a w latach
1880-1881 przebywat jako stypendysta przygotowujacy dyser-
tacj¢ doktorska na Uniwersytecie Lipskim, bedac uczniem sa-
mego Felixa Kleina. To tez spowodowato, ze dazyt do wydania
niemieckiego tlumaczenia swego gtownego dzieta. Opubliko-
wano je najpierw w jezyku wloskim w roku 1891 pod tytutem
Fondamenti di geometria a piu dimensioni. Juz w 1894 roku
ukazato si¢ wtasnie w Lipsku thumaczenie niemieckie, zatytu-
lowane Grundziige der Geometrie von mehreren Dimensionen.
Veronese, ktory studia odbywat w jezyku niemieckim, nadzoro-
wat 6w przektad i oceniat go bardzo wysoko.

Wyzej podane przyczyny wptynety na to, ze whoski geome-
tra, a doktadniej jego zasadnicze idee, byt bardzo dobrze znany
matematykom niemieckiego obszaru jezykowego. Z drugiej za$
strony powody, ktore podano na koncu, pozwalaja traktowaé
niemieckie thumaczenie jego monumentalnego dzieta jako do-

bra i wierna reprezentacje jego idei.
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Trzeba jednak zauwazy¢, ze dzieto wloskiego matematyka,
obok znanych elementow jego dorobku: geometrii niearchime-
desowej i geometrii rzutowej wielowymiarowej, zawiera takze
spora porcje¢ filozofii matematyki. Jest ona po czgsci zlokalizo-
wana w Przedmowie autora, po czgsci zas na poczatku samego
korpusu dzieta — Veronese stara si¢ tu wyraznie budowac swoja
matematyke na zatozeniach filozoficznych.

Celem niniejszego artykutu jest analiza i proba uporzadko-
wania Giuseppe Veronesego filozoficznych zalozen matematyki.
Postawione tez zostanie pytanie o jej ewentualng aktualnosc.

Najpierw skupig si¢ na kwestiach epistemologii i ontologii
matematyki Veronesego.

Korpus swojego monumentalnego dzieta rozpoczyna on
od czegos, co mozna nazwac charakterystyka Podmiotu Mysla-
cego, albo inaczej — charakterystyka Podmiotu Matematycznego.
Pierwsze cztery paragrafy Geometrii stwierdzaja, co nastepuje:

§ 1. Ja mysle.

§ 2. Ja mysle jedna rzecz albo wigcej rzeczy.

§ 3. Ja myslg najpierw jedna rzecz (i) nast¢pnie jedna [inng —
przyp. J.D.] rzecz.

§ 4. Def. To, co w mysleniu odpowiada rzeczy, jest nazywane
przedstawieniem, pojgciem albo duchowym wyobrazeniem tej

rzeczy'.

' ,,§ 1. Ich denke.
§ 2. Ich denke ein Ding oder mehrere Dinge.
§ 3. Ich denke zuerst ein Ding , nachher ein Ding.
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W punkcie wyjscia swojego wyktadu matematyki (geome-
trii) Veronese przyjmuje istnienie Podmiotu Myslacego. Cho¢
stwierdzenie pierwszego paragrafu nie ma formalnie ksztattu
Kartezjuszowskiego cogito ergo sum, to jednak wydaje si¢ do
niego nawigzywac. Przede wszystkim pierwsze stwierdzenie
matematyki Veronesego jest podatne na t¢ sama krytyke co
argument Kartezjusza. Ten ostatni podwazyli stopniowo em-
pirysci brytyjscy George Berkeley i David Hume. Berkeley
generalnie rozerwat arystotelesowski zwiazek pomiedzy przy-
padtoscia a koniecznym wedtug tradycji arystotelesowskiej jej
»podlozem”, czyli substancja. Hume wyciagnat z tego nastg-
pujacy wniosek: skoro generalnie przypadtos¢ nie wymaga
»podtoza”, czyli substancji, ,,na” ktorej istnieje, to myslenie
nie wymaga takiego ,,podtoza” w postaci ,,ja”, podmiotu (ktory
mysli).

Najprawdopodobniej krytyka Hume’a nie byta znana Ve-
ronesemu. W kazdym razie bez zadnych wyjasnien — niejako
bezproblemowo — zwiazat on mys$lenie z podmiotem (mysla-
cym). Na mocy — przyjetych implicite — zatozen metafizyki
Arystotelesowskiej uwazat cogito ergo sum za wyrazenie
prawdziwe. Poza tym wtoski matematyk twierdzil explicite:

,nikt nie moze w istocie watpi¢ w istnienie naszego rozumu

§ 4. Def. Das, was in dem Gedanken einem Ding entspricht, wird
Vorstellung, Begriff oder geistige Vorstellung des Dinges genannt”.
G. Veronese, Grundziige der Geometrie von mehreren Dimensionen,
Leipzig 1894.
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(Verstand) 1 jego logicznego uposazenia bez popadnigcia
W sprzeczno$¢™2.
W stwierdzeniu Veronesego mozna znalez¢ w istocie trzy

tezy:

1. Istnienie Podmiotu jest niepowatpiewalne.

2. Podmiot (Verstand) wyposazony jest w logike. Trzeba
podkresli¢, ze ta teza nie jest powszechnie przyjmo-
wana. | tak np. intuicjonisci uwazaja, ze matematyka
jest swobodna dziatalnoscia (tworczoscia) rozumu, lo-
gika za$ jest czym$ w stosunku do niej wtornym. Zasada
konstruktywizmu (koniecznosci wykonania konstrukcji
obiektu matematycznego) prowadzita do odejscia od lo-
giki klasycznej (ku intuicjonistycznej). Z kolei w wy-
padku Veronesego logika jest na wyposazeniu Podmiotu
Matematycznego, jest a priori. Jest ona tez wezesniejsza
od matematyki — matematyka moze by¢ uprawiana jedy-
nie zgodnie z pryncypiami ,,wczesniejszej” logiki. Dal-
sze badania pokaza, ze chodzi o logike klasyczna.

3. Podwazenie istnienia Podmiotu prowadzi do sprzecznosci’.

2, Niemand kann in der That an der Existenz unseres Verstandes und
seiner logischen Verrichtungen zweifeln, ohne sich zu wiederspre-
chen”. G. Veronese, dz. cyt., s. 10.

3 Tutaj analizowane zdanie Veronesego interpretowane jest nastepuja-
co: podwazenie istnienia Podmiotu prowadzi do sprzecznosci i podwa-
zenie Jego uposazenia logicznego prowadzi do sprzecznosci. Wydaje
si¢, ze wlasnie takq tre$¢ wiazat wloski matematyk ze swoim zdaniem.
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Powstaje oczywiscie pytanie, o jaka sprzecznos¢ chodzi tutaj
Veronesemu. Wydaje sig, ze inaczej niz w pierwszych czterech pa-
ragrafach korpusu swojej matematyki Veronese odwotuje si¢ impli-
cite w cytowanym tekscie z Przedmowy do argumentu Kartezjusza.
Rozumowanie, ktdre prowadzi do sprzecznosci — przy powaze-

niu istnienia Podmiotu — mozna by rekonstruowa¢ nastepujaco:

non sum (tres¢ watpliwos$ci — zatozenie)
cogito (tres¢ doswiadczenia)
3. cogito ergo sum (na podstawie zasad metafizyki
Arystotelesa)
4. sum (opuszczanie implikacji 3, 2

[Podmiot wyposazony jest
w logike], sprzecznos¢ 4, 1
[Podmiot wyposazony jest
w logike])
Zatem: sum (negacja zalozenia generuja-

cego sprzecznosc: 4)

Sprzecznosé, do ktorej wedtug Veronesego prowadzi zaprze-
czenie istnienia Podmiotu, wystgpuje w punkcie 4. Wobec prze-
stanki trzeciej mozna oczywiscie wysunaé zastrzezenia, ktore —
jak wspomniano wyzej — sformutowali juz empirysci brytyjscy.

Obok apriorycznego uposazenia w logike klasyczna Pod-
miot Matematyczny wykazuje, wedlug Veronesego, pewna za-
sadnicza zdolno$¢. Wioski matematyk w swoim komentarzu

do § 2 (,,Ja mysle jedna rzecz albo wigcej rzeczy”) podaje naste-
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pujace przyktady (rzeczy): ,,Moje Ja jest jednq rzecza, dziatania
myslenia, sad, wniosek, zwierzeta i rosliny to wiecej rzeczy™.

Wskazanie wlasnego Ja jako przedmiotu myslanego przez
Podmiot dowodzi, ze wedtug Veronesego Podmiot Myslacy jest
samoswiadomy®. Wydaje si¢ tez, ze skoro Podmiot Myslacy
jest samoswiadomy, to poznaje on zasady logiki, ktore sa jego
apriorycznym uposazeniem witasnie w aktach samo$wiadomo-
$ci. Nie wida¢ bowiem innej mozliwosci dotarcia przez Podmiot
do apriorycznie ,,zadanych” zasad logiki.

Wyniki analizy pierwszych czterech paragrafow korpusu
matematyki Veronesego wspomaganej fragmentem Przedmowy

mozna ujac syntetycznie w nastgpujacy sposob:

4 Mein Ich ist ein Ding, die Handlungen des Denkens, ein Urtheil,
ein Schluss, die Tiere und die Pflanzen sind mehrere Dinge”. G. Vero-
nese, dz. cyt., s. 1.

5 Dalsze badania pokaza, ze wedlug koncepcji Veronesego nalezy
rozrozni¢ ,,mys$lenie wlasnego Ja (i dowolnego innego przedmiotu)”
i ,,myslenie o wlasnym Ja (i o dowolnym innym przedmiocie)”. Juz
tu jednak nalezy zaznaczy¢, ze wedtug Veronesego zachodzi pomigdzy
nimi zasadniczy zwiazek: ,,§ 18. Wenn wir ein Urtheil aufstellen, so
konnen wir nachher beurtheilen, ob dieses Urtheil richtig ist oder nicht;
in einem solchen Fall wird das Urtheil als ein dem Gedanken gegebenes
Ding betrachtet. Auf gleiche Weise konnen mehrere Dinge, die zuerst
von dem gesetzt sind, nachher als dem Gedanken gegeben betrachtet
werden und zwar entweder in der Ordnung, in der wir sie betrachtet
haben, oder unabhénging von dieser Ordnung, das heiflt indem wir von
derselben absehen. Und umgekehrt: Da einem dem Gedanken gegebe-
nen Ding ein Begriff entspricht, mittels dessen wir es mit anderen Din-
gen vergleichen, so konnen wir es mittels dieses Begriffs als von dem
Gedanken gesetzt auffassen. Es gilt deshalb der folgende Satz: Ein von
den Gedanken gesetztes Ding kann nachher als dem Gedanken gegeben
betrachtet werden und umgekehrt”. G. Veronese, dz. cyt.
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. Istnieje Podmiot;
. Podmiot wyposazony jest w logike;
. Podmiot mysli;

A W N =

. Podmiot mysli zgodnie z zasadami logiki (w ktora jest
wyposazony);

. Podmiot jest samoswiadomy;

AN W

. Podmiot mysli o swoim mysleniu;

7. Podmiot my$li o swoim mysleniu zgodnie z zasadami lo-
giki;

8. Podmiot na drodze samorefleksji moze explicite poznac

zasady swego myslenia: logike.

Jak si¢ wydaje, nalezy tu jeszcze uwzglednié przypis, kto-
rym wiloski matematyk opatrzyt pierwszy paragraf swojego
tekstu (,,Ja myslg”). Stwierdza on tam, ze: ,,W ten sposob wy-
razamy zdolno$¢ myslenia i wyprowadzamy stad zasady abs-
trakcyjnych form, przy czym jednak myslenie nie jest jakims
szczegolnym przedmiotem badan matematycznych™.

Abstrakcyjne formy to — jak pozniej zostanie jeszcze wyja-
$nione — przedmioty matematyki. Dla prowadzonych tutaj do-
ciekan istotne jest stwierdzenie Veronesego, ze my$lenie nie jest
(jakim$ szczegdlnym) przedmiotem badan matematycznych.
Nie wyklucza jednak wloski matematyk tego, iz myslenie — to

¢ ,Damit driicken wir die Fahigkeit zu denken und die Handlung des
Denken aus und leiten daraus die Principien der abstracten Formen ab,
ohne dass jedoch das Denken ein besonderer Gegenstand der mathe-
matischen Forschung wiére”. G. Veronese, dz. cyt., s. 1.
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stojace, wedlug niego, u poczatku matematyki — jest (bedzie)
przedmiotem badan jakiej$ innej dyscypliny naukowej. Trzeba
doda¢, ze gdyby takie badania byly prowadzone ,,w duchu” Ve-
ronesego, to koniecznie, obok mys$lenia, musiatyby uwzgled-
ni¢ Podmiot Myslacy. Pokazano bowiem, ze wtoski matematyk
zwiazal nieoddzielnie, w duchu arystotelesowsko-kartezjan-
skim, myslenie z Podmiotem (Mys$lacym).

W kazdym razie nie wyklucza Veronese badan myslenia
i badan Podmiotu Myslacego, stojacych u poczatkow matema-
tyki, w ramach takich dyscyplin jak filozofia (epistemologia)
matematyki (ale chyba nie podstawy matematyki), psychologia,
neurobiologia, a takze w ramach ich interdyscyplinarnych kom-
binacji. Sam jednak nie przejawiat zadnych ambicji do prowa-
dzenia takich badan. Raczej przyjmowat on fenomen myslenia
i zwiazany z tym, wedtug niego, fakt istnienia Podmiotu Mysla-
cego (wyposazonego a priori w logike) jako konieczne warunki
(uprawiania) matematyki.

Dalsze badanie filozofii matematyki Veronesego bedzie wy-
maga¢ wprowadzenia — obok takich poje¢, jak myslenie, Pod-
miot MysSlacy, logika — pojgcia przedmiotu. Zatem do analiz
epistemologicznych dodane zostang elementy ontologii. Jest to
niezbedne do dalszej charakterystyki epistemologii matematyki
wloskiego geometry. Charakterystyke przedmiotow, ktorymi
zajmuje si¢ matematyka, przedstawi¢ pdznie;.

Pojecie przedmiotu pojawilo si¢ juz w czterech pierwszych
paragrafach korpusu matematyki Veronesego. Warto je w tym

miejscu jeszcze raz przypomniec:
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§ 1.Ja mysle.

§ 2.Ja mysle jedna rzecz albo wigcej rzeczy.

§ 3.Ja mysle najpierw jedna rzecz (i) nast¢pnie jedna [inng —
przyp. J.D.] rzecz.

§ 4.Def. To, co w mysleniu odpowiada rzeczy, jest nazywane
przedstawieniem, pojgciem albo duchowym wyobrazeniem

tej rzeczy.

Wypada zwroci¢ uwage, ze w jezyku niemieckim istnieje
rozréznienie migdzy ein Ding denken oraz an einen Ding denken,
czyli miedzy mysle¢ (pewnq) rzecz oraz myslec o (pewnej) rzeczy.
W drugim i trzecim paragrafie Veronese uzywa wytacznie pierw-
szej formy. Pisze on o mysleniu rzeczy, a nie o mysleniu o rzeczy.

Whoski matematyk nie definiuje tego, czym jest przedmiot.
Nie wigze go na przyktad z istnieniem. W wyjasnieniu do swo-
jego drugiego paragrafu podaje natomiast de facto pewne przy-
ktady przedmiotow. Veronese pisze: ,,Moje Ja jest jednqg rzecza,
dziatania myslenia, sad, wniosek, zwierzgta i rosliny to wig-
cej rzeczy’”. Trzeba w tym miejscu przypomnie¢ jeszcze raz
tres¢ drugiego paragrafu, ktory zostat zaopatrzony w powyzsza
uwage. W drugim paragrafie stwierdzono: ,,§ 2. Ja mysle jedna
rzecz albo wigcej rzeczy”.

Otoz zestawienie tych dwoch tekstow stwarza pewna sy-

tuacje problemowa. Na pewno mozna mysle¢ wniosek, mozna

7, Mein Ich ist ein Ding, die Handlungen des Denkens, ein Urtheil,
ein Schluss, die Tiere und die Pflanzen sind mehrere Dinge”. G. Vero-
nese, dz. cyt., s. 1.
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si¢ zgodzié, ze mozna mysle¢ (wydawac) sad — ktory jest tutaj
czyms$ odmiennym od przedmiotu abstrakcyjnego, jak pojmo-
walo go wielu filozofow, np. Immanuel Kant — mozna si¢ tez
zgodzi¢, ze mozna mysle¢ samego siebie, ale nie mozna mysle¢
ani zwierzat, ani roslin. Zwykto si¢ mysle¢ o tych przedmiotach,
a nie te przedmioty.

Narzuca si¢ tu podzial na przedmioty mentalne, bedace
produktem myslenia lub fragmentem (strumienia?) myslenia,
i przedmioty niementalne, zapewne zewngtrzne w stosunku do
Podmiotu Myslacego. Na taki przynajmniej podziat zdaje si¢
wskazywac¢ zwyczaj jezykowy: myslenia pewnych przedmio-
tow 1 myslenia o pewnych przedmiotach.

Mozna by wprawdzie broni¢ hipotezy, ze wloski mate-
matyk wyliczyt tu tylko takie przedmioty, ktore sa obiektami
mentalnymi w wyzej podanym znaczeniu. Ale wtedy trzeba by
przyjac, ze Veronese reprezentowat jakis rodzaj solipsyzmu, czy
idealizmu subiektywnego w stylu Berkeleyowskim.

Tak jednak nie jest. W dalszym ciagu swojego korpusu ma-
tematycznego wprowadza bowiem pojecie przedmiotow ducho-
wych (geistige Dinge)®. Nalezy przyjac¢, ze wprowadzenie takiej
kategorii przedmiotéw oznaczato, iz wtoski matematyk uwa-
zal, ze niepusty jest zbior bedacy dopetnieniem (do uniwersum
przedmiotow) zbioru przedmiotow duchowych. A zatem ist-
nieja przedmioty nie-duchowe. Mozna je rowniez — na mocy

tekstow Veronesego — ulokowaé w rzeczywistosci. Otoz stwier-

8 Por. tamze, s. 17.
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dza on w dalszych tekstach istnienie §wiata zewngtrznego (Aus-
senwelt)’. Trzeba przyja¢ w tym miejscu, ze chodzi o $wiat ze-
wnetrzny w stosunku do Podmiotu Myslacego. Nie moze by¢
zatem mowy o jakiej$ formie solipsyzmu w filozofii wtoskiego
matematyka. [ wlasnie w tym $wiecie zewngtrznym, ktory wspo-
mniano, nalezy umiesci¢ Veronesego przedmioty nie-duchowe.

Wydaje sig, ze zasadne jest tutaj utozsamienie przedmio-
tow duchowych, o ktérych pisat wloski matematyk, ze scharak-
teryzowanymi powyzej obiektami mentalnymi. Tak wigc w nie-
solipsystycznej rzeczywisto$ci Veronesego wystepuja z jednej
strony przedmioty mentalne, z drugiej za$ przedmioty niemen-
talne, ktore naleza do $wiata zewngetrznego. Przedmioty men-
talne zdefiniowano wcze$niej jako produkty myslenia czy tez
fragmenty (strumienia?) mysli.

Wypada jeszcze w tym miejscu wskaza¢ kontrowersje,
ktora data zasadniczy impuls prowadzonym powyzej rozwaza-
niom na temat typow przedmiotow. Otéz w Swietle powyzej
sformutowanych wnioskow trzeba stwierdzi¢, ze nie wszystkie
wyliczone przez Veronesego w jego wyjasnieniu przedmioty
moga by¢ zaliczone do zbioru przedmiotoéw mentalnych. Trzeba
przyjac, ze wyliczyt on zarowno przedmioty mentalne, jak i nie-
mentalne.

Warto jeszcze raz odnie$¢ konstrukcj¢ wloskiego matema-
tyka do filozofii Kartezjusza. Francuski filozof, po ustaleniu ist-
nienia ,,myslacego ja”, korzystal z tego ustalenia jako z prze-

° Por. tamze.
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stanki prowadzacej do ustalenia istnienia przedmiotoéw poza
owym ,,myslacym ja”: Boga i przedmiotow materialnych (roz-
ciaglych). Veronese natomiast w ogole nie korzysta z ustalen
(zatozen) dotyczacych Podmiotu Myslacego w argumentacji do-
wodzacej istnienia §wiata zewngtrznego (Aussenwelt) lub przed-
miotow niementalnych. Wloski matematyk bowiem w ogole ta-
kiej argumentacji nie przedstawia. Jego filozofia obok zatozen
dotyczacych Podmiotu Myslacego zawiera zatem szereg kolej-
nych mocnych zatozen egzystencjalnych — wlasnie tych doty-
czacych (istnienia) §wiata zewngtrznego i (istnienia) przedmio-
tow niementalnych.

Istnienie przedmiotow mentalnych w ontologii wynikato
z zalozenia istnienia mys$lenia i — tutaj przyjetej, cho¢ nie wyra-
zonej przez wloskiego matematyka explicite — definicji przed-
miotu mentalnego (przy zatozeniu podzielnosci [strumienia]
myslenia).

Wypada w tym miejscu stwierdzi¢, ze wloski geometra wy-
roznit jeszcze pewna wazna podklase przedmiotéw mentalnych.
W tym celu trzeba przypomniec¢ tre$¢ czwartego paragrafu kor-
pusu matematyki Veronesego:

§ 4. Def. To, co w mysleniu odpowiada rzeczy, jest nazywane
przedstawieniem, pojgciem albo duchowym wyobrazeniem tej

rzeczy.

Nalezy zauwazy¢, ze wloski matematyk stawia w tym tek-

$cie znak rownosci m.in. pomigdzy przedstawieniami (Vorstel-
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lungen) 1 pojeciami (Begriffe). Jest to zasadnicze uproszczenie
w stosunku do zastanej tradycji. Wystarczy tutaj wskaza¢ cho-
ciazby na subtelne rozréznienie migdzy przedstawieniem a po-
jeciem dokonane przez Bernarda Bolzana. Pojecie (przedstawie-
nie) jest zdaniem wloskiego matematyka tym, ,.,co w mysleniu
odpowiada rzeczy”. Zatem pojecie (przedstawienie) jest tu poj-
mowane jako co$ bedacego ,.fragmentem”, ,,czescia” mysli.
Zgodnie z przedstawiona powyzej koncepcja przedmiotu men-
talnego pojecie (przedstawienie) jest przedmiotem mentalnym.

Trzeba zaznaczy¢, ze odpowiada to koncepcji — walcza-
cego z ,,psychologizmem™® w podstawach logiki i matematyki
— Bolzana. Ale nie do konca. Matematyk z Pragi obok poje¢
(przedstawien) subiektywnych — odpowiadaja one proponowa-
nej tutaj definicji przedmiotow mentalnych — wprowadzit tez
abstrakcyjne (pozaczasowe i pozaprzestrzenne) pojecia (przed-
stawienia) obiektywne. Ich porzadkowi miat — w idealnym
przypadku — odpowiada¢ jednojednoznacznie porzadek pojeé
(przedstawien) subiektywnych. Wtoski matematyk ograniczyt
si¢ natomiast wytacznie do Bolzanowskich poje¢¢ (przedsta-
wien) subiektywnych. Moze to budzi¢ podejrzenie, ze Veronese
— przynajmniej nie§wiadomie — sktanial si¢ w strong psycholo-
gizmu. Do kwestii tej przyjdzie powr6ci¢ w podsumowaniu ni-
niejszego artykutu.

Warto jeszcze raz zwroci¢ uwage, ze wedtug wloskiego ma-

tematyka pojecie (przedstawienie) to ,,to, co w mysleniu od-

10" Psychologizm nie byt wtedy tak nazywany.
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powiada rzeczy”. Veronese nie precyzuje, o jakie przedmioty
(rzeczy) tutaj chodzi. Nalezy zatem przyjac, ze chodzi o przed-
mioty wszelkiego rodzaju: zarowno mentalne, jak i niementalne.
Zatem Podmiot Myslacy tworzy w swym mysleniu pojecia za-
réowno takich przedmiotow jak wnioskowanie, ktore samo jest —
wedtug Veronesego — elementem myslenia (przedmiotem men-
talnym), jak i takich przedmiotow jak wyspa Capri, ktora nalezy
do $wiata zewngtrznego. Innymi stowy, kazdy przedmiot — za-
rowno mentalny, jak i niementalny — moze mie¢ swoj ,,obraz”
w mys$leniu, a wigc taki ,,obraz”, ktory jest przedmiotem mental-
nym. Tym ,,obrazem” mentalnym kazdego (potencjalnie) przed-
miotu jest pojecie (przedstawienie). W przypadku przedmiotu
nalezacego do §wiata zewngtrznego mozna to ujaé i w taki spo-
sob: jesli mysle o wyspie Capri, to mysle pojgcie wyspy Capri.
Pojecie wyspy Capri jest przedmiotem mentalnym, cho¢ wyspa
Capri jest przedmiotem niementalnym, jest przedmiotem nale-
zacym do $§wiata zewngtrznego (Aussenwelt).

Wydaje sig, ze w ten sposob mozna wyjasni¢ kontrowersje,
ktéra mogtaby sig rodzi¢ wokot komentarza Veronesego do dru-
giego paragrafu jego korpusu matematycznego (,,§ 2. Ja myslg
jedna rzecz albo wigcej rzeczy™): ,,Kiedy si¢ mysli, mysli sig ja-
kas rzecz. Ja nie mysle zadnej rzeczy, znaczy: Ja nie myslg”!.

Zgodnie z tym, co powiedziano wyzej, nie mozna my$le¢

wyspy Capri, poniewaz nie jest ona przedmiotem mentalnym.

1 Wenn man denkt, denkt man irgend ein Ding. Ich denke kein Ding,
bedeutet: Ich denke nicht”. G. Veronese, dz. cyt., s. 1.
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Mozna mysle¢ o wyspie Capri. Ale kiedy si¢ o niej mysli, mysli
si¢ pojecie wyspy Capri. Owo pojecie jest przedmiotem mental-
nym, jest przedmiotem, ktory sig¢ mysli. A zatem nawet wtedy,
kiedy mysli si¢ o jakim$ przedmiocie niementalnym, mysli si¢
pewien przedmiot mentalny.

W szdstym paragrafie swojego korpusu matematycznego
Veronese wyjasnia explicite rdéznice migdzy denken ein Ding
oraz denken an ein Ding. Stwierdza on: ,,Kiedy myslg pewna
rzecz, to mowi si¢: Rzecz jest przez myslenie dana, kiedy my-
sle o pewnej rzeczy, mowi sig: rzecz jest mysleniu dana. Przykt.
Budowa sadu jest przedmiotem danym przez myslenie; Czto-
wiek Karol jest przedmiotem danym mysleniu™'2.

Nalezy jeszcze raz wyjasni¢, ze myslany moze by¢ tylko
przedmiot mentalny, w tym pojecia przedmiotéw niementalnych
(oraz oczywiscie mentalnych), a takze pojgcia pojec¢, pojecia po-
je¢ poje¢ itd. Podmiot Myslacy natomiast moze mysle¢ o kaz-
dym dowolnym przedmiocie.

Veronese formutuje w dalszym fragmencie swego korpusu
matematycznego co$, co mozna by nazwacé zasada rownowaz-
nos$ci myslenia. Warto w tym miejscu przytoczy¢ dtuzszy frag-

ment paragrafu osiemnastego:

12§ 6. Def- Wenn ich ein Ding denke, so sagt man: Das Ding ist von
dem Gedanken gegeben oder gesetzt, wenn ich an ein Ding denke, so
sagt man: Das Ding ist dem Gedanken gegeben. Beisp. Der Aufbau
eines Urtheils ist ein von dem Gedanken gesetztes Ding; der Mensch
Carl ist ein dem Gedanken gegebenes Ding”. G. Veronese, dz. cyt.
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Kiedy wydajemy sad (Urtheil) [kiedy sad jest przez myslenie
dany — przyp. J.D.], mozemy potem osadzi¢, czy ten sad jest po-
prawny (richtig), czy tez nie: w takim wypadku [osadzenia —
przyp. J.D.] sad jest traktowany jako dany mysleniu. W podobny
sposob wigeej rzeczy, ktore najpierw sa przez myslenie dane,
moze by¢ p6zniej traktowane jako dane mysleniu. [...] I odwrot-
nie: poniewaz kazdemu przedmiotowi danemu mysleniu odpo-
wiada jakie$ pojgcie, za pomoca ktorego ten przedmiot porow-
nujemy z innymi przedmiotami, to mozemy 6w przedmiot, za
posrednictwem owego pojecia, traktowac jako dany przez my-
Slenie. A zatem obowiazuje nastgpujace zdanie:

Przedmiot dany przez mys$lenie moze pozniej by¢ trakto-
wany jako dany mysleniu i na odwrot.

Przyki. Przez powtdrzenie tego samego duchowego dziata-
nia konstruujemy np. liczbg dwa, potem jednak mozemy tg liczbe

uwaza¢ jako przedmiot dany mysleniu'3.

13§ 18. Wenn wir ein Urtheil aufstellen, so konnen wir nachher be-
urtheilen, ob dieses Urtheil richtig ist oder nicht; in einem solchen Fall
wird das Urtheil als ein dem Gedanken gegebenes Ding betrachtet.
Auf gleiche Weise konnen mehrere Dinge, die zuerst von dem gesetzt
sind, nachher als dem Gedanken gegeben betrachtet werden und zwar
entweder in der Ordnung, in der wir sie betrachtet haben, oder unab-
hinging von dieser Ordnung, das heifit indem wir von derselben ab-
sehen. Und umgekehrt: Da einem dem Gedanken gegebenen Ding ein
Begriff entspricht, mittels dessen wir es mit anderen Dingen verglei-
chen, so konnen wir es mittels dieses Begriffs als von dem Gedanken
gesetzt auffassen. Es gilt deshalb der folgende Satz:

Ein von den Gedanken gesetztes Ding kann nachher als dem Gedan-
ken gegeben betrachtet werden und umgekehrt.
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Otoz nalezy zaznaczyC, ze sformutowane i uzasadniane
w powyzszym tekscie twierdzenie jest koniunkcja dwoch zdan
(,,1 na odwrot”). Veronese przytacza dwa przyklady, ktore maja
potwierdza¢ owo zdanie. Mozna je uzasadni¢ i w taki sposob:
jesli mysli sig jaki$ przedmiot, to mozna tez o tym przedmio-
cie mysle¢. Zas tym — zgodnie z tym, co pisal wloski matema-
tyk — co odpowiada w mysleniu temu przedmiotowi jest pojecie.
Podmiot Myslacy mysli (wydaje) pewien sad, ale moze mysle¢
o owym sadzie, np. zastanawiajac sig, czy jest on prawdziwy,
czy tez falszywy. Tym, co w mysleniu odpowiada owemu sa-
dowi (cho¢ sam jest on przedmiotem mentalnym), jest pojecie
owego sadu.

Trudno natomiast zgodzi¢ si¢ z drugim zdaniem powyz-
szej koniunkcji. Wypada je w tym miejscu sformutowac. Brzmi
ono: przedmiot dany mysleniu moze pdzniej by¢ traktowany
jako dany przez myslenie.

Chodzi o dowolny przedmiot. Jest to wigc w istocie zdanie
rozpoczynajace si¢ od kwantyfikatora ogolnego: dla kazdego
przedmiotu. Wystarczy zatem jeden kontrprzyktad, aby obali¢
to twierdzenie. Mozna odwola¢ si¢ do przyktadu podawanego
juz wyzej. Wyspa Capri jest dana mysleniu: Podmiot Myslacy
mysli o wyspie Capri. Ale Podmiot Mys$lacy nie moze mysle¢
wyspy Capri (Podmiot Myslacy moze my$le¢ wyltacznie pojgcie
wyspy Capri): wyspa Capri nie moze by¢ dana przez myslenie.

Beisp. Durch die Wiederholung derselben geistigen Handlung con-
struieren wir z. B. die Zahl zwei, dann aber konnen wir diese Zahl als
ein dem Gedanken gegebenes Ding ansehen”. G. Veronese, dz. cyt.
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Latwo stwierdzi¢, ze obalone zdanie jest trywialnie praw-
dziwe, gdy kwantyfikuje si¢ po przedmiotach mentalnych. Uzu-
petieniem kontrprzyktadu jest wskazanie na uzasadnienie,
ktore Veronese staral si¢ da¢ podwazonemu twierdzeniu: jest
ono mgtne, nie miesci si¢ w ramach tego, co zwyklo si¢ kwali-
fikowac¢ jako uzasadnienie w filozofii analityczne;j.

Podsumowujac w tym miejscu analize tego watku filozo-
fii Veronesego, ktory dotyczy ,,przecigcia” problematyki Pod-
miotu Myslacego i podstaw ontologii, nalezy stwierdzi¢, ze wto-
ski matematyk nie wlozyt wielkiego wysitku w rozpracowanie
tematyki. Wydaje si¢ on zaledwie ,,szkicowac¢” niektore kwe-
stie, nie przyktadajac nalezytej uwagi do szczegotow. Stad wia-
$nie biora si¢ wadliwosci oraz niejasnosci jego koncepcji po-
wodujace pewne trudnosci interpretacyjne. Trzeba tez zapytaé,
czy nie mozna bylo uprosci¢ Veronesego ujgcia myslenia, wpro-
wadzajac poziom przedmiotowy myslenia (myslenie przedmio-
tow), poziom metaprzedmiotowy (myslenie o przedmiotach,
za pomoca poj¢c¢), poziom metametaprzedmiotowy (myslenie
o mysleniu o przedmiotach, za pomoca poj¢é pojec) itd. Za-
pewne w ten sposdb wprowadzono by wigksza przejrzystosé
prowadzonych analiz, ale lektura tekstu wloskiego matematyka
nie wydaje si¢ zawierac takiej sugestii. Tak wigc postuzenie si¢
takim narzedziem bytoby zdecydowanym ,,naddatkiem” w sto-
sunku do jego intencji.

Dalsze analizy dotyczace Podmiotu My$lacego Veronesego
musza koniecznie podja¢ kwesti¢ innego jeszcze, niz logika,

uposazenia apriorycznego Podmiotu. Wtoski matematyk wska-
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zuje na owo a priori niezwykle zdawkowo, zaledwie w jednym

krotkim przypisie:

Nastepstwo naszych przedstawien lub umiejetnos¢ traktowania
wielu rzeczy jedna po drugiej daje nam oglad pewnego przed-
miotu, bez ktérego nie mogliby$my rozwinaé naszego myslenia.
Owym przedmiotem jest czas. Abstrahujemy jednak od czasu

jako elementu naszych rozwazan'.

Wtoski matematyk wychodzi tutaj od pewnych podstawo-
wych (samo)obserwacji Podmiotu Myslacego. Ot6z Podmiot
potrafi rozpozna¢ nastgpstwo przedstawien (pojec) w swoim
mys$lenia, a takze zdolno$¢ traktowania (zajmowania si¢) przed-
miotow ,,po kolei”. Nalezy mocno podkresli¢, ze Podmiot nie
musi dla rozpoznania tych zdolnosci wychodzi¢ poza swoje my-
$lenie, nie musi odwotywac si¢ do $wiata zewngtrznego. Wedtug
wloskiego matematyka owe (samo)obserwacje daja Podmiotowi
oglad (Anschauung) czasu. Zaskakujace jest stwierdzenie Vero-
nesego, ze czas jest przedmiotem — a nie np. pojeciem (przed-
stawieniem). Swego stwierdzenia dotyczacego przedmiotowo-

$ci czasu wloski matematyk w zaden sposob nie wyjasnia. Nie

14 Die Aufeinanderfolge unserer Vorstellungen oder das Vermogen
mehrere Dinge das eine nach dem anderen betrachten zu konnen gibt
uns die Anschauung von einem gewissen Ding, ohne welches wir un-
serem Gedanken nicht entwickeln konnen. Dieses gewisse Ding ist
die Zeit. Wir abstrahieren jedoch von der Zeit als Element unserer
Betrachtungen”. G. Veronese, dz. cyt., s. 8.
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wiadomo w szczegdlnosci, czy jest to przedmiot zewngtrzny
w stosunku do §wiata Podmiotu Myslacego, czy tez nie. W kaz-
dym razie z faktu, ze samoobserwacja Podmiotu prowadzi go do
ogladu (Anschauung) czasu, wynika, iz albo czas jest przedmio-
tem ,,w” Podmiocie, albo tez przynajmniej w Podmiot Myslacy
»wbudowane” jest jakie$ a priori czasu. Czas (a priori czasu)
jest w Podmiocie pierwotne w stosunku do mys$lenia. Co wig-
cej, rozwoj myslenia Podmiotu koniecznie wymaga ,,wcze$niej-
szego” (a priori) czasu w Podmiocie Mys$lacym.

Veronese podkresla, ze nie czyni czasu przedmiotem swoich
rozwazan. Jest to zasadniczy brak jego filozofii matematyki. Tym
bardziej ze okaze sig, iz wlasnie czas, lub oglad (Anschauung)
czasu, stanowi ,,material”, z ktorego Podmiot Myslacy konstruuje
arytmetyke i — szerzej — czysta matematyke. Pomyst oczywiscie
pochodzi od Kanta. Ale filozof z Krdlewca, znajdujac w aprio-
rycznych formach naocznos$ci — czasie i przestrzeni — konieczny
,material’’ do konstrukcji matematyki, po§wigcit im i ich niezbed-
nos$ci znaczny i istotny fragment swoich badan. Veronese nato-
miast zbywa w istocie cala kwesti¢ jednym przypisem.

Trzeba jednak zaznaczy¢, ze czas (a priori czasu) legl juz
u podstaw jednego z pierwszych paragrafow korpusu mate-
matyki Veronesego. Wypada go w tym miejscu przypomniec:
,»$ 3. Ja mysle najpierw jedna rzecz (i) nastgpnie jedna [inng —
przyp. J.D.] rzecz”. Myslenie ,,najpierw” i,,nastgpnie” opiera si¢
niewatpliwie na zatozeniu (a priori) czasu. Poza tym lezy ono
u podstaw arytmetyki. Wioski matematyk odwoluje si¢ w swej
konstrukcji arytmetyki do stworzonego przez siebie aparatu teo-



Giuseppe Veronesego podstawy matematyki

riomnogo$ciowo-mereologicznego. Czasami jednak opisuje ja

bez odwotania do szczegdtow technicznych. Wtedy stwierdza:

Przyki. Przez powtorzenie tego samego duchowego dziatania
konstruujemy np. liczbg dwa, potem jednak mozemy tg liczbg

uwazac jako przedmiot dany mysleniu.

Z powyzszego tekstu wynika, ze Podmiot Myslacy kon-
struuje liczbe dwa — a potem nastgpne liczby naturalne — przez
powtdrzenie pewnego mentalnego dziatania. Powtorzenie dzia-
fania wymaga niewatpliwie lezacego u jego podstaw (a priori)
czasu.

Do kwestii konstruktywizmu w filozofii matematyki Verone-
sego przyjdzie jeszcze powrocic, kwestig a priori czasu w Pod-

miocie Mys$lacym mozna natomiast podsumowac nastgpujaco:

1. Podmiot Mys$lacy ma zdolno$¢ traktowania rzeczy ,,jedna
za druga”;

2. Podmiot Myslacy rozpoznaje nastgpstwo przedstawien
(pojeo);

3. Te zdolnosci Podmiotu Myslacego daja mu oglad czasu;

4. Czas jest przedmiotem;

5. Nie jest rozstrzygnigte, czy czas jest przedmiotem w Pod-
miocie Mys$lacym, czy poza nim,;

6. Czas lub a priori czasu jest w Podmiocie Myslacym;

7. Podmiot Myslacy rozpoznaje czas w sobie bez odwola-

nia do $§wiata zewngtrznego;
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8. Czas jest w Podmiocie Myslacym przed mys$leniem;
9. Podmiot Myslacy nie moze rozwija¢ myS$lenia bez
(a priori) czasu,
10. Czas (a priori czasu) pozwala rozwina¢ Podmiotowi

Myslacemu arytmetyke.

Skoro powyzej analizowano zagadnienie czasu, to warto
zaraz potem podjac¢ kwestig¢ przestrzeni w posiadajacych wy-
dzwigk filozoficzny wypowiedziach wloskiego matematyka. Ve-
ronese kwituje to zagadnienie bardzo krotko:

Przez ogladowa przestrzen (Anschauungsraum) rozumiemy tu-
taj przedstawienie (pojgcie) $wiata zewngtrznego, a nie sam Ow

$wiat zewngtrzny's.

Wioski matematyk taczy pojecie ogladu z pojgciem prze-
strzeni. Ta zbitka pojgciowa wskazywataby na ,,$lady” kantow-
skiego podejscia do zagadnienia przestrzeni. Tak jednak nie jest.
Przestrzen — ta ktorej oglad posiada Podmiot My$lacy — nie jest
a priori; nie jest aprioryczna forma naocznosci. Ogladowa prze-
strzen jest pojeciem Podmiotu Myslacego wytworzonym przez
,»oglad” zmystowy §wiata zewnetrznego.

O ile zatem Veronese zdaje si¢ rozwiazywac zagadnienie

czasu w duchu kantowskim — czas lub a priori czasu jest w Pod-

15, Unter Anschauungsraum verstehen wir hier die Vorstellung von
der dusseren Welt und nicht etwa diese selbst”. G. Veronese, dz. cyt.,
s. 17.



Giuseppe Veronesego podstawy matematyki

miocie Poznajacym — o tyle przestrzen, ktora wystepuje w po-
znaniu $wiata zewngtrznego, jest czyms$ w §wiecie zewngtrz-
nym, a nie jest a priori w Podmiocie Myslacym.

Dlaczego wloski matematyk przyjat takie wlasnie rozwia-
zanie? Veronese odchodzi od gldownego nurtu rozwigzania kan-
towskiego, poniewaz XIX wiek przyniost pluralizm geometrii.
Sam w swym monumentalnym dziele zajmuje si¢ on geome-
triami n-wymiarowymi i dlatego nie mogl uznac istnienia jedne;j
i jedynej apriorycznej przestrzeni. Zaproponowane przez niego
rozwiazanie idzie w tym kierunku, Zze Podmiot My$lacy ma
dzigki poznaniu zmystowemu pojgcie jednej przestrzeni Swiata
zewngtrznego, a inne przestrzenie sg przedmiotami mentalnymi
— produktem myslenia Podmiotu Myslacego — ktorych poje-
ciami postuguje si¢ w (réznych) geometriach.

Generalnie trzeba stwierdzi¢, ze podejscie Veronesego do
kwestii czasu 1 przestrzeni przypomina rozwigzanie intuicjoni-
stow. Te same tez sa powody rezygnacji z a priori przestrzeni
$wiata zjawiskowego w Podmiocie. 4 priori czasu za§ w oby-
dwu przypadkach wykorzystane jest do konstrukcji liczb natu-
ralnych (arytmetyki).

Wypada teraz przejs¢ do ogolnej charakterystyki przed-
miotow, ktorymi, wedtug Veronesego, zajmuje si¢ matematyka.
Wtoski matematyk odpowiednie definicje przedstawil w kor-
pusie swej matematyki i uzupethil pewnymi wyjasnieniami
w Przedmowie. W paragrafie 38 podat nast¢pujaca definicj¢ abs-
trakcyjnych przedmiotow matematycznych:
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Przedmioty duchowe (mentalne), ktorych charakterystykami sa ca-
1os¢, czesei, porzadek, rodzaj pozycji, albo ktore daja si¢ porow-
nywac¢ za pomoca tych charakterystyk, nazywaja si¢ abstrakcyj-
nymi matematycznymi formami albo wielkosciami, nawet jesli nie

uwzglednia sig niektorych wyzej wymienionych charakterystyk'®.

W tym miejscu nie wydaje si¢ konieczne wyjasnianie
wszystkich termindw, ktorymi postugiwat si¢ Veronese. Niech

wystarczy wyjasnienie jednego podanego przez niego terminu:

Charakterystyka (contragesso) pewnej rzeczy jest tym, za pomoca
€zego mozemy owa rzecz porownywac z innymi rzeczami. Przykd.
Caius jest jako cztowiek rowny Tytusowi, ale Caius i Tytus moga

by¢ rozni przy odniesieniu do innych ich charakterystyk'’.

Istotne jest stwierdzenie wloskiego matematyka, ze abs-
trakcyjne formy matematyczne to przedmioty duchowe (ge-
istige), czyli — zgodnie z przyjeta tu terminologia — przedmioty

16§ 38. Def. I Die geistigen Gegenstinde, deren Merkmale das
Ganze, die Theile, die Ordnung und die Art der Position sind oder
welche sich mittels dieser Merkmale vergleichen lassen, heissen ab-
stracte mathematische Formen oder Grissen, auch wenn von einigen
der obengennanten Merkmale abgesehen wird”. G. Veronese, dz. cyt.
17,8 9. Def. I. Das Merkmal (contragesso) eines Dinges ist dasjenige,
mittels dessen wir es mit anderen Dingen vergleichen kénnen. Beisp.
Caius ist dem Titius als Mensch gleich, aber Caius und Titius kdnnen
im Bezug auf andere ihrer Merkmale verschieden sein”. G. Veronese,
dz. cyt.



Giuseppe Veronesego podstawy matematyki

mentalne. Sa zatem abstrakcyjne formy matematyczne (czy tez
wielkosci, jak chce Veronese) elementami mys$lenia Podmiotu
Myslacego — sa jego ,,produktem”. Opatrzenie owych przedmio-
tow druga nazwa.: ,,wielkos$¢”, o wielkim cigzarze gatunkowym
w dziejach matematyki, kaze si¢ blizej przyjrze¢ abstrakcyj-
nym formom matematycznym. Matematyka przeciez wielokrot-
nie w swych dziejach, od starozytnosci greckiej, okreslana byta
jako nauka o wielko$ciach.

Ot6z Veronese stwierdza, ze abstrakcyjne formy matema-
tyczne to przedmioty, ktorymi zajmuja si¢ nauki Sciste — logika

i matematyka czysta:

Liczba, ktora w pierwszym ujeciu jest efektem liczenia przed-
miotéw, mogacych by¢ takze czysto abstrakcyjnymi, nalezy do
drugiej kategorii, poniewaz nie jest potrzebny zaden przedmiot
poza mysleniem, ktory ja przedstawia, tzn. musiatby dac jej ob-
raz, aby otrzymala znaczenie matematyczne. Przedmioty drugiej
kategorii nazywaja si¢ formami, a nauki, ktére zajmuja si¢ for-
mami — naukami formalnymi. Takimi sg logika i czysta matema-
tyka. W tych naukach prawda pochodzi ze zgodnosci roznych ak-

tow myslenia's.

18 Die Zahl, welche in ihrer ersten Bildung das Resultat der Verrich-
tung des Zihlens von Gegenstaenden ist, die auch rein abstract sein
konnen, gehort dagegen der zweiten Kategorie an, weil kein Gegen-
stand ausserhalb des Gedankens néthig ist, welche sie darstellen, d.h.
ihrer Bild liefern miisste, damit sie ihre mathematische Bedeutung
erhalte. Die Dinge der zweiten Kategorie heissen Formen und die
Wissenschaften, welche sich mit den Formen beschéftigen, formale.
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Oznacza to, ze logika i matematyka czysta zajmuja si¢ abs-
trakcyjnymi formami, ktore, zgodnie z tym, co powiedziano wy-
7ej 1 co zostato potwierdzone w ostatnim tekscie, sa przedmiotami
mentalnymi. Logike 1 matematyke czysta mozna by uprawiac
w izolowanym, solipsystycznym $wiecie Podmiotu Myslacego.

Trzeba zauwazy¢, ze Veronese nie rozrdznia explicite przed-
miotow matematyki czystej i przedmiotéw logiki. Te pierwsze
mozna z pewnoscia — zgodnie z jego wskazaniem — nazwac abs-
trakcyjnymi formami matematyki. Te drugie, zgodnie z tym, co
twierdzi on w swym ostatnim tekscie, to rowniez formy abs-
trakcyjne. Konsekwentnie trzeba by je nazwaé abstrakcyjnymi
formami logicznymi. Ale oprocz tego, ze sa one przedmiotami
mentalnymi, wigcej o nich na podstawie tekstow wloskiego ma-
tematyka nie da si¢ powiedziec.

Veronese podaje jednak jeszcze jedna kategorig przedmio-
tow, ktorymi zajmuje si¢ matematyka.

Kiedy pewnej konkretnej rzeczy (realnie poza mysleniem egzy-
stujacemu przedmiotowi) odpowiada pewna abstrakcyjna forma
matematyczna, to owa rzecz nazywa si¢ konkretna matematyczna

forma".

Solche sind die Logik und die reine Mathematik. In diesen Wissen-
schaften geht die Wahrheit aus der Ubereinstimmung verschiedenen
Acte des Gedankens hervor”. G. Veronese, dz. cyt., s. 7.

19 ,Wenn einem concreten Ding (einem reellen ausserhalb des Gedan-
kens existirenden Gegenstand) eine abstracte mathematische Form
entspricht, so heisst der gegebene Gegenstand concrete mathemati-
sche Form”. G. Veronese, dz. cyt., § 38.



Giuseppe Veronesego podstawy matematyki

Tym samym stwierdza de facto, ze w §wiecie zewngtrznym
w stosunku do Podmiotu Myslacego istnieja przedmioty kon-
kretne (rozciagte), ktorym odpowiadaja abstrakcyjne formy ma-
tematyczne. Na czym owa odpowiednio$¢ ma polegac, nie od-
powiada. Majac dotychczasowe ustalenia dotyczace Podmiotu
Myslacego i jego uposazenia, nalezy przypuszczac, ze odpo-
wiednio$¢ zachodzi wtedy, gdy przedmiot konkretny i abstrak-
cyjna forma matematyczna (przedmiot mentalny) podpadaja
pod to samo pojgcie, w ktore wyposazony jest podmiot. Owa
odpowiednio$¢ ma pewne dalsze skutki, ktore Veronese natych-

miast zauwaza w przypisie do przedstawionej powyzej definicji:

Stad wynika, ze kiedy chce si¢ traktowaé konkretne matema-
tyczne formy z logiczna $cistoscia, to trzeba przynajmniej pod-
stawowe zasady dotyczace abstrakcyjnych form matematycznych
odnies¢ do odpowiednich konkretnych form, poniewaz my pro-
wadzimy badania dotyczace nie realnych przedmiotow, ale odpo-

wiadajacych im duchowych (mentalnych) przedstawien®.

W tym miejscu wyznacza Veronese metodologie matema-

tyki stosowanej, ktora zajmuje si¢ konkretnymi formami mate-

20 Daraus geht hervor, dass wenn man die concreten mathematischen
Formen mit logischer Schérfe behandeln will, man wenigstens die
Grundprincipien der abstracten den concreten entsprechenden For-
men aufstellen muss, da wir ja nicht tiber die reellen Gegenstiande
sondern iiber ihre entsprechenden geistigen Darstellungen unsere Un-
tersuchungen anstellen”. G. Veronese, dz. cyt., s. 19.
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matycznymi. Po stwierdzeniu opisanej wyzej odpowiedniosci
zajmuje si¢ abstrakcyjnymi formami matematycznymi i stosuje
do nich zasady (operacje) logiczno-matematyczne. Dzialania
matematyka — w przypadku uprawiania matematyki stosowanej
— dokonuja si¢ w sferze mentalnej. Konieczna jest jednak kon-
frontacja — w przypadku matematyki stosowanej — z rzeczywi-
stoscia zewngtrzna w stosunku do Podmiotu Myslacego. Chodzi
tu o jakas (niewazne, czy bedzie to weryfikacja, falsyfikacja czy
korroboracja) formeg sprawdzenia empirycznego (testu) wyni-
kéw operacji matematycznych dokonanych na mentalnych od-
powiednikach konkretnych form matematycznych. Veronese
stwierdza w Przedmowie:

Nauki o przedmiotach istniejacych rzeczywiscie poza mys$leniem
nazywaja si¢ »eksperymentalnymi«. Prawda tych nauk polega na

zgodnosci myslenia z przedmiotem poza mysleniem?..

Stwierdzenie wloskiego matematyka, ze prawda w przy-
padku nauk eksperymentalnych polega na zgodnosci myslenia
z przedmiotem zewngtrznym, to potwierdzenie, ze w przypadku
matematyki stosowanej trzeba testu empirycznego dla wynikéw
operacji mentalnych.

2 Die Wissenschaften von thatsdchlich ausserhalb des Gedankens
existirenden Gegenstanden heissen ‘experimentale’. Die Wahrheit
diesen Wissenschaften beruht dagegen auf der Ubereinstimmung des
Gedankens mit dem Gegenstand ausserhalb desselben”. G. Veronese,
dz. cyt., s. 7.



Giuseppe Veronesego podstawy matematyki

W wyzej prezentowanych tekstach Veronese dotyka — dys-
kutowanej od czasow pitagorejczykow po dzien dzisiejszy —
kwestii matematycznosci przyrody ($wiata zewnetrznego). Daje
tez swoja odpowiedz na pytanie o matematyczno$¢ Swiata ze-
wngtrznego. Jest on matematyczny, poniewaz wystgpuja w nim
konkretne formy matematyczne, ktére odpowiadaja — podpada-
jac pod to samo pojecie bedace na uposazeniu Podmiotu My-
slacego — mentalnym abstrakcyjnym formom matematycznym,
ktoérymi zajmuje si¢ matematyka czysta.

Nie jest jednak tak, ze Veronese znalazt absolutne rozwiaza-
nie problemu matematycznos$ci §wiata. W istocie caty problem
tylko przesunat. Rodzi si¢ bowiem pytanie, dlaczego istnieja
w $wiecie zewngtrznym konkretne formy matematyczne, ktore
odpowiadaja (mentalnym) abstrakcyjnym formom matematycz-
nym. Veronese tego pytania nawet nie postawit, tym trudniej wigc
doszukiwac si¢ u niego odpowiedzi. Nie dostrzegt tez innej trud-
nosci, ktéra mozna opisa¢ nastgpujaco: stwierdza si¢ zgodnosc
matematycznych form — abstrakcyjnej i konkretnej. Na abstrak-
cyjnej dokonuje si¢ operacji logiczno-matematycznych. Dlaczego
test empiryczny potwierdza przewidywania sformutowane w wy-
niku zastosowania owych operacji? Czy znaczy to, ze §wiat poza-
mentalny rowniez posiada strukturg logiczno-matematyczna? Ale
jesli tak, to dlaczego $wiat ma takq strukturg? Te pytania w kon-
cepcji Veronesego pozostaja bez odpowiedzi. Nie dat on zatem
zadowalajacego rozwigzania problemu matematycznosci Swiata.
Nie jest to jednak zadna ujma, gdyz Veronese znajduje sig tutaj

w towarzystwie wielu wybitnych myslicieli.

€1L0Z ° 1117 | @>neN m auz>yozoji4 elusiupebez

83



Zagadnienia Filozoficzne w Nauce | LIl - 2013

Jerzy Dadaczynski

Wypada jeszcze raz powrdcic¢ do kwestii przedmiotow, kto-
rymi wedtug wtoskiego badacza zajmuje si¢ matematyka. Do-
tychczas ustalono, ze matematyka czysta zajmuje si¢ badaniem
abstrakcyjnych form matematycznych, natomiast matematyka
stosowana zajmuje si¢ badaniem konkretnych form matema-
tycznych. Veronese w zbiorze tych pierwszych wyroznia poza
tym formy, ktore odpowiadajg konkretnym formom matema-
tycznym. Nie przypisuje im jednak istotnego znaczenia w ma-

tematyce:

Z drugiej strony nie mozemy zapomnie¢, ze material, ktorego
dostarczaja nam zmystowe wrazenia, jest przerabiany przez na-
szego ducha, i ze element subiektywny ma przewagg nad elemen-
tem obiektywnym w matematyce czystej, geometrii i racjonalne;j
mechanice, i ze ponadto my wszyscy posiadamy w sobie pierw-
sze idealne geometryczne formy, zanim jeszcze zaczynamy stu-
dium geometrii i bez koniecznosci zaktadania, ze te formy bytyby
wlasnie realnymi przedmiotami z ich wszystkimi niedoktadno-

$ciami??.

22 'Wir konnen aber anderseits nicht verkennen, dass der Rohstoff,
den uns die sinnliche Eindriicke liefern, durch unsern Geist verarbeitet
wird und dass das subjective Element in der reinen Mathematik, der
Geometrie und der rationalen Mechanik den Vorrang vor dem objecti-
ven Element hat, und dass wir alle {iberdies die ersten idealen geome-
trischen Formen in uns besitzen, noch ehe wir mit dem Studium der
Geometrie beginnen und ohne voraussetzen zu miissen, diese Formen
seien eben die reellen Gegenstdnde mit ithrem sémmtlichen Ungenau-
igkeiten”. G. Veronese, dz. cyt., s. 15.



Giuseppe Veronesego podstawy matematyki

Tak wigc ostatecznie matematyka czysta, a takze geometria,
a nawet mechanika postuguja si¢ i odnosza si¢ do przedmiotow
mentalnych, jakimi sa abstrakcyjne formy matematyczne i geo-
metryczne. Aby zrozumie¢ stanowisko Veronesego, trzeba przy-
pomnie¢, ze w swoim monumentalnym dziele zajmowat si¢ on
geometriami n-wymiarowymi. Jest oczywiste, ze nie mogt sig
w niej absolutnie odwotywac¢ do materiatu dostarczanego przez
wrazenia zmystowe. Obiektow takich geometrii dostarcza zatem
myslenie, rzecz jasna w formie nieogladowe;j.

Wioski matematyk zwrécit tez uwage na istotna sprawe
jezyka matematyki. Veronese natychmiast po charakterystyce
Podmiotu Myslacego, w § 5 zajal si¢ kwestia oznaczania rzeczy
(pojec) przez znaki. Stwierdza tam: ,,Jedna lub wigcej rzeczy
albo poj¢¢ bedzie oznaczana przez znaki, np. przez litery alfa-
betu. Def. Te znaki przedstawiajq te rzeczy, a te rzeczy odpo-
wiadajq swoim znakom i sa przez swoje znaki przedstawiane”?.

Nalezy zauwazy¢, ze w przytoczonym teks$cie nie ma
explicite Podmiotu Myslacego oznaczajacego znakami pewne
obiekty i operujacego znakami. Mozna z niego jednak wypro-

wadzi¢ dwa wnioski:

1. Wedtug Veronesego nie istnieje obiektywny porzadek
wiazacy znaki z przedmiotami. Jest to kwestiag konwen-

3§ 5. Ein oder mehrere Dinge oder Begriffe werden mit Zeichen,
z. B. mit Buchstaben des Alphabets bezeichnet werden. Def. Diese Zei-
chen stellen diese Dinge dar, und diese Dinge entsprechen ihren Zei-
chen und werden durch ihre Zeichen dargestellt”. G. Veronese, dz. cyt.
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cji. Wskazuje na to wyraznie zwrot ,,zum Beispiel”. Po-
wstaje tu oczywiscie pytanie o ustalajacego konwencjg.
Kontekst czterech pierwszych paragrafow poprzedza-
jacych analizowany tekst Veronesego zdaje si¢ jedno-
znacznie wskazywaé¢ na Podmiot Myslacy.

2. Mowiac o oznaczaniu, Veronese uzywa strony biernej.
Wskazuje to na jakas ,,moc” (podmiot), ktéra rzeczom
(pojgciom) przypisuje znaki. I tutaj kontekst poprzedza-
jacej piaty paragraf charakterystyki Podmiotu Mysla-
cego wskazuje na ten Podmiot.

Zatem generalny wniosek w tym miejscu jest taki, ze cho¢
Veronese, poruszajac kwesti¢ ,,znakowania” przedmiotdw, nie
odwotuje si¢ explicite do scharakteryzowanego wczesniej Pod-
miotu Myslacego, to 6w Podmiot wydaje sig ,,moca sprawcza”
oznaczania znakami przedmiotow.

Ostateczng pewno$¢ w tej kwestii daje lektura dalszych
fragmentéw Geometrii. W § 36 wloski matematyk pisze: ,,po-
niewaz miejsca (pozycje) zajgte przez ten sam przedmiot sa
roézne, to mozemy powtorzona rzecz przy kazdym powtorzeniu
oznaczy¢ odmiennym znakiem™,

Uzyty przez autora zaimek osobowy ,,my” (wir) ewidentnie
wskazuje na podmiotowe uwarunkowanie doboru znakow. In-

24§ 36. Da die von demselben Ding in der Reihe eingenommenen
Stellen verschieden sind, so konnen wir das wiederholte Ding bei je-
der Wiederholung mit einem von dem vorhergehenden verschiedenen
Zeichen belegen”. G. Veronese, dz. cyt.



Giuseppe Veronesego podstawy matematyki

nymi stlowy, dalsze teksty Geometrii potwierdzaja tezg, ze we-
dhug Veronesego wtasnie Podmiot Matematyczny ma zdolno$¢
oznaczania przedmiotow za pomoca prostych znakow.

Z kolei § 42 zawiera tekst ,,dotykajacy” pierwszego z wyzej
sformulowanych wnioskow: ,,§ 42. Przyki. 1. Tak zachodzi po-
migdzy formami i ich znakami zwiazek jednoznaczny, gdy kaz-
demu znakowi odpowiada jeden przedmiot i kazdemu przed-
miotowi jeden znak”>.

Veronese stwierdza w istocie, ze mozna ustali¢ — dokltad-
niej, na podstawie wczesniejszych analiz, trzeba by powie-
dzie¢: Podmiot Myslacy jest w stanie ustali¢ — jednoznaczne
przyporzadkowanie znakéw przedmiotom (pojeciom). Wypada
przypuszczaé, ze Podmiot Myslacy jest w stanie zapamigtaé
owo przyporzadkowanie (funkcjg). To wydaje si¢ podstawowa
umiejetnoscia konieczng do stworzenia przez Podmiot Myslacy
sztucznego (symbolicznego) jezyka (matematyki).

Trudno ustali¢, czy Veronese, jak np. intuicjonisci, byt zda-
nia, ze matematyka moze by¢ uprawiana jako czynnos¢ czysto
mentalna, bez potrzeby werbalizowania owych mysli, czyli bez
jezyka. Sam — oczywiscie ze wzgledu na potrzebg komunika-
cji — postulowat symboliczny jezyk matematyki i wskazywat
w istocie, ze umiejetno$¢ zbudowania takiego jezyka jest pod-
stawowa zdolnoscia Podmiotu Myslacego.

%, §42. Beisp. 1. So besteht zwischen den Formen und ihren Zeichen
ein eindeutiger Zusammenhang, wenn jedem Zeichen ein Ding ent-
spricht und einem Ding ein Zeichen”. G. Veronese, dz. cyt.
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Trzeba jednak zaznaczy¢, ze Veronese podkresla, iz matema-
tyka nie jest nauka o znakach, ale o przedmiotach (mentalnych)
i 0 pojeciach. Pisze on wprost: ,,czysta matematyka przedstawia
si¢ jako nauka o pojgciach, a nie o czystych [...] znakach, jakie-
kolwiek te ostatnie by byty”*. Mozna wigc uznac, ze, podobnie
jak pozniej Hilbert, Veronese stal na stanowisku, iz matematyki
nie mozna redukowac¢ do zbioru formut budowanych ze znakow.
Twierdzil on wprost, ze matematyka posiada pewna tres¢ (poza-
znakowa). Wydaje sig, ze ten poglad Veronesego zostal wypo-
wiedziany jako sprzeciw wobec atakujacego go niejednokrotnie
Peana, ktory sktonny byt redukowac¢ matematyke do jej zapisu
formalnego?.

Konczac przeglad tematow z zakresu filozofii matematyki
poruszanych przez Veronesego, nalezy jeszcze koniecznie zwro-
ci¢ uwagge na jedna kwestig, ktora poniekad przewijata si¢ w do-
tychczasowych analizach. Podobnie jak Kant i wspotczesni mu
intuicjonisci byt Veronese konstruktywista. Matematyka dotyczy

przedmiotow mentalnych. Sa one — zgodnie z okresleniem przed-

26 Die reine Mathematik stellt sich so als eine Wissenschaft von Be-
griffen und nicht von reinen [...] Zeichen dar, wie moglich die letzte-
ren auch sein mogen”. G. Veronese, dz. cyt., s. 26.

27, Aus Furcht in das Unbestimmte zu gerathen soll man aber auch
nicht die Mathematik und Geometrie in ihren Fundamenten auf einen
reinen Zeichenconventionalismus reducieren wollen, wohl aber soll
man sie auf philosophische Art behandeln, d.h. die Natur der Dinge,
mit denen man sich beschaeftigt, moglichst klar machen, ohne des-
shalb die Bedeutung anderer Methoden zu bestreiten, die von einem
anderen, aber beschriankten, Gesichtspunkt ausgehen”. G. Veronese,
dz. cyt., s. 13.
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miotow mentalnych — produktem mys$lenia Podmiotu Myslacego.
Zatem Podmiot Myslacy tworzy, konstruuje obiekty matematyki.

Lektura dzieta wloskiego matematyka dostarcza tutaj sto-
sownych przyktadow. Najlepszym jest tekst, ktory juz kilkakrot-

nie, w innym nieco konteks$cie, byt tu przytaczany:

Przyki. Przez powtorzenie tego samego duchowego dziatania
konstruujemy np. liczbg dwa, potem jednak mozemy tg liczbg

uwazaé za przedmiot dany mysleniu.

Trzeba zaznaczy¢, ze w istocie konstrukcja arytmetyki pro-
ponowana przez Veronesego jest bardziej skomplikowana. Pro-
wadzi ona przez odpowiednik teorii mnogosci/mereologii, kto-
rego projekt przedstawit. I tutaj jednak zachodza procedury
konstruowania pewnych przedmiotow przez Podmiot Myslacy.
Jako zobrazowanie niech postuzy jeden przyktad:

§ 13. Def. I. Ja my$lg razem wigcej danych rzeczy, ktore nie sa
nawzajem sprzeczne i sa takie, ze kiedy usun¢ dowolna z nich,
to nie wyjmg zadnej innej rzeczy. Rezultat tej operacji nazywa

sie grupq (agregatem, wieloscig albo systemem) danych rzeczy?.

28§ 13. Def. I Ich denke mehrere gegebene Dinge zusammen, wel-
che sich nicht gegenseitig widersprechen und so beschaffen sind, dass,
wenn ich ein beliebiges von ihnen wegnehme, ich nicht irgend ein
anderes der gegebenen Dinge wegnehme. Das Resultat dieser Ope-
ration heisst Gruppe (Aggregat, Vielheit oder System) der gegebenen
Dinge”. G. Veronese, dz. cyt.
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Mowa tu o pewnej operacji (Operation), ktora jest dziata-
niem mentalnym: mysleniem razem (zusammendenken). Rezul-
tat tej operacji to nowy przedmiot — niewatpliwie mentalny —
ktéremu Veronese daje nazwy znane z dziejow teorii mnogosci
czy mereologii. Tak wigc dokonuje sig¢ tutaj, wedtug wloskiego
geometry, mentalna konstrukcja nowego przedmiotu. Jest on
dalej wykorzystywany w (mentalnej) konstrukcji przedmiotow
arytmetyki — liczb naturalnych.

Mozna wspomnie¢, ze Bolzano w swych pierwszych do-
ciekaniach teoriomnogo$ciowo-mereologicznych rozumowat
doktadnie tak samo. Zbior, wielo$¢ byty mentalnymi konstruk-
cjami, rezultatem my$lenia razem (zusammendenken) pewnych
przedmiotow. Dopiero w dojrzalej fazie swojej dziatalnos$ci ma-
tematyk z Pragi ,,zobiektywizowal” zbiory i1 wielo$ci. Veronese
natomiast pozostal na stanowisku konstruktywistycznym.

Konstruktywisci — niezaleznie od tego, jak pojmuja kon-
strukcje — maja zasadnicze trudnosci z fundamentalnym dla
matematyki pojgciem nieskonczono$ci. Veronese byt tego
swiadomy. Zdawat sobie sprawg, ze nie mozna przypisa¢ Pod-
miotowi Mys$lacemu zdolno$ci wykonania aktualnie nieskon-
czenie wielu operacji, ani my$lenia nieskonczenie wielu przed-
miotow, nawet gdyby to bylo ,,rozciagnigte” w czasie. Uwazat
jednak, iz Podmiot Myslacy moze mysle¢ o (denken an) nie-
skonczenie wielu przedmiotach, a zatem dysponuje pojeciem
nieskonczonosci (aktualnej)®.

2 Wir konnen tiberdies von den Beziehungen des Gedankens zu den
wahrnehmbaren Dingen abstrahieren. Auf diese Art wird die Betrach-
tung einer unbegrentzten Reihe von Dingen ermdglicht und mittels des
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Stwierdzony na koncu analiz konstruktywizm stawia Ve-
ronesego na tej linii rozwojowej filozofii matematyki, ktora
swoj poczatek ma u Kanta. Nie wiadomo, czy wtoski matema-
tyk byl pod bezposrednim (wynikajacym z lektury) wptywem
mysliciela z Krolewca. Veronese nie uznaje wszak czasu i prze-
strzeni jako apriorycznych form naocznosci. Przyznaje jed-
nak Podmiotowi Myslacemu pewne a priori czasu, odrzucajac
wszelka apriorycznos$¢ przestrzeni bedacej struktura rzeczywi-
stosci fizycznej. Filozofia matematyki Veronesego jest subiekty-
wistyczna, a nawet — w pewnym sensie — solipsystyczna. Mozna
jej postawi¢ zarzut psychologizmu. Jej autor nigdzie nie uzasad-
nia obiektywnosci logiki, w ktora — przed mysleniem — wypo-
sazony jest Podmiot Myslacy. Ciekawe jest to, ze wloski mate-
matyk budowat swa koncepcje matematyki, gdy rownoczes$nie
rozpoznawano potrzebeg antypsychologizmu (Gottlob Frege).

Wskazano na istotne zbieznosci koncepcji Veronesego z fi-
lozofia matematyki prawie ze wspodtczesnych intuicjonistow.
Kwestia ta wymaga jednak dalszych badan. Koncepcja Pod-
miotu Myslacego miata prawdopodobnie wptyw na koncepcje
Podmiotu Matematycznego Hilberta, ktora byla prezentowana

Princips § 18. diejenige einer gegebenen unbegrentzten Reihe, auch
wenn sie fiir die Verhéltnisse eines Individuums nicht realisierbar ist.
Denkt man sich, die Operation, durch welche mehrere Gegenstéinde
einer nach dem andern bis zu einem Gegenstand B gesetzt werden, sei
vollendet und der erste Gegenstand in dem Moment 4 gesetzt, so kann
man auch sagen, man beziehe die so erhaltene Reihe von Dingen, die
man als dem Gedanken gegeben ansicht (§ 18.), auf dem Moment A4,
d.h. von der von 4 bis B verflossenen Zeit absehen. So erkldren sich
die oft gebrauchten Ausdriicke: unbegrenzt, ins Unendliche oder ohne
Ende fortfahren”. G. Veronese, dz. cyt., § 13.
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w wyktadach getynskich z poczatku XX wieku. Wydaje sig tez,
ze koncepcja swobodnej konstrukcji przedmiotow geometrycz-
nych miata wplyw na takiez podejscie do tej kwestii przez Hil-
berta. Owa swobod¢ wyrazal matematyk z Getyngi stynnym
,,Wir denken uns”.

Na koniec trzeba podkresli¢, ze mimo iz Veronese rozpo-
czynal budowe swojej matematyki (geometrii) od Podmiotu
Myslacego i fenomenu myslenia, to analizie Podmiotu upra-
wiajacego (tworzacego) matematyke i mysleniu ,,matematycz-

nemu” nie poswigcit specjalnej uwagi.
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Veronese G., Grundziige der Geometrie von mehreren Dimensio-
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Hilbert’s mathematical subject

Abstract
The aim of this paper is threefold. First, on the basis of Gordan’s
problem and Hilbert’s basis theorem we want to say a few words
about the formation of Hilbert’s philosophy of mathematics in the
late nineteenth and early twentieth centuries. Second, we attempt
to reconstruct Hilbert’s Program highlighting the role of reasoning
which is not conducted within the axiomatic system. Third, we for-
mulate and try to justify the claim that Hilbert’s Program assumes
some metaphysics of the subject that — in general terms — is identi-

cal with Kant’s transcendental subject.
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el tego eseju jest trojaki. Po pierwsze, chcemy — na przy-
Ck%adzie problemu Gordana i Hilberta twierdzenia o bazie —
powiedzie¢ parg stow na temat ksztattowania si¢ Hilbertowskiej
filozofii matematyki na przetomie XIX i XX wieku. Po drugie,
podejmiemy probe rekonstrukcji programu Hilberta, podkresla-
jac rolg, jaka odgrywaja w nim rozumowania pozasystemowe,
tj. takie, ktore nie dokonuja si¢ w obregbie systemu aksjomatycz-
nego. Po trzecie wreszcie, sformutujemy i sprobujemy uzasad-
ni¢ poglad, ze program Hilberta zaktada pewna metafizyke pod-
miotu, ktory — w ogdlnych zarysach — jest tozsamy z podmiotem

transcendentalnym Kanta'.

1. Teologia czy matematyka?

W 1888 roku David Hilbert rozwiazat tzw. problem Gordana.
Opublikowal swoj wynik w ,,Mathematische Annalen” w 1890
roku. W reakcji na to osiagnigcie Paul Gordan miat powiedzie¢:
,, 10 nie jest matematyka, to jest teologia!”. Jak ustalili historycy,
sformutowanie to zostato przypomniane dopiero 24 lata pdzniej,
w 1914 roku, przez Maxa Noethera w mowie pogrzebowej na
cze$¢ Gordana®. Powiedzenie Gordana zrobito pdzniej wielka
karierg. Komentowali je matematycy i historycy matematyki,
cho¢by Hermann Weyl, Gerhard Kowalewski, Eric Temple Bell,

! Podobne rozwa34~harris/theology.pdf.
2 Por. C. McLarty, dz. cyt., s. 1.
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Felix Klein czy Leonard Blumenthal, rdézniac si¢ w swych in-
terpretacjach. Zdaniem niektorych Gordan chciat podkresli¢, ze
zaproponowane przez Hilberta rozwiazanie trudno uznac za do-
wod matematyczny; wedtug innych celem Gordana byto pod-
kreslenie wielkosci osiagnigcia Hilberta, ktory miatby doznac
boskiej iluminacji®.

Co byto przedmiotem tego ,,teologicznego dowodu”? Za-
interesowania matematyczne Gordana koncentrowaly si¢ wo-
kot algebraicznej teorii niezmiennikow. W 1868 roku udowod-
nit on konstruktywnie twierdzenie gloszace, ze niezmienniki
systemow form binarnych (z dwoma zmiennymi) posiadaja
skonczong baze*. Jego dowod w istocie polegat na rozpatry-
waniu szczegdtowych przypadkoéw. Bezskutecznie probowat
natomiast udowodni¢, ze niezmienniki systemow form dowol-
nego rzedu i dla dowolnej liczby zmiennych takze maja skon-
czong bazg. W swych badaniach posunat si¢ jednak daleko.
Wykorzystujac metode symboliczng, byt w stanie zapropono-
wac techniki, ktore pozwolily mu na scharakteryzowanie sys-
temu niezmiennikow dla formut szostego rzedu, a takze na
przyblizony opis systemu niezmiennikow dla formul 6smego
rzedu. Istotna rolg w tych badaniach odgrywala, jak zaznaczy-
li$my, metoda symboliczna. Jej cickawa cecha byto to, ze Gor-
dan zabraniat przypisywania symbolom jakiego$ konkretnego

* Tamze, s. 1-2.

* Przez formg binarng nalezy w istocie rozumie¢ to, co dzisiaj jest
wielomianem jednej zmiennej. I tak np. odpowiednikiem wielomianu
P(x) = Ax*> + 2Bx + C byla binarna forma F(x,y) = Ax> + 2Bxy + Cy*.
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znaczenia w trakcie obliczen. Byto to dopuszczalne jedynie na
kluczowych etapach rachunkows®.

Hilberta twierdzenie o bazie, opublikowane — jak wspo-
mnieliSmy — w 1890 roku, glosi, ze istnieje skonczona baza dla
niezmiennikow systemow form dowolnego rzedu i dla dowolnej
liczby zmiennych. W dzisiejszej terminologii twierdzenie o ba-

zie wypowiedzie¢ mozna nastepujaco:

[Twierdzenie Hilberta o bazie]
Dowolny ideat w K[x,,...,x ] jest skoficzenie generowalny.
K jest ciatem, do ktérego naleza wspotczynniki wielomia-
néw. Ideat jest skornczenie generowalny, gdy ma skonczonq baze.
Skonczona baza ideatu jest zbior jego elementow, taki ze kazdy
element ideatu da si¢ uzyskac z bazy za pomoca operacji sumy

lub iloczynu.

Dowdd Hilberta miat charakter niekonstruktywny: wyko-
rzystywal zasade wytaczonego $rodka i dowodzit jedynie ist-
nienia skonczonej bazy, nie podajac jakiejs blizszej jej cha-
rakterystyki. Poczatkowa reakcja Gordana, cho¢ nie catkiem
negatywna, byta sceptyczna. W swej recenzji pracy Hilberta dla
,Mathematische Annalen” pisat:

(...) musze z przykroscia powiedzie¢, ze nie jestem tym [dowo-

dem] usatysfakcjonowany. Twierdzenia sa w rzeczy samej bar-

> C. McLarty, dz. cyt., s. 6.
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dzo wazne i poprawne, moja krytyka nie odnosi si¢ wigc do nich.
Dotyczy ona raczej dowodu podstawowego twierdzenia, ktore nie
spelnia najbardziej skromnych wymogow, jakie stawia si¢ przed
dowodami matematycznymi. Nie wystarczy stwierdzi¢, ze autor
uwaza kwesti¢ za jasnag. Wymagac¢ nalezy, by zbudowat on do-

wod, wykorzystujac bezpieczne reguty®.

Wydaje si¢ przy tym, ze przedmiotem niezadowolenia Gor-
dana nie bylo wykorzystanie przez Hilberta metod infinitystycz-
nych. Mowiac, ze mamy tu do czynienia z ,,teologia, a nie ma-
tematyka”, Gordan dawat wyraz innym obawom. W 1893 roku
pisat: ,,dowdd Hilberta jest poprawny co do zasady. Niemniej
wyczuwam luke w jego wyjasnieniu: zadowala si¢ on dowiedze-
niem istnienia rozwigzan, nie rozwazajac ich wlasnosci’”’. Po
kilku latach Hilbert przedstawil konstruktywny dowod swego
twierdzenia.

Historia ta jest ciekawa z kilku powodow. Po pierwsze,
w zmaganiach z teorig niezmiennikdéw algebraicznych istotna
rol¢ odgrywata metoda symboliczna, ktorej mistrzem byt Gor-
dan, a takze uczennica Gordana i Hilberta — Emmy Noether. Me-
toda ta — w nieco innym kontek$cie — pehita, jak zobaczymy,
kluczowa funkcje w programie Hilberta. Po drugie, w trakcie
»sporu” z Gordanem Hilbert zetknal si¢ z zarzutem zwiazanym

¢ D. Hilbert, F. Klein, Der Briefwechsel David Hilbert — Felix Klein,
red. G. Frei, Gottingen 1985, s. 65; cyt. za: C. McLarty, dz. cyt.

7 P. Gordan, Ueber einen Satz von Hilbert, ,Mathematische Annalen”
1893, vol. 42, s. 132; cyt. za: C. McLarty, dz. cyt.
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z idea dowodu w matematyce. Zdaniem Gordana, a jeszcze bar-
dziej Leopolda Kroneckera, dowod powinien mie¢ charakter
konstruktywny.

Te do$wiadczenia wptynely niewatpliwie na rozwoj idei fi-
lozoficznych Hilberta. Doda¢ do nich nalezy jeszcze dwa zro-
dta filozoficzno-matematycznej inspiracji. Pierwszy z nich to
idea aksjomatyzacji. Od poczatku lat dziewigc¢dziesiatych XIX
wieku Hilbert wyktadat podstawy geometrii. Zgodnie z relacja
Blumenthala w 1891 roku Hilbert wystuchat wyktadow Her-
manna Wienera na temat podstaw geometrii. Wiener powiedziat

podczas tego wyktadu, ze:

Takze dla geometrii znaczenie ma tego rodzaju powrdt do naj-
prostszych przedmiotow i operacji, poniewaz z tych mozna od-
wrotnie zbudowa¢ pewna abstrakcyjna nauke, ktora jest nieza-
lezna od aksjomatoéw geometrii, ale ktdrej twierdzenia sa krok po

kroku paralelne do twierdzen geometrii®.

Po wyktadzie Wienera Hilbert miat wypowiedzie¢ stynne
zdanie, iz powinno by¢ mozliwe zamienienie w aksjomatach
geometrii ,,punktow, linii i plaszczyzn” na ,,stoty, krzesta i kufle

do piwa” bez utraty waznosci tych aksjomatow®. Hilbert zauwa-

8 H. Wiener, Ueber Grundlagen und Aufbau der Geometrie, ,,Jahres-
bericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung” 1890/1891, nr 1,
s. 46.

® Por. L. Corry, David Hilbert and the Axiomatization of Physics,
Dordrecht 2004, s. 75.
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zyt, ze metoda aksjomatyczna pozwala na ,,pogtebienie podstaw
konkretnej dziedziny wiedzy — poglebienie konieczne dla kaz-
dego gmachu, ktory kto$ chcialby rozbudowac i uczyni¢ wyz-
szym, zachowujac jego stabilnos¢”'®. W gtéwnej mierze odno-
sit to do geometrii i arytmetyki, ale nie tylko, gdyz znane sa
jego proby aksjomatyzacji innych dziedzin, np. fizyki''. Wedtug
przekazoéw swiadkow miat zacza¢ budowac aksjomatyke geo-
metrii juz w pociagu w drodze powrotnej do Krolewca'. Wy-
ktad Wienera, jak mozna spekulowac, otworzyt Hilbertowi oczy
na abstrakcyjny charakter modelu matematycznego. Intuicja Hil-
berta byta najprawdopodobniej taka, ze potrafit ,,oderwaé” in-
telektualnie samg formutg od jej znaczenia, albo inaczej — uzy-
wajac intuicji atomizmu logicznego, oderwac ja od faktu, ktory
opisuje. Owczesnie, jak sie zdaje, bylo to nowatorskie odkrycie.

Drugi aspekt metody aksjomatycznej podkreslany przez
Hilberta najlepiej wyrazaja nastgpujace stowa:

Przez aksjomatyczne odkrywanie prawdy matematycznej rozu-

miem badania, ktore nie zmierzaja do znalezienia nowych albo

10 D. Hilbert, Mechanik, cyt. za: L. Corry, The Origin of Hilbert's
Axiomatic Method, [w:] The Genesis of General Relativity, red.
J. Renn, t. 4, Dordrecht 2006, s. 146.

I Lista tych dziedzin jest obszerniejsza i obejmuje: geometrig, me-
chanike¢ klasyczna, termodynamike, rachunek prawdopodobienstwa,
elektrodynamike i teori¢ wzglednoscei.

2 Por. w tej sprawie doktadniej: J. Dadaczynski, Arytmetyka u po-
czqtku abstrakcyjnego pojmowania geometrii przez Hilberta, ,,Filozo-
fia Nauki” 2012, nr 3, s. 99-109.
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bardziej ogélnych twierdzen zwiazanych z ta prawda, ale do okre-
$lenia miejsca tego twierdzenia w systemie znanych prawd w taki
sposob, ze mozna jasno powiedzie¢, jakie warunki sg konieczne

i wystarczajace, by prawde te ugruntowac'®,

Hilbert podkresla tu systemowy charakter matematyki
1 zwraca uwagg, ze metoda aksjomatyczna nie ma funkcji heu-
rystycznych — nie musi prowadzi¢ do nowych wynikow; jej za-
daniem jest raczej umozliwienie /lepszego zrozumienia prawdy
matematycznej.

Jestesmy tez przekonani, ze na rozwoj Hilbertowskiego for-
malizmu pewien wplyw wywarta filozofia Immanuela Kanta.
Oczywiscie, Hilbert nie odnosi si¢ do mysli filozofa z Krolewca
w tak bezposredni sposob, jak czyni to chocby L.E.J. Brouwer.
Niemniej nie sposob zaprzeczy¢, ze Hilbert czgsto postuguje sig
Kantowskim zargonem, méwiac cho¢by sporo o intuicji. Mozna
oczywiscie zauwazy¢, ze byt to nie tyle zargon Hilberta, ile ra-
czej zargon epoki: mniej lub bardziej bezposrednie nawigza-
nia do filozofii matematyki Kanta mozna znalez¢ u wszystkich
niemal matematykow, ktorzy tworzyli na przetomie XIX i XX
wieku. W dalszej czgsci tego artykutu chcemy jednak przeko-
nywacé, ze inspiracje Kantowskie — w przypadku programu Hil-

13 D. Hilbert, Uber den Satz von der Gleichheit der Basiswinkel im
gleichschenkligen Dreieck, ,,Proceedings of the London Mathematical
Society” 1902—-1903, t. 35, s. 50; cyt. za: V. Peckhaus, The Pragma-
tism of Hilbert’s Programme, ,,Synthese”, November 2003, nr 1-2,
z. 137, s. 141-156.
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berta — siggaja znacznie glgbiej niz sposdéb wyrazania si¢ i sto-
sunkowo nieliczne wypowiedzi bezposrednio przywotujace
Kanta. Uwazamy bowiem, ze filozofia Hilberta zawiera ukrytq
metafizyke podmiotu matematycznego, ktéra w swoim ogdlnym
zarysie odpowiada teorii podmiotu transcendentalnego opisa-

nego w Krytyce czystego rozumu.

2. Program Hilberta'

Hilbert rozpoczat badania podstaw matematyki pod koniec XIX
wieku. Przez ponad 20 lat jego poglady ewoluowaty, a dojrzata
ich forme okresla si¢ mianem programu Hilberta. Program wy-
chodzi z pewnych postulatow. Uwazamy, ze mozna je sformu-

lowa¢ w sposob nastepujacy:

(P1) Zachowac¢ cala matematyke, wlacznie z jej czeScia nie-
konstruktywng.

Wydaje sig, ze najwazniejsza motywacja programu Hilberta
byla proba obrony calej, rowniez niekonstruktywistycznej, ma-
tematyki przed atakami Kroneckera (czg$ciowo Gordana) oraz
intuicjonistow. Wlasnie problem dotyczacy dowodu twierdze-
nia o bazie uswiadomit Hilbertowi niebezpieczenstwa zwiazane
z konstruktywizmem. W 1926 roku Hilbert pisat:

4 Ta czg$¢ artykutu opiera si¢ na ksiazce A. Olszewski, Teza Chur-
cha..., dz. cyt.
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To, co robit Weyl i Brouwer, to nic innego jak pojscie w §lady Kro-
neckera! Probuja oni uratowaé matematyke, wyrzucaja wszystko,
co sprawia klopot. (...) Jesli zgodzimy si¢ na takie propozycje, to

ryzykujemy utrat¢ wielu najwigkszych naszych skarbow!.

Hilbert wielokrotnie podkreslat, ze odrzucenie zasady wy-
taczonego srodka w duchu intuicjonizmu prowadzi do paralizu
badan matematycznych (np. zauwazat: ,,Nie mozemy porzucic¢
zasady wytaczonego $rodka, ani zadnego innego prawa logiki
Arystotelesa [...], gdyz bez nich konstrukcja analizy staje si¢
niemozliwa”)'®. Motywacja, by pozosta¢ ,,w raju, do ktoérego
wprowadzit nas Cantor”, byta niezwykle silna.

Z tym postulatem $cisle zwigzana byla inna idea Hilberta,
ktora najdobitniej wyrazit w 1900 roku w Paryzu: ,,dla nas [ma-
tematykoéw] nie ma zadnego ignorabimus (...)”". Aw duzo p6z-
niejszym, stynnym wyktadzie dodawat: ,,W opozycji do glu-
piego ignorabimus naszym sloganem powinno by¢: Musimy
wiedzie¢! — Bedziemy wiedziec¢!”'*. Wypowiedz t¢ mozna po-

traktowac jako drugi postulat programu Hilberta:

5 Cyt. za: R. Murawski, Rozwdj programu Hilberta, ,,Wiadomosci
Matematyczne 1993, t. 30, s. 51-72.

6 D. Hilbert, The Foundations of Mathematics, [w:] From Frege to
Godel: A Sourcebook in Mathematical Logic, red. J. Van Heijenoort,
Cambridge, MA 1879-1931, s. 1067.

7 D. Hilbert, Mathematical Problems. Lecture Delivered before the
International Congress of Mathematicians at Paris in 1900, ,,Bulletin
of the American Mathematical Society” 1902, no. 6, s. 437-79.

8 Wyktad Hilberta z 1930 roku na Kongresie Niemieckiego Stowa-
rzyszenia Nauk Przyrodniczych i Medycznych, dostgpny na stronie:
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(P2) Mozna poda¢ dowod wszelkich twierdzen matematycznych.
Hilbert dostrzegat jednak problemy zwiazane z dowodami nie-
konstruktywistycznymi. Redukcyjny dowod niesprzecznosci
matematyki, sprowadzajacy ja do teorii mnogos$ci, natrafia na
przeszkody, gdyz teoria mnogosci jest uwiktana w rézne para-
doksy (np. paradoks Russella). Skoro tak, to poki nie dostar-
czy si¢ zadowalajacego dowodu niesprzecznosci arytmetyki, nie
bedzie mozna ufa¢ dowodom niekonstruktywnym. W zwiazku

z tym trzeba stosowac ,,bezpieczne” metody finitystyczne:

(P3) W matematyce stosowa¢ nalezy wylacznie metody fini-
tystyczne.

,Finityzm to poglad metodologiczny, ktory sprowadza si¢ do
ograniczenia mysli matematycznej do tych obiektow, ktore
sa intuicyjnie obecne jako bezposrednie doswiadczenie przed
wszelka mysla, i do takich operacji i metod rozumowania o tych
obiektach, ktore nie wymagaja wprowadzenia pojg¢ abstrakcyj-
nych, a w szczegolnosci odwotania si¢ do nieskonczonosci”".
Jak pisze sam Hilbert:

Jako warunek wstepny stosowania wnioskowan logicznych i wy-
konywania operacji logicznych dane jest juz co$ intuicyjnie:

pewne pozalogiczne konkretne obiekty, ktore jawia si¢ jako

http://math.sfsu.edu/smith/Documents/HilbertRadio/HilbertRadio.
mp3.

¥ R. Zach, Hilbert's Program, Stanford Encyclopedia of Philosophy,
http://plato.stanford.edu/entries/hilbert-program/.
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doswiadczane bezposrednio przed wszelkim mysleniem (...).
W szczegolnosci w matematyce przedmiotem naszych rozwazan
sa konkretne znaki, ktorych ksztatt (...) jest bezposrednio jasny

i rozpoznawalny®.

Hilbert wskazuje zatem, ze finitystycznymi obiektami sa
znaki: konkretne 1 dos§wiadczane bezposrednio. Trudno jednak
doktadnie sprecyzowac, co ma tu na mysli. Przede wszystkim
znaki nie sa obiektami fizycznymi (,,znakami na papierze”).
W zwiazku z tym William Tait?' zaproponowal, by Hilbertow-
skie znaki traktowac jako typy (#ypes), a nie egzemplarze (to-
kens). Typy sa jednak pewnymi obiektami poza czasem i prze-

strzenig; tymczasem Paul Bernays zauwaza:

Nie jest zgodne z podstawowymi pogladami Hilberta, by wprowa-
dzi¢ liczby jako obiekty abstrakcyjne ,,0 catkiem innych wiasno-
Sciach niz przedmioty poznawalne zmystowo”, ktdre ,,istnieja cat-
kowicie niezaleznie od nas”. W ten sposdb znalezliby$my si¢ poza
dziedzina tego, co bezposrednio pewne. W szczegdlnoscei stato by
sig to jasne w zwiazku z faktem, ze musielibysmy w konsekwencji
uznad, iz wszystkie liczby istnieja rownoczesnie — a to zaktadatoby

juz na poczatku tezy, ktore Hilbert uwaza za problematyczne?.

2 D, Hilbert, Uber das Unendliche, ,,Mathematische Annalen” 1926,
nr 95, s. 161-190.

2 W. Tait, Finitism, ,,Journal of Philosophy” 1981, nr 78, s. 524-546.
2 P, Bernays, Erwiderung auf die Note von Herrn Aloys Miiller: Uber
Zahlen als Zeichen, ,,Mathematische Annalen” 1923, nr 90, s. 159-63.
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Problem charakteru ,,finitystycznych znakéw” okazuje si¢
jeszcze bardziej skomplikowany, jesli wezmiemy pod uwagg,
ze Hilbert raz po raz odwoluje si¢ w tym kontekscie do intu-
icji. Nawet w przywotywanej powyzej wypowiedzi zauwaza,
ze ,,jako warunek wstepny stosowania wnioskowan logicznych
i wykonywania operacji logicznych dane jest juz co$ intuicyj-
nie”. Zdaje si¢ to wskazywac, ze Hilbert konstruuje swoj pro-
gram w filozoficznym paradygmacie Kanta. Tak tez interpretuja
poglady Hilberta Philip Kitcher i Richard Zach®.

By przedstawi¢ dalsze szczegdty programu Hilberta, mu-
simy omowi¢ kluczowe dla niego odréznienie dwoch rodzajow
twierdzen i dowoddéw matematycznych: realnych i idealnych.

Przyjrzyjmy si¢ nastgpujacemu dtuzszemu fragmentowi:

(...) Nawet elementarna matematyka zawiera, po pierwsze, for-
muty odnoszace si¢ do tresciowych wypowiedzen skonczonych
sadow (glownie numerycznych réwnan i nierownos$ci oraz zto-
zonych z nich, bardziej skomplikowanych wypowiedzen), ktére
mozemy okresli¢ mianem realnych sadoéw teorii, oraz, po drugie,
formul, ktore — tak jak zmienne tresciowej teorii liczb — same
w sobie nic nie znacza, ale sa obiektami rzadzonymi przez na-

sze reguly i musza by¢ traktowane jak idealne przedmioty teorii.

% Por. P. Kitcher, Hilberts Epistemology, ,,Philosophy of Science”
1976, nr 43, s. 99—115; R. Zach, Hilberts Finitism, dysertacja doktor-
ska, Berkeley 2001. Por. tez M. Panza, Mathematical Proofs, ,,Syn-
these” 2003, nr 1-2, s. 119-158.
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Te rozwazania pokazuja, ze opracowanie koncepcji formut
jako sadow idealnych wymaga jedynie postgpowania w sposob
naturalny i spdjny, zgodnie z linia rozwoju praktyki matematycz-
nej. Stad jest naturalne i spdjne traktowac nie tylko zmienne ma-
tematyczne, ale takze funktory oraz zmienne logiczne, tj. zmienne
zdaniowe A, B, C..., tak jak liczebniki i litery w algebrze i uwa-
zac je takze za znaki, ktore same w sobie nic nie znacza, a sg je-
dynie elementami budujacymi sady idealne.

W rzeczy samej, istnieje wazny powod takiego rozszerzenia
formalnej perspektywy algebry na cata matematyke, gdyz jest to
sposob na uniknigcie podstawowego problemu, ktory pojawia sig

juz w elementarnej teorii liczb. Spdjrzmy na rdwnanie:

atl=1+a;
Gdybysmy chcieli traktowac je jako przekazujace informa-
cje, ze
atl=1+a,
gdzie ,,a” oznacza dowolng dana liczbg, to wypowiedzi tej nie
mozna byloby zanegowac, gdyz sad, ze istnieje liczba ,,a”, dla
ktore;j:
at1l#1+a,
nie ma zadnego finitystycznego znaczenia; nie mozemy prze-
ciez wyprobowac wszystkich liczb. Zatem przyjmujac nastawie-
nie finitystyczne, nie moglibysmy wykorzysta¢ alternatywy, ktora
glosi, ze rownanie takie jak powyzsze, w ktdrym wystepuje nie-
okreslony liczebnik, albo jest spelnione przez kazdy liczebnik,

albo moze by¢ odrzucone przez kontrprzyktad, jako ze alterna-
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tywa ta istotnie zalezy od zatozenia, Ze mozna zanegowaé wypo-

wiedz, iz badane rownanie zawsze zachodzi*.

Przytoczyli$my t¢ wypowiedz Hilberta w cato$ci, gdyz od-
roznienie sadow realnych i idealnych jest z jednej strony klu-
czowe dla programu Hilberta, a z drugiej stanowi zrédto spo-
rych niejasnosci i kontrowersji interpretacyjnych. Te niejasnosci
i kontrowersje biorg si¢ stad, ze Hilbert wielokrotnie wypowia-
dat si¢ na temat podstaw matematyki. Najpierw (na poczatku
XX wieku) jego poglady ksztattowaty si¢ w opozycji do filozo-
fii matematyki Kroneckera. Po 1905 roku Hilbert zajat si¢ inna
problematyka (fizyka), by w 1917 roku, pod wplywem Prin-
cipia mathematica Bertranda Russella i Alfreda N. Whitehe-
ada, powroci¢ do probleméw z zakresu logiki 1 podstaw mate-
matyki. Uwagi Hilberta z tego okresu sugeruja, ze sprzyjat on
wtedy programowi logicyzmu, ktory jednak odrzucit wyraznie
na poczatku lat dwudziestych. Rozpoczal si¢ wtedy etap pre-
cyzowania i realizacji przez Hilberta — przy wydatnej pomocy
jego uczniow — wlasnego programu podstaw matematyki, ktory,
rzecz jasna, wykorzystywal najwazniejsze intuicje wyrazane juz
wczesniej (w pierwszych latach XX wieku).

Odroéznienie sadow realnych i idealnych — ktdre uwazamy
za centralne dla programu Hilberta — nastapito dopiero w 1926

roku, a zasygnalizowane zostato ledwie trzy lata wcze$niej?.

2 D. Hilbert, The Foundations of Mathematics, dz. cyt.
% Por. R. Zach, Hilbert'’s Program, dz. cyt.
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Hilbert uzywa trzech par wyrazen na okreslenie charakteru
twierdzen matematycznych:

(a) realne vs. idealne;

(b) finitystyczne vs. infinitystyczne;

(c) tresciowe (inhaltlich) vs. formalne.

Problem w tym, Ze nie podaje precyzyjnych definicji tych
pojge, stad interpretowane sa one na rozne sposoby. W zwiazku
Z tym ponizej przyjrzymy si¢ dwoém roéznym interpretacjom,
ktore skutkuja dwoma sposobami rozumienia catego programu
Hilberta. Pierwsza interpretacja opiera si¢ na analizach Micha-
ela Detlefsena, cho¢ nie uwzglednia ich instrumentalistyczne;j
wymowy. Druga wykorzystuje egzegeze zaproponowana przez
Davida Watsona Gallowaya?’.

Detlefsen podsumowuje odroznienie sadéw idealnych i re-
alnych w sposob nastepujacy®. Sady (i dowody) realne to te,
,ktorych warto$¢ epistemiczna bierze si¢ z oczywistosci ich
zawarto$ci”, za$ sady (i dowody) idealne to te, ,ktorych war-
to$¢ epistemiczna bierze si¢ z roli, jaka odgrywaja one w pew-
nym formalnym algebraicznym czy obliczeniowym schemacie”.
Detlefsen sugeruje zatem, by Hilbertowskie pojecie ,,idealne”

uwazaé za rownowazne pojeciu ,,formalne”, natomiast pojgcie

% M. Detlefsen, Hilbert’s Program: An Essay on Mathematical In-
strumentalism, Dordrecht 1986.

2 D.W. Galloway, Finitism: An Essay on Hilbert's Programme, praca
doktorska, MIT 1991.

2 M. Detlefsen, Hilbert’s Program..., dz. cyt. s. 4.
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,realne” traktowac jak rOwnowazne pojeciu ,tresciowe”. W tej
samej interpretacji matematyka realna moze by¢ zaroéwno fini-
tystyczna, jak i niefinitystyczna. Przyktadem na niefinitystyczne
obiekty matematyczne, ktére rozumiane sa realnie (tresciowo),
sa wszystkie niekonstruktywne dowody, ktore stanowily przed-
miot krytyki Kroneckera i intuicjonistow. Z kolei wyrazenia ma-
tematyki idealnej mozna traktowac na dwa sposoby: albo wy-
facznie infinitystycznie® (np. zmienna ,,a” w przywolywanym
wyzej rownaniu przebiega wszystkie liczby naturalne), albo wy-
tacznie finitystycznie (,,a” traktowane jest jako skonczony sym-
bol ,,pozbawiony tresci”). A zatem:
(Interpretacja 1)
(a) Wszystkie sady i dowody idealne sa zarazem formalne.
(b) Wszystkie sady i dowody realne sa zarazem treSciowe.
(c) Niektore sady realne sa finitystyczne.
(d) Niektore sady realne sa infinitystyczne.
(e) Sady idealne mozna traktowac¢ na dwa sposoby: wy-
facznie jako infinitystyczne badz wytacznie jako finity-
styczne.

¥ Hilbert w jednym z artykutow wyjasnil, co rozumie przez poza-
skonczone metody: ,,Pozaskonczone wnioskowania beda oznaczone
w potocznym jezyku przez nastgpujace stowa: wszystkie, istnieje,
tertium non datur, indukcja zupetna” (,,Die transfiniten Schlusswe-
isen werden in der gewohnlichen Sprache durch folgende Stichworte
bezeichnet: alle, es gibt, tertium non datur, vollstindige Induktion™).
D. Hilbert, Die logischen Grundlagen der Mathematik, ,,Mathe-
matische Annalen” 1923, t. 88, s. 156.
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W tym ujgciu strategia proponowana przez Hilberta przed-
stawia si¢ nastgpujaco. Wyrazenia idealne mozna traktowac fi-
nitystycznie, jako ,,znaki bez tresci”. Tak np. w przywotywa-
nym réwnaniu:

atl=1+a

symbol ,,a” mozna traktowa¢ idealnie badz realnie. Jesli trak-
towany jest on realnie, to stanowi zmienna, ktora przebiega
przeliczalnie wiele liczb; w takiej sytuacji ,,a” co$ ,,znaczy”.
To prowadzi do wskazanych problemoéw z zastosowaniem za-
sady wylaczonego $rodka. Tymczasem potraktowanie ,,a” jak
wyrazenia matematyki idealnej sprawia, ze ,,a” nic nie znaczy,
a jedynie moze by¢ przedmiotem operacji przeprowadzanych
zgodnie z pewnymi przyjetymi regutami. Co wazniejsze, ,,a” ro-
zumiane idealnie mozna traktowac jako konkretny, dany w intu-
icji (= oczywisty) znak.

Idea Hilberta sprowadza si¢ do tego, by cata matematyke
wywies¢ z finitystycznie rozumianych sadoéw idealnych, stad
pomyst systemu formalnego i Hilbertowska teoria dowodu. Taki
Sposob postawienia sprawy narazony jest na zarzut, ktory Det-
lefsen okresla mianem problemu Fregego®. W 1903 roku Gott-
lob Frege pisal:

(...) rozumowanie nie sktada si¢ ze znakéw. Mozemy jedynie po-
wiedzie¢, ze przy przejsciu od jednej grupy znakéw do drugiej

moze nam si¢ czasami zdawac, iz przedstawiono nam rozumo-

% Por. M. Detlefsen, Hilbert’s Program..., dz. cyt.
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wanie. Rozumowanie (wynikanie) po prostu nie nalezy do dzie-
dziny znakow; stanowi ono raczej wypowiedzenie sadu dokona-
nego w zgodzie z prawami logiki na bazie wczesniej uznanych
sadow. Kazda z przestanek jest okreslona mysla rozpoznawana
jako prawdziwa; takze w konkluzji pewna okreslona mysl jest

rozpoznawana jako prawdziwa’'.

Zarzut Fregego jest powazny i wskazuje na najbardziej pro-
blematyczna i rzadko komentowana ceche programu Hilberta.
Detlefsen twierdzi, ze rozwiazaniem problemu Fregego jest sto-
sowana przez Hilberta Strategia Wymiany Metamatematycznej:
dowody uzyskane w matematyce idealnej sa oceniane na po-
ziomie metamatematyki, ktdra jest treSciowa oraz finitystyczna.
Nalezy w tej sytuacji zapytac, co zyskuje si¢ poprzez wprowa-
dzenie teorii dowodow przeprowadzanych na zdaniach ideal-
nej matematyki, skoro i tak musza one podlega¢ ocenie me-
tamatematycznej, ktora jest ,.tre§ciowa”? Odpowiedz Hilberta
na ten zarzut jest ztozona®. Po pierwsze, Hilbert stwierdza, ze
jego metoda jest bardziej skuteczna (efektywna) niz tradycyjne,
tresciowe metody matematyczne. Po drugie, pozwala ona na
precyzyjne przedstawienie wszystkich krokow rozumowania.
Dzigki przeprowadzaniu operacji na zdaniach matematyki ide-
alnej mamy petna kontrole nad kazdym krokiem dowodu. Zwia-

zane jest to — po trzecie — z faktem, ze proponowana metoda

31 G. Frege, Grundgesetze der Arithmetik, Jena 1903, t. 2, s. 82.
32 Por. D. Hilbert, The Foundation of Mathematics, dz. cyt.
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jest finitystyczna. W koncu — po czwarte — Hilbert nie sugeruje,
by calkiem wyrugowa¢ matematyke tresciowa. Wiele dowodow
matematycznych, np. w elementarnej teorii liczb, ma tak prosta
postac ,.treSciowa”, ze bezcelowe i nieefektywne bytoby prze-
prowadzanie ich w formie ,,idealnej”. Niemniej duza cz¢$¢ ma-
tematyki treSciowej, w szczego6lnosci ta wymagajaca dowodow
niekonstruktywnych, daje si¢ dowies¢ srodkami finitystycznymi
jedynie w matematyce idealne;.

Trzeba raz jeszcze podkresli¢, ze zaproponowana przez Hil-
berta metoda dowodzenia twierdzen matematycznych ma ,,dwie
warstwy” czy tez ,,dwa etapy”. Pierwszy z nich to przeprowa-
dzony w matematyce idealnej dowdd w sensie $cistym, w kto-
rym kazdy krok dowodu jest albo aksjomatem systemu, albo
wynika z aksjomatu lub innego dowiedzionego wczesniej zda-
nia na mocy regut inferencyjnych. Drugi polega na zastosowa-
niu Strategii Wymiany Metamatematycznej i sprowadza si¢ do
metamatematycznej oceny uzyskanego twierdzenia, tj. do przy-
pisania zdaniu matematyki idealnej tresci matematycznej. Wi-
da¢ z tego jasno, ze uznawanie, iz formalizm programu Hilberta
redukuje matematyke do ,,wolnej gry symboli”, jest nieporozu-
mieniem.

PrzejdZzmy teraz do drugiej interpretacji, ktora zdaje si¢ do-
minowac w historycznych badaniach nad programem Hilberta®.

Podsumowac ja mozna krétko w sposob nastepujacy:

3 D.W. Galloway, Finitism..., dz. cyt. Por. takze R. Zach, Hilberts
Finitism, dz. cyt.
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(Interpretacja 2)

(a) Sady i dowody realne = sady i dowody tresciowe = sady
i dowody finitystyczne.

(b) Sady i dowody idealne = sady i dowody formalne = sady
i dowody infinitystyczne.

Galloway — zwolennik tej interpretacji — twierdzi dodat-
kowo, ze nie wszystkie wyrazenia symboliczne (np. zmienne)
naleza do matematyki idealnej. Uwaza, ze finitystyczna czg$¢
matematyki mozna utozsamic¢ z Primitive Recursive Arithme-
tics Thoralfa Skolema.

Wedtug Gallowaya program Hilberta sktada si¢ z trzech
elementow: programu niesprzecznos$ci, programu konserwacji
i tzw. Gltownego Argumentu (Master Argument). Program nie-
sprzecznos$ci polega na udowodnieniu niesprzecznosci systemu
formalnego, w ktorym zawarta jest matematyka infinitystyczna.
Program konserwacji zmierza do wykazania, ze cata matema-
tyka klasyczna jest konserwatywnym rozszerzeniem finitystycz-
nego fragmentu matematyki. Gtowny Argument pokazuje z kolei
zwigzek miedzy oboma programami: wykazujemy w nim, iz jesli
mamy finitystyczny dowod niesprzecznos$ci dla systemu ideal-
nego /, to dla dowolnej skonczonej formuty S dowiedlnej w / mo-
zemy efektywnie skonstruowac czysto finitystyczny dowod S.

Interpretacja Gallowaya budzi pewne watpliwosci. Po
pierwsze, trudno ja pogodzi¢ z wyraznymi deklaracjami Hil-
berta. W cytowanym powyzej fragmencie wyktadu z 1926

roku Hilbert explicite stwierdza, ze zmienne, funktory logiczne
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i inne wyrazenia budujace sady idealne nalezy traktowaé jak
skonczone znaki. Po drugie, trudno zrozumie¢, dlaczego Hil-
bert wyroznia trzy rdézne pary pojec, ktére oznaczaja to samo.
Wreszcie nie jest do konca jasne, w jaki sposob dowie$¢ mozna
niesprzecznosci systemu idealnego 7, jesli formuty tego systemu
nie sa traktowane finitystycznie.

Wydaje sig, ze przywotane roznice i watpliwos$ci interpre-
tacyjne nie sa przypadkowe. Wing za nie ponosi — w pewnej
mierze — sam Hilbert, ktory nie przedstawiat swych idei filozo-
ficznych z jaka$ nadzwyczajna jasnoscia. Pewne znaczenie ma
rowniez fakt, ze koncepcje niemieckiego matematyka ewolu-
owaly w czasie. Wedlug nas program Hilberta mozna przedsta-
wi¢ W sposob nastepujacy:

(ETAP 1) Identyfikacja niebudzacej watpliwosci, finitystycznej
czes$ci matematyki realnej (tresciowe;j).

(ETAP 2) Formalizacja tej czg$ci matematyki (przy czym nie ma
znaczenia, czy t¢ formalna cz¢$¢ bedziemy juz nazywaé matema-
tyka idealna, czy ciagle realna).

(ETAP 3) Zbudowanie odpowiedniego systemu formalnego (ak-
sjomatow i regut inferencyjnych), z ktorych da si¢ zrekonstruowaé
finitystyczna cz¢$¢ matematyki. Sformalizowana matematyka tre-
sciowa petni w tym procesie funkcj¢ heurystyczna; mozna zatem
powiedzie¢, ze na tym etapie aksjomaty traktowane sa ,,tresciowo””.
(ETAP 4) Potraktowanie skonstruowanego systemu formalnego
jako zbioru skonczonych znakow (finitystyczna matematyka ide-

alna w sensie Detlefsena).
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(ETAP 5) Dowdd niesprzecznosei (i ewentualne inne dowody
metamatematyczne) systemu formalnego. Dowody te sa przepro-
wadzane w metamatematyce, ktora jest finitystyczna i tresciowa
(operuje si¢ tu na skonczonych znakach).

(ETAP 6) Metamatematyczna (tre§ciowa) ocena (,,interpretacja’”)
twierdzen wygenerowanych przez system formalny. Udowod-
niona wczesniej niesprzecznos$¢ tego systemu gwarantuje praw-
dziwo$¢ uzyskanych twierdzen (na mocy argumentu przypomi-

najacego Glowny Argument Gallowaya).

Jak wida¢, tak zarysowany program przypomina metode
Gordana: w trakcie obliczen wyrazenia zapisane symbolicz-
nie traktujemy jak ,,pozbawione tresci”, a ich tre§ciowej oceny
dokonujemy jedynie na wstgpie (formulujac aksjomaty) i na
koncu (metamatematycznie oceniajac uzyskane wyniki). Po-
dobienstwo to jest jednak ztudne. Kluczowa roéznica obu ujec
sprowadza si¢ do tego, ze Hilbert mowi o stworzeniu systemu
aksjomatycznego. System ten — by uwiarygodni¢ uzyskane
w jego ramach wyniki — nalezy za kazdym razem poddac ana-
lizie, aby wykaza¢, iz jest on niesprzeczny, zupely i rozstrzy-
galny.

Postulat niesprzecznosci jest oczywisty i byt powtarzany
przez Hilberta przy kazdej okazji prezentacji idei systemu for-
malnego i dowodu. W wyktadzie z 1927 roku Hilbert tak przed-
stawia to zagadnienie, wiazac je z wprowadzeniem rozroznienia

na matematyke idealna i realna:
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W obecnej sytuacji problemowi niesprzeczno$ci mozna
w pelni zaradzi¢, jako Ze celem po wprowadzeniu przedmio-
tow idealnych staje si¢ wykazanie, iz niemozliwe jest otrzy-
manie dwoch logicznie sprzecznych sadow, np. Y i ~Y. Jak za-
znaczatem, zdanie
(A& ~A)> B
wynika logicznie z aksjomatéow dla negacji. Jesli zastapimy
w nim A sadem Y, a B nierownoscia 0 # 0, to otrzymamy:
Y &~Y) > (0#£0).

Gdy mamy juz t¢ formutg, mozemy wywies¢ formute 0 £0 z Y
i ~Y. By dowie$¢ niesprzecznosci, musimy wige jedynie wyka-
zaé, ze 0 # 0 nie mozna uzyskac z naszych aksjomatéw poprzez
zastosowanie obowiazujacych regut, a zatem ze 0 # 0 nie jest do-
wiedlne. A jest to zadanie, ktore miesci si¢ w dziedzinie intuicji,
tak jak np. w dziedzinie tresciowej teorii liczb miesci si¢ zada-
nie dowiedzenia, ze pierwiastek kwadratowy z 2 jest liczba nie-
wymierna. (...) Sformalizowany dowod — tak jak liczebnik — jest
konkretnym, poznawalnym obiektem, ktory mozna zakomuniko-
wac w calosci. To, ze ostatnia formula dowodu jest ,,0 # 07, jest
takze wilasnoscia dowodu, ktora mozna ustali¢ konkretnie. Taki
dowo6d mozna przeprowadzié, co uzasadnia wprowadzenie na-
szych idealnych sadow. Jednoczesnie tatwo dostrzec, ze pozwala
to takze na rozwiazanie problemu (...) dowiedzenia niesprzecz-

nosci aksjomatoéw arytmetyki*.

** D. Hilbert, The Foundation of Mathematics, dz. cyt.
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Warto podkresli¢, ze proponowany przez Hilberta dowod
niesprzecznos$ci arytmetyki ma by¢ dowodem metamatematycz-
nym, tj. ze istotna jego czg$¢ opiera si¢ na rozwazaniach ,,tre-
sciowych”, ktore jednak wykorzystuja jedynie metody finity-
styczne.

Drugim postulatem Hilberta odnos$nie do systemu formal-
nego jest jego zupelnos$c. Wymog ten zostat po raz pierwszy
zdefiniowany precyzyjnie w heidelberskich wyktadach Hilberta
z 1917 roku:

Spojrzmy teraz na problem zupetno$ci. Nazwiemy rozwazany
system aksjomatow zupelnym, jesli zawsze uzyskamy sprzeczny
system aksjomatow, jesli tylko dodamy formutle, ktorej nie da si¢

wywies¢ z dotychczasowego systemu podstawowych formut®.

Problem zupetno$ci wymaga dtuzszego komentarza. Juz we
wczesniejszych pismach i wypowiedziach Hilberta mozna odna-
lez¢ postulat zupetnosci, cho¢ sformutowany nieformalnie badz
ograniczony do jednej dziedziny matematycznej i przedsta-
wiony jako aksjomat. I tak w Grundlagen der Geometrie wpro-
wadzony zostal aksjomat V(2), ktéry stwierdza, ze niemozliwe
jest rozszerzenie systemu punktow, linii i plaszczyzn poprzez

dodanie nowych obiektow tak, by inne aksjomaty pozostaty

% D. Hilbert, Prinzipien der Mathematik, wyktad z 1917 roku, cyt.
za: W. Sieg, Hilbert'’s Programs: 1917—1922, , Department of Philoso-
phy” 1997, Paper 540, http://repository.cmu.edu/philosophy/540.
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spelnione®*. W 1905 roku Hilbert sformutowat podobny ak-
sjomat dla liczb rzeczywistych. W tym samym dziele postawit
ogolne pytanie o zupetnosé: czy system aksjomatow wystarcza,
by dowies¢ wszystkich ,,faktow” badanej teorii?*’

Latwo zauwazy¢, Zze pojecie zupelnosci sformutowane
przez Hilberta w 1917 roku jest wlasnos$cia systemu formal-
nego (jest zatem pojeciem metamatematycznym). Co wigeej,
zdefiniowana wtasnos¢ to tzw. zupetnos$¢ (syntaktyczna) w sen-
sie Posta. Nalezy ja odrozni¢ od tzw. negacyjnej zupetnosci syn-

taktycznej definiowanej w sposob nastepujacy:

System S nazywamy zupelnym w sensie negacyjnym, jezeli dla
kazdej formuty A systemu S (tj. wyrazonej w jezyku systemu S)

albo A, albo ~A jest twierdzeniem systemu S.

Latwo zrozumie¢, dlaczego Hilbert postuguje si¢ pojeciem
zupetos$ci w sensie Posta, a nie zupelnosci negacyjnej. Jego
postulat ma odnosi¢ si¢ do wszelkich systemow formalnych,
w tym do systemow logicznych. W systemach takich, np. w ra-
chunku zdan badz w rachunku predykatow, zupeto$é negacyjna
w sposob trywialny nie jest spetniona (np. ani p, ani ~p nie sa

twierdzeniami rachunku zdan).

% Wydaje si¢ zatem, ze taki wymog zupelnosci mial charakter sys-
temowy, a nie metalogiczny, w przeciwienstwie do pogladow z 1917
roku.

7 Por. R. Zach, Hilberts Finitism, dz. cyt.
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Hilbert nie formutuje takze wymogu zupelnos$ci semantycz-
nej (pelosci), tzn. ze wszystkie formuly systemu S, ktore sa
prawdziwe (dla okreslonego modelu), sa jego twierdzeniami.
Nie ma to zwiazku, jak mozna by przypuszczaé, z faktem, ze
wyrazne rozréznienie migdzy semantyka a syntaktyka nastapito
dopiero wraz z pracami Alfreda Tarskiego w latach trzydzie-
stych XX wieku. Badania historykéw wskazuja®, ze w szkole
Hilberta odr6zniano pojgcia zupetos$ci syntaktycznej i seman-
tycznej jeszcze przed rokiem 1920. Wydaje sig raczej, ze wymog
zupelosci semantycznej nie zostal sformutowany w ramach
programu Hilberta, gdyz nie wspotgrat on z formalistycznym
charakterem tego programu; problem prawdziwosci tez arytme-
tyki pojawia si¢ dopiero na poziomie metamatematycznej oceny
twierdzen systemu formalnego, juz po udowodnieniu twierdze-
nia o niesprzecznos$ci, zupetnosci itd. Mozna jednak przyjac,
ze dla Hilberta zupelno$¢ syntaktyczna (w sensie Posta) miata
gwarantowac¢ zupelnos¢ semantyczna®.

Trzeba jeszcze dodac, ze wymog zupetnosci mozna traktowac
jako precyzacje jednego z aspektow postulatu Hilbertowskiego,
ktory wynika z odrzucenia ignorabimus i ktory nazwalismy (P2):

(P2) Mozna dowies¢ wszelkich twierdzen matematycznych.

Mozemy zatem zapisac:

(P2.1)System formalny powinien by¢ zupelny wsensie Posta.

3% Por. R. Zach, Hilbert's Program, dz. cyt.
3 Tamze.
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Podobnie rzecz si¢ ma z trzecim wymogiem sformutowa-
nym przez Hilberta, tj. z rozstrzygalnoscia. Tak jak w przypadku
zupetosci Hilbert nawiazywat do rozstrzygalno$ci juz w wy-
ktadach z 1905 roku. Jednak, jak twierdzi Zach®, pierwszym,
ktory precyzyjnie wyrazit ten postulat, byt Heinrich Behmann,
ktory w swej pracy habilitacyjnej z 1921 roku pisat:

Nalezy wskaza¢ ogdlny zbior instrukcji, na ktorych podstawie
da sig¢ okresli¢, w skonczonej liczbie krokéow, poprawnos¢ badz
falszywo$¢ dowolnego twierdzenia sformutowanego za pomoca

srodkow logicznych?!.

Najstynniejsze sformutowanie Entscheidungsproblem po-
chodzi od Hilberta i Wilhelma Ackermanna z Grundzuge der
theoretischen Logik z 1928 roku:

Entscheidungsproblem zostanie rozwiazany, gdy kto§ wskaze
procedure, ktora pozwoli na ustalenie w skonczonej liczbie ope-
racji, czy dane wyrazenie logiczne jest co do zasady prawdziwe
badz spetnialne. Rozwiazanie Entscheidungsproblem ma funda-
mentalne znacznie dla teorii tych wszystkich dziedzin, ktérych
twierdzen dowodzi¢ mozna logicznie ze skonczonego zbioru ak-

sjomatow*.

4 Tamze.

4 Cyt. za: tamze.

“ D. Hilbert, W. Ackermann, Grundzuge der theoretischen Logik,
New York 1946.
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Jak wspominali$my, postulat rozstrzygalno$ci mozna uwa-
za¢ za doprecyzowanie (P2):
(P2.2) System formalny powinien by¢ rozstrzygalny.

Warto jednak zauwazy¢, ze istnieje pewna roéznica mig-
dzy wymogiem zupelnos$ci a wymogiem rozstrzygalnosci®. Ten
pierwszy pojawiat si¢ poczatkowo w pismach Hilberta jako ak-
sjomat systemow formalnych (np. geometrii). Dopiero od okoto
1918 roku zaczgto go traktowac jako metamatematyczny wy-
moég natozony na system formalny. Rozstrzygalnos¢ nigdy nie
byta ujmowana jako aksjomat. Co wigcej, problem rozstrzygal-
no$ci formutowany jest przez Hilberta i jego uczniow bardziej
jako pytanie, a nie jako postulat, ktory musi zosta¢ spetniony

przez system formalny.

3. Podmiot matematyczny

Tak rozumiany program Hilberta presuponuje pewne tezy od-
nos$nie do cech, ktore musi spelnia¢ podmiot uprawiajacy mate-
matyke. Niektore z tych wlasnos$ci sa zwiazane z sama idea sys-
temu formalnego. By moc skonstruowac taki system i si¢ nim

postugiwac, podmiot musi potrafi¢ co najmniej:

# Cho¢ mozna rozumie¢ wymog zupelnosci jako wymog rozstrzygal-
no$ci. Mianowicie teoria jest zupekna, gdy nie istnieja w niej wyraze-
nia nierozstrzygalne.
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(P1) Identyfikowac i reidentyfikowac znaki.

(P2) Manipulowa¢ znakami.

(P3) Stosowac reguty manipulacji znakami.

(P4) Reaplikowac te reguty (potencjalnie wiele razy).

Trzecia presupozycja jest najciekawsza. Czym jest bowiem
reguta manipulacji znakami? Wezmy dla przyktadu regute mo-

dus ponens:

gdzie A i B to metajgzykowe zmienne oznaczajace dowolne, po-
prawnie zbudowane wyrazenia danego systemu formalnego. AiB
odnosza si¢ zatem do potencjalnie nieskonczenie wielu wyrazen.
Mowiac inaczej, umiejetnos¢ zastosowania reguly to umiejetnosé
manipulowania — w taki sam sposdb — potencjalnie nieskonczenie
wieloma symbolami. Jest to, jak si¢ wydaje, bardzo mocna cecha
podmiotu matematycznego. Podobna sytuacja zachodzi w przy-
padku presupozycji P4: podmiot musi mie¢ zdolnos¢ do poten-
cjalnie nieskonczenie wielu zastosowan tej samej reguty.
Dodatkowe wtasnosci podmiotu wiaza si¢ zrozumowaniami
tresciowymi, a zatem zar6wno z finitystycznymi rozumowaniami
matematycznymi, ktore maja prowadzi¢ do sformutowania ak-
sjomatow, jak i z metamatematyczng oceng uzyskanych w ra-

mach systemu wynikéw. Podmiot Matematyczny musi zatem:
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(P5) Postrzegac tresciowo finitystyczne przedmioty mate-
matyczne.

(P6) Potrafi¢ przyporzadkowa¢ tym przedmiotom znaki,
a takze umie¢ ,,odkodowac” te przedmioty ze znakow.

Wszystko to wskazuje, ze matematyka nie jest dla Hilberta
,»wolna gra symboli”; cho¢ system formalny potrzebny jest po
to, by uniknac¢ probleméw z nieskonczonoscia aktualna, nie wy-
czerpuje on matematyki.

Co cickawe, Hilbert wypowiedzial si¢ explicite na temat
Podmiotu Matematycznego. W nieopublikowanym wyktadzie
pt. Logische Prinzipien des mathematischen Denkens z 1905
roku, zanotowanym przez Ernsta Hellingera, Hilbert postulo-
wat istnienie nauki metodologicznie wczesniejszej od matema-
tyki i nawet sformutowat w przyblizeniu jeden z jej aksjoma-
tow. Ow aksjomat nazwat Aksjomatem Myslenia (Aksjomatem

Istnienia Inteligencji):

Mam zdolno$¢ do myslenia rzeczy i oznaczania ich za pomoca
prostych znakéw (a, b, X, Y...) w tak catkowicie charaktery-
styczny sposob, ze mogg je zawsze rozpoznac bez watpliwosci.
Mo¢j umyst operuje tymi oznaczonymi rzeczami na pewne Spo-
soby, wedle pewnych praw, i jestem w stanie rozpoznac te prawa

przez samoobserwacje¢ i doskonale je opisac*.

# Cyt. za: M. Hallet, Hilberts Axiomatic Method and the Laws of
Thought, [w:] Mathematics and Mind, red. A. George, Oxford 1994.
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Ta wypowiedz Hilberta wymaga krotkiego komentarza.
Po pierwsze, podmiot ten doskonale ,,wpasowuje si¢” w finity-
styczne tezy filozofii Hilberta. Mozna by wrecz powiedzieé, ze
opisany powyzej podmiot posiada doktadnie te wtasnosci, ktore
sa konieczne do ,,widzenia w intuicji” systemu formalnego rozu-
mianego jako system skonczonych symboli, dowodzenia (fini-
tystycznie) twierdzen metamatematycznych o tych symbolach,
dokonywania tresciowej, metamatematycznej oceny twierdzen
wytworzonych w ramach systemu formalnego itd. Z drugiej
strony podmiot taki nie jest w stanie ocenia¢ poprawnie (by¢
pewny prawdziwos$ci) twierdzen infinitystycznych.

Po drugie, Hilbertowski Podmiot Matematyczny nosi wy-
razny rys kantowski. Wida¢ to jasno, gdy poréwna si¢ propo-
zycje Hilberta z podobnym, na pierwszy rzut oka, ,,aksjoma-
tem” nauki uprzedniej wobec matematyki, ktory sformutowat
w Lehrbuch der Arithmetik und Algebra z 1873 roku Ernst
Schroder. ,,Aksjomat” ten, ,,jeden jedyny”, jak okresla go sam
autor, to ,,aksjomat trwatosci znakow”. Gtosi on:

We wszystkich naszych derywacjach i konkluzjach znaki pozo-
staja w naszej pamigci i — co moze wazniejsze — na papierze (...).
Bez tej zasady ustalonej w drodze dedukcji i generalizacji na pod-
stawie bogatego doswiadczenia jakakolwiek indukcja bytaby ilu-
zoryczna, jako ze dedukcja zaczyna si¢ w chwili, gdy — po ,,prze-
braniu” wlasnos$ci przedmiotow w znaki — analiza przedmiotow
zostaje zastapiona analizg znakow™®.

* E. Schroder, Lehrbuch der Arithmetik und Algebra fur Lehrer und
Studirende, Leipzig 1873.
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Ten Schroderowski ,,aksjomat” zostat wy$miany przez zna-
nego filozofa neokantowskiego Leonarda Nelsona. Zdaniem
Nelsona takie znaki, ktorymi miataby operowa¢ matematyka,
bytyby ,,$ladami kredy na tablicy. By znalez¢ wnioskowania po-
wszechnie wazne, matematyka potrzebuje pewnych warunkow
wstepnych odnosnie do statosci jej znakow; warunki te musza
by¢ same apodyktycznie wazne. Jesli przedmiotami matema-
tyki bytyby §lady kredy na tablicy, matematyka potrzebowataby
apodyktycznie pewnego aksjomatu, twierdzacego, ze §lady te sa
trwatle i ze mozna postawi¢ je w dowolnym miejscu na tablicy.
I aksjomat ten — jako apodyktyczne twierdzenie — bylby twier-
dzeniem a priori. Wyobrazcie to sobie: wiedza a priori o wiecz-
nie trwalej kredzie! Kto$, kto uwaza, ze mozna oby¢ sig¢ bez
ugruntowania matematyki na czystej intuicji czasu, musi w za-
mian zwigza¢ los wiedzy apriorycznej z losem kredy i tabli-
cy”™®. Krytyka Nelsona wymierzona w ,,metafizyke kredy” jest
w gruncie rzeczy krytyka takich prob ugruntowania matema-
tyki, ktore zamiast do struktur podmiotu transcendentalnego od-
wotuja si¢ do empirii.

Nelson stuchat wyktadow Hilberta w 1905 roku i wydaje
sig, ze nie mial powodoéw, by krytykowa¢ Hilbertowski ,,ak-
sjomat mys$lenia”, tak jak to uczynit z postulatem Schrodera.
Transcendentalno$¢ Hilbertowskiego podmiotu wida¢ na dwoch
poziomach. Po pierwsze, przedmioty, ktére podmiot matema-
tyczny ,,widzi”, nie maja charakteru empirycznego. Dotyczy

% L. Nelson, Kritische Philosophie und mathematische Axiomatik,
,,Unterrichtsblitter fiir Mathematik und Naturwissenschaften” 1959,
nr 34, s. 140.
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to zarowno (tre$ciowych) przedmiotow matematycznych, jak
i znakow, ktorymi przedmioty te zastgpujemy; nie jest to jednak
przy tym kontemplacja obiektow platonskich. Po drugie, pod-
miot matematyczny jest zdolny do rozumienia i stosowania re-
gut — 1 to stosowania ich potencjalnie nieskonczenie wiele razy.

Czym w takim razie ro6zni si¢ Hilbertowski Podmiot Ma-
tematyczny od Kantowskiego Podmiotu Transcendentalnego?
Mozna zaryzykowac twierdzenie, ze — na najogo6lniejszym po-
ziomie — niczym. Gloéwna réznica migdzy Kantem a Hilber-
tem sprowadza si¢ do tego, ze rozumienie, czym jest matema-
tyka, zmienito si¢ w ciagu XIX wieku w zasadniczy sposob. Dla
Kanta paradygmatem wiedzy matematycznej wciaz byta geo-
metria Euklidesa: i arytmetyka, i algebra miaty swoje zakorze-
nienie w intuicji przestrzeni. Pokazuje to dobitnie Lisa Shabel,
ktora — analizujac podrecznik do matematyki Christiana Wolfta,
z ktorego najprawdopodobniej uczyt swych studentow Kant —
wykazuje, ze dla myslicieli X VIII wieku arytmetyka byta ugrun-
towana na relacjach geometrycznych, algebra zas$ nie stanowita
w ogoble odrgbnej dyscypliny matematycznej, a jedynie narzeg-
dzie wykorzystywane w rozwazaniach geometrycznych i aryt-
metycznych?. Tymczasem — jak ilustruje to dobitnie przywo-
tana na poczatku tego artykutu historia problemu Gordana — dla
Hilberta arytmetyka i algebra byly juz catkiem samodzielnymi,

niesprowadzalnymi do geometrii dziedzinami matematyki. T¢

47 Por. L. Shabel, Kant on the ‘Symbolic Construction’ of Mathemati-

cal Concepts, ,,Studies in the History and Philosophy of Science”
1998, t. 29, nr 4, s. 589-621.



Podmiot matematyczny Hilberta

roéznicg migdzy Kantem a Hilbertem mozna tez zobrazowac,

przywotujac sposob, w jaki rozumieli oni aksjomaty. Kant pisze:

Matematyka jest zdolna do posiadania aksjomatoéw, gdyz za po-
mocg konstrukcji poje¢ w danych naocznych przedmiotu moze
jego cechy powiazaé z soba a priori i bezposrednio, np. ze trzy
punkty leza zawsze w jednej plaszczyznie. Zasada syntetyczna
nie moze natomiast nigdy by¢ bezposrednio pewna jedynie na

podstawie pojec*.

I gdzie indzie;j:

Zasady dyskursywne sg czyms$ innym niz intuitywne, tzn. aksjo-
maty. Tamte domagaja si¢ zawsze jeszcze dedukcji, bez ktorej te
moga zupelnie si¢ oby¢, a poniewaz te sa wtasnie z tego powodu
oczywiste, czego zasady filozoficzne przy catej ich pewnosci nie
moga przeciez nigdy udawac, wigc nieskonczenie wiele brak do
tego, by jakiekolwiek twierdzenie syntetyczne czystego i trans-
cendentalnego rozumu bylo tak oczywiste, jak zdanie ,,dwa razy

dwa jest cztery”™°.

Dla Kanta zatem aksjomaty sa twierdzeniami absolutnie
pewnymi (bo apriorycznymi), ktére sa oparte na bezposred-
nim ogladzie intuicyjnym. Jako takie jednak sa, po pierwsze,

# 1. Kant, Krytyka czystego rozumu, thum. R. Ingarden, Kety 2006,
B761.
# Tamze.
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tresciowe 1, po drugie, nie odgrywaja Zadnej istotnej roli in-
ferencyjnej. W gruncie rzeczy bez aksjomatéw mozna by sig
obejs¢, jako ze kazde twierdzenie matematyczne udowadniamy
— ostatecznie — dokonujac odpowiedniej konstrukcji w naocz-
nos$ci. Zreszta monadyczna logika, ktora dysponowat Kant, by-
laby nieprzydatna do wyprowadzania nietrywialnych twierdzen
matematycznych z tak rozumianych aksjomatow®. Tymczasem
Hilbert przyznaje aksjomatom — ktore mozna potraktowac jako
ciag nic nieznaczacych symboli — rolg zgota odmienna. Idea sys-
temu aksjomatycznego jest sposobem na to, by pokazac¢ powia-
zania migdzy prawdami matematycznymi i lepiej je zrozumiec.

Te rozbieznosci migdzy Kantowskim a Hilbertowskim ro-
zumieniem matematyki nie powinny przestania¢ istotnych po-
dobienstw. I Kant, 1 Hilbert twierdza, ze matematyk nie zajmuje
si¢ ani obiektami empirycznymi, ani ,,czysto platonskimi”. Obaj
— jeden explicite, a drugi implicite — postuluja istnienie pod-
miotu o charakterze transcendentalnym, ktoérego cechy, przekra-
czajace zdolnosci jakiegokolwiek podmiotu empirycznego, sta-

nowia warunek konieczny uprawiania matematyki.

Jesli nasze ustalenia sa poprawne, to filozofia matematyki Hil-
berta zaktada bardzo silng metafizyke. Jest to ukryta metafizyka

% Por. B. Brozek, A. Olszewski, The Mathematics of the Transcen-
dental Ego, ,,Copernicus Center Reports”, t. 2, Krakow 2011 i litera-
tura tam cytowana.
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Podmiotu Matematycznego, ktory, cho¢ z pewnymi zastrzeze-
niami, mozna utozsamia¢ z Kantowskim Podmiotem Trans-
cendentalnym. Nie powinno to jednak zaskakiwac¢. Elementy
Kantowskie odgrywaly kluczowa, cho¢ nieraz dobrze ,,ukryta”
rolg¢ w wielu koncepcjach filozoficznych powstalych w pierw-
szej polowie XX wieku. Znakomitego przykladu dostarczaja
tu poglady Rudolfa Carnapa. W Der logische Aufbau der Welt
i w Logical Syntax of Language podjat on bezkompromisowa
probe wyrugowania metafizyki z filozofii. W rozwinigtej wersji
jego koncepcji, zgodnie z zasada tolerancji, istniata mozliwos¢
wyboru dowolnego jezyka, ktory to wybdr konstytuuje sposodb
pojmowania $wiata. Zaden jezyk nie jest jednak w tym kon-
tekscie uprzywilejowany. Ten projekt Carnapa ponidst kleske,
ktora Stanistaw Wszotek podsumowuje w sposob nastgpujacy:

[Carnap] byt ukrytym kantysta. (...) [Jego] zamierzenia okazaty
si¢ chybione. Okazaly si¢ takimi nie tylko dlatego, Zze postulat
neutralnos$ci jest utopijny, ale takze dlatego, ze Carnap, zwalcza-
jac metafizyke m.in. Kanta, ciagle pracuje w ramach kantow-
skiego programu. Inaczej méwiac, w Carnapowskim rozumieniu
konstruowania lub konstytuowania, jak réwniez w jego formal-
nym podejsciu do kwestii filozoficznych, nie ma zadnej neutral-
nosci, gdyz logika kantyzmu przenika wszystkie projekty Car-
napa. (...) Wybdr systemu jezykowego, podobnie jak u Kanta,
jest praktycznym wyborem na poziomie transcendentalnym.
W tym kontekscie ,,transcendentalny” znaczy tyle, ze uzytkownik

jezyka decyduje o regulach na podstawie warto$ci, ktore kieruja
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jego wyborami. Oczywiscie uzytkownik jezyka nie jest neutralny.
(...) Podmiot konstruujacy nie jest podmiotem empirycznym, bo
ten sam jest ,,owocem” konstrukcji. [Carnap mowi], ze podmiot
byltby empiryczny, gdyby ,,zycie” i ,,oddychanie” byly terminami
w systemie semantycznym. A zatem jesli podmiot nie ma charak-
teru empirycznego, to jaki jest jego status? Mozliwa spdjna odpo-

wiedzZ kaze przypisa¢ mu transcendentalny charakter®'.
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Gottlob Frege o liczbie
Przyczynek do okreslenia roli, jaka dla
filozofow petni historia matematyki

Gabriela Besler
Instytut Filozofii, Uniwersytet Slaski

Gottlob Frege on numbers
An attempt to determine the role of the history

of mathematics in the work of philosophers

Abstract
In this paper I will focus on Frege’s six crucial claims on numbers.
I begin with indicating the reasons for his interest in this topic and
conclude with a reflection on the role of the history of mathematics
in the practice of philosophy. Frege believed that the study on num-
bers is a common task for both philosophers and mathematicians.

In this article, priority is given to the philosophical aspect.

Key words:
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[...] gruntowne badania nad pojeciem liczby [Zahlbegriff]
musza jednak okaza¢ si¢ w pewnej mierze filozoficzne.

Zadanie to jest bowiem wspdlne matematyce i filozofii'.
Wstep

onad czterdziestoletni dorobek naukowy Gottloba Fregego

byl podporzadkowany poszukiwaniu odpowiedzi na filo-
zoficzno-matematyczno-logiczne pytanie ,,Czym jest liczba?”.
Powszechnie uwaza si¢, ze Frege opracowal jedna koncepcje
liczby, odwotujaca si¢ do rownolicznosci pojeé, w ktorej szcze-
gblne miejsce zajmuje operator ,,jest liczba”. Okres, w ktérym
pracowatl nad tym rozwiazaniem, jest traktowany jako szczytowy
w rozwoju mysli Fregego; wszystko, co byto przed tym — byto
okresem przygotowawczym, a wszystko, co potem — okresem
schylkowym. W tym tekscie skupig si¢ na wyrdznieniu szesciu
waznych, kluczowych wypowiedzi dotyczacych liczby. Mo6j ar-
tykut rozpoczng od informacji na temat powodow zainteresowa-
nia si¢ tym tematem przez Fregego, a zakonczg refleksja na temat
roli historii matematyki w uprawianiu filozofii. Frege uwazal, ze
badanie liczby jest zadaniem wspolnym filozofom i matematy-

kom. Tu pierwszoplanowo traktuj¢ aspekt filozoficzny.

' G. Frege, Die Grundlagen der Arithmetik. Eine logisch mathema-
tische Untersuchung tiber den Begriff der Zahl, Hamburg 1986, s. 6
(Podstawy arytmetyki. Logiczno-matematyczne badania nad pojeciem
liczby, [w:] F. Brentano, G. Frege, Ch. Thiel, Proby gramatyki filozo-
ficznej. Antologia, thum. 1 oprac. K. Rotter, Wroctaw 1997, s. 89).
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Geneza zainteresowania sie liczba jako liczba

Pytanie o liczbg byto pierwszym filozoficznym pytaniem Fre-
gego 1 okazato si¢ centralnym dla jego filozofii. Wszystko,
czego dokonal w filozofii, logice i semantyce, bylo konsekwen-
cja badania liczby. Za upokarzajacy uwazatl brak jasnosci co
do podstawowego przedmiotu zainteresowan matematyki, ja-
kim jest liczba. Jak pisat: przejrzysto$¢ podstaw to potrzeba ro-
zumu (Vernunft)®. Pojgcie liczby uwazat za szczeg6lne. Wy-
daje si¢, ze mozna wskaza¢ na dwie inspiracje badan Fregego
nad liczba: niezadowolenie z poziomu literatury matematycz-
nej (w tym podrecznikow) w jego czasach oraz niezadowolenie
z charakteru wlasnych prac awansowych, doktorskiej i habili-
tacyjnej’. Bezposrednia inspiracja do badania podstaw arytme-
tyki mogtly by¢ dla Fregego niedostatki dostrzezone w ksiazce
Heinricha Seegera pt. Die Elemente der Arithmetik, fiir den
Schulunterricht bearbeitet (1874), ktérej recenzje Frege opu-
blikowat w 1874 roku*. Dotyczyly one mato zrozumiatego dla
ucznidw sposobu okreslenia niektérych pojeé matematycznych

(np. liczb ujemnych) oraz zwiazanych z nimi praw. Zauwazone

2 Tamze, s. 17 (s. 98).

’ Tenze, Rechnungsmethoden, die sich auf eine Erweiterung des Gros-
senbegriffes griinden. Dissertation zur Erlangung der Venia Docendi bei
der Philosophischen Fakultdit in Jena, Jena 1874, [w:] Kleine Schriften,
Darmstadt 1967, s. 50-84.

* Tenze, [rec.] H. Seeger, Die Elemente der Arithmetik, fiir den Schul-
unterricht bearbeitet, ,Jenaer Literaturzeitung” 1874, Bd. 1, s. 722,
[w:] Kleine Schriften, Hamburg 1983, s. 85-86.
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braki mogty by¢ jednym z bodzcoéw do zajgcia si¢ fundamen-
talnymi kategoriami arytmetyki oraz zrodtem programu logi-
cyzmu’®. Do realizacji tych zadan Frege przygotowywat si¢ juz
od swej pierwszej ksiazki, Begriffsschrift (1879)°, po§wigconej
opracowaniu pewnego j¢zyka logicznego (zwanego pismem po-
jeciowym), wypunktowaniu aksjomatoéw i pokazaniu zastoso-
wania tego jezyka do charakterystyki szeregu (Reihe). Badanie
migdzy innymi tych zagadnien doprowadzito go do gldwnego
zadania jego pracy naukowej: jak zdefiniowac liczbg za pomoca
poje¢ logicznych.

Uporzadkowanie waznych sformutowan
dotyczacych liczby

W tym artykule zarysowuj¢ drogg, jaka przebyt Frege, poczaw-
szy od niedostatkow zauwazonych w okreslaniu liczby na uzy-
tek matematyki i wczesnych prac, poprzez kolejne proby zara-
dzenia tym zauwazonym brakom w matematyce az do tekstow
pisanych na krotko przed §miercia. Publikowat w formie ksiazek

lub artykutéw, cho¢ pozostawil takze teksty niepublikowane,

5 Zob. T.W. Bynum, On the Life and Work of Gottlob Frege, [w:]
Conceptual Notation and Related Articles, tham. i oprac. T.W. Bynum,
Oxford 1972, s. 9.

¢ G. Frege, Begriffsschrift und andere Aufsditze, Ziirich-New York
1998 (Ideografia. Jezyk formalny czystego myslenia wzorowany na
Jezyku arytmetyki [ Przedmowa, §§ 1-13], [w:] F. Brentano, G. Frege,
Ch. Thiel, Proby gramatyki filozoficznej..., dz. cyt., s. 45-85).
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ale przygotowane do druku, oraz teksty, ktorych nie przygoto-
wat do publikacji. Snut ponadto listowne dyskusje z matematy-
kami i filozofami pracujacymi nad podobnymi zagadnieniami
w jego czasach. Niektore z tych materiatow nie przetrwaty dru-
giej wojny §wiatowej.

Intensywne badania, jakie prowadzil Frege, zaowocowaly
trzema ksiazkami (w tym jedna wydana w dwoch tomach)
i licznymi artykutami’. Analizujac ich tres¢, wyodrgbnitam
sze§¢ waznych sformulowan dotyczacych okreslenia liczby,
mimo ze zazwyczaj przywoluje si¢ jedno, odwotlujace si¢ do
rownolicznosci poje¢. W literaturze jest najczesciej w ogole
pomijany pomyst taczenia liczby z geometria, ktorego Frege
nie zdazyt juz opracowac. Uwazam, ze wszystkie omawiane
przeze mnie sformutowania byty dla Fregego kolejnymi eta-

pami w szukaniu mozliwo$ci uscislenia podstaw arytmetyki

7 Oto wszystkie pozycje Fregego traktujace bezposrednio o liczbie.
Zastosowano nastgpujace skroty: opublikowane (O), niepublikowa-
ne za zycia Fregego, ale przygotowane przez niego do druku (NP),
niepublikowane i nieprzygotowane do druku (NN). Petna informacja
bibliograficzna znajduje si¢ na koncu artykutu. Begriffsschrift und an-
dere Aufsitze (1879), Die Grundlagen der Arithmetik (1884), Uber
Begriff der Zahl (1891-1892) — NN, Uber Begriff und Gegenstand
(1892) — O, Grundgesetze der Arithmetik, Bd. 1 (1893) — O, Uber der
Zahlen des Herrn H. Schubert (1899) — O, Grundgesetze der Arithme-
tik, Bd. 2 (1903) — O, Nachwort (1903), Tagebucheintragungen iiber
Begriff der Zahl — NN, Zahl (1924) — NN, Erkenntnisquellen der Ma-
thematik und der mathematischen Naturwissenschaften (1924—1925)
— NP, Zahlen und Arithmetik (1924) — NN, Neuer Versuch der Grund-
legung der Arithmetik (1924/1925). Ten spis mozna byloby uzupetnic¢
listami, ktore traktowaty o tej problematyce.
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liczb naturalnych. Pierwszych pig¢ zarazem okreslalo zreby
logicyzmu Fregego (jako stanowiska co do podstaw arytme-
tyki), przyjmujacego, ze wszystkie jej gtdwne pojecia i ope-
racje moga by¢ zdefiniowane na podstawie poje¢ i operacji
logicznych. Uwazam, ze pokazujac rozwoj pogladow autora,
warto zatrzymac si¢ takze na tych stopniach jego drogi, ktore,
chociaz mato znane, prowadzily go jednak do przodu. Z tego
wzgledu, Ze najwazniejszym momentem w badaniu liczby, ja-
kie prowadzit Frege, okazalo si¢ znalezienie antynomii w sys-
temie logicznym, w ktorym byta wyrazona jedna z koncepcji
liczby, kluczowe sformutowania dotyczace liczby porzadkuje
nastepujaco:

Okres przed znalezieniem antynomii

1) liczba okreslana jako funkcja konstytuujaca szereg (Be-
griffsschrift 1 Anwendungen der Begriffsschrift, 1879);

2) liczba okreslana indukcyjnie i zarazem przez relacj¢ pod-
padania pod pojecie (Die Grundlagen der Arithmetik,
1884);

3) liczba okreslana przez relacjg rownolicznosci pojge, wy-
razona za pomoca slow, a nie symbolicznie (Die Grun-
dlagen der Arithmetik, 1884);

4) liczba okreslana przez relacjg rownolicznosci pojec, ale
wyrazong za pomoca pisma pojeciowego (Grundgesetze
der Arithmetik, Bd. 1, 1893; Bd. 2, 1903);
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OKres po znalezieniu antynomii
5) liczba okreslana przez relacjg rownoliczno$ci wraz z pro-
bami ominigcia antynomii (Nachwort, [w:] Grundgesetze
der Arithmetik, Bd. 2, 1903, s. 253-265);
6) liczba okre$lana przez oparcie arytmetyki liczb natural-
nych nie na logice, ale na geometrii (Neuer Versuch der
Grundlegung der Arithmetik, 1924/1925).

Podane przez Fregego okreslenie liczby umozliwiato okre-
$lenie poszczegdlnych liczb: 0, 1, 2 itd. W okreSleniach 1,415
kluczowa role odgrywat zapis za pomoca Fregego pisma pojec.
Z tego wzgledu, ze celem mojego artykutu nie jest prezentacja
jezyka logiki Fregego (temat zbyt obszerny), te sformutowania
podam tylko w jezyku naturalnym.

Liczba okreslana jako funkcja
konstytuujaca szereg

W 1879 roku Frege opublikowatl Begriffsschrift, w ktorym sfor-
mulowat syntaktyke i semantyke dla rachunku zdan oraz ra-
chunku predykatow pierwszego i drugiego stopnia. Postugujac
si¢ takimi narzedziami, zdefiniowat pojgcie szeregu (za pomoca
funkcji konstytuujacej szereg) i nastgpnika w szeregu oraz re-
lacje nastgpowania. W dalszej kolejnosci w Anwendungen der
Begriffsschrif (1879) okreslit dodatnia liczbg catkowita induk-
cyjnie jako funkcj¢ konstytuujaca szereg, przy czym postuzyt
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si¢ nastgpujacymi terminami pierwotnymi: liczba, nastgpstwo,
01 1. Oto parafraza logicznego zapisu Fregego: ,,a jest dodatnia
liczba catkowita, jezeli nalezy do szeregu zaczynajacego si¢ od
0 i konstytuowanego przez powigkszanie o 157,

Na tym sformutowaniu Frege nie poprzestal, lecz prowa-
dzil swe badania dalej, co spowodowane bylo migdzy innymi
tym, ze wigcej obiektow da si¢ policzy¢ (zindywidualizowane,
materialne, niematerialne, nast¢pujace po sobie w czasie), niz
ustawi¢ w szereg, a wigc powyzsze okreslenie liczby radykal-

nie ogranicza jej zastosowanie.

Liczba okreslana indukcyjnie i zarazem przez
relacje podpadania pod pojecie

Pierwsze okreslenie liczby, zwiazane z Begriffsschrift, byto do-
konane za pomoca narzedzi logicznych i wyrazone w jgzyku
symbolicznym. Ze wzgledu jednak na to, Ze jezyk logiczny, ja-
kim postugiwat si¢ Frege, odstraszat wielu potencjalnych czy-
telnikow, postanowil z niego zrezygnowa¢ na rzecz jezyka
naturalnego. Uwazal, ze tym sposobem rozszerzy zakres oddzia-
lywania swej koncepcji. Nastepny etap poszukiwania precyzyj-
nego okreslenia, czym jest liczba, znalazt wyraz w poczatko-
wych paragrafach Die Grundlagen der Arithmetik (1884). Tam

8 Zob. G. Frege, Anwendungen der Begriffsschrift, ,Jenaische Zeit-
schrift fiir Naturwissenschaft” 1879, nr 13, [w:] Begriffsschrift..., dz.
cyt., s. 90.
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indukcyjne okreslenie liczby zostato istotnie zmodyfikowane
przez zastosowanie (niestosowanej wczesniej) relacji podpa-
dania obiektu pod pojecie. Ten drugi istotny sposob okreslenia
liczby mozna bytoby nazwa¢ przejsciowym z tego wzgledu, ze
z jednej strony autor odwotuje si¢ do (tak typowego dla defi-
nicji indukcyjnej) nastgpnika, a z drugiej pojawia si¢ element,
ktory juz wkrotce okaze si¢ kluczowy przy definiowaniu opar-
tym na réwnolicznos$ci: relacja podpadania pod pojecie. Nim
przejde do przedstawienia okreslenia przejsciowego, odnotuje
parg informacji o waznym odréznieniu Zahl od Anzahl wprowa-
dzonym w Die Grundlagen der Arithmetik, a wigc w dojrzatym
okresie badan nad liczba. Trudno wskaza¢ drogg, ktora dopro-
wadzita go do koniecznoS$ci przyjecia takiego rozwiazania. Po-
nizej przedstawig czytelnikowi, jak rozumial on te dwa stowa,

bliskoznaczne w potocznym jezyku niemieckim. Frege pisat:

[...] liczba [Zahl — przyp. G.B.], ktéra zajmuje si¢ arytmetyka,
musi by¢ traktowana nie jako niesamodzielny atrybut, lecz rze-
czownikowo (réznica ta odpowiada roéznicy migdzy ,,biekitny”
a ,.kolor nieba”). Liczba [Zahl — przyp. G.B.] jawi si¢ wigc jako
rozpoznawalny przedmiot, chociaz nie fizyczny ani nawet prze-
strzenny, czy taki, ktory mogliby$my sobie jako$ wyobrazic®.
Liczby zachowuja sig [ ...] catkiem inaczej niz indywidua ja-

kiego$ gatunku zwierzat, gdyz sa w okreslony sposob uszerego-

° Tenze, Die Grundlagen der Arithmetik..., dz. cyt., § 106, s. 105
(O pojeciu liczby..., dz. cyt., s. 201).
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wane przez naturg, a kazda utworzona jest w jej tylko wlasciwy
sposob i ma swoja odrgbnosé, ktora daje o sobie znaé szczegol-

nie wyraznie w przypadku 0, 11217,

Zahl to obiekt idealny, jedna z poszczegdlnych liczb, na
przyktad 3, 4 itd."" Anzahl jest liczebnoscia zbioru (dzi$ po-
wiemy: mocg zbioru, liczba kardynalna) i daje odpowiedz na
pytanie, ile jest obiektow pewnego rodzaju. Anzahl jest predyka-
tem drugiego rze¢du, orzekanym o pojeciach pierwszego rzedu;
bylo odnoszone albo do zakresu pojecia, albo do ogdlnego po-
jecia liczby. Z kolei liczebniki s pomyslane jako nazwy wiasne
liczb-obiektow, nie jako predykaty.

Frege uwazat, ze pytanie o liczbe jest zadaniem wspolnym
dla matematykow 1 filozofow'2. Wprowadzone rozréznienie na
Zahl i Anzahl pozwalato mu pokazac filozoficzna glebig zagad-
nienia, uzupetniona potem opisem logicznym.

Przejsciowe okreslenie liczby brzmi nastgpujaco:

Pojeciu F przystuguje liczba [Zahl — przyp. G.B.] (n + 1), gdy ist-
nieje taki przedmiot a podpadajacy pod F, ze pojgciu ,,podpada-
jacy pod F, lecz nie a” przystuguje liczba [Zahl — przyp. G.B.] n".

10 Tamze, § 10, s. 24 (Podstawy arytmetyki..., dz. cyt., s. 105).

I Tamze, § 18, s. 32 (s. 113).

12 Tamze, s. 6 (s. 89).

13 Tamze, § 55, s. 66 (O pojeciu liczby..., dz. cyt., s. 177). Wydaje sig,
ze Frege powinien uzy¢ tu stowa Anzahl, ktore od poczatku ksigzki
jest taczone z pojeciem. Z drugiej jednak strony wczesniej pisat, iz
liczby pojete jako nieprzestrzenne i nieczasowe przedmioty tworza
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Jako narzedzia uzyto tu relacji podpadania pod pojecie, re-
lacji przystugiwania i funktora negacji. W domysle przyjeto, ze
obiekty moga podpadac¢ pod pojecia wtasnos¢ pojecia w trady-
cyjnym rozumieniu) oraz mozliwo$¢ okreslenia zakresu pojecia
(przy tradycyjnym rozumieniu pojgcia).

Majac takie narzedzie, Frege nastgpujaco okreslat zero:
»|...] pojeciu przystuguje liczba 0, gdy dla kazdego a jest prawda,
ze a pod to pojecie nie podpada”'®.

W podobny sposob zostata okreslona liczba jeden:

[...] pojeciu F przyshuguje liczba 1, gdy nie dla kazdego a jest
prawda, ze a nie podpada pod F, i gdy ze zdan ,,a podpada pod F”

i,,b podpada pod F” wynika, Ze a jest tym samym co b".

Podstawowa zaleta tej strategii byto to, ze pozwalala osia-
gnac liczbe ,,wlasnymi sitami rowniez wowczas, gdy nie mamy
jej ogladu™'®. Dzigki takiej metodzie liczbg 437 986 mozna zde-
finiowac na podstawie odwotania do jej poprzednika i powigk-
szenia o 1, chociaz nie mamy jej ogladu'’. Mimo wszystko Frege

nie byl jednak zadowolony z powyzszego rozwigzania i poda-

szereg, a ,,pozycje w szeregu liczbowym nie sg rOwnowazne (gleich-
wertig) jak miejsca w przestrzeni”. Tamze, § 10, s. 24 (Podstawy aryt-
metyki..., dz. cyt., s. 105).

4 Tamze.

15 Tamze.

16 Tamze, § 6, s. 18 (Podstawy arytmetyki..., dz. cyt., s. 99).

17 Tamze.
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nych okreslen zera i jedynki'®, a to niezadowolenie warunko-

wato jego dalsze badania.

Liczba okreslana w odwotaniu
do réwnolicznosci pojeé, wyrazona
bez uzycia symbolizmu logicznego

Zasygnalizowane powyzej braki spowodowaty dalsze poszu-
kiwania. Zasadniczym celem Die Grundlagen der Arithmetik
bylo okreslenie liczby w odwotaniu do rownolicznosci zakre-
sow dwoch pojec i1 zastosowanie tak zwanej zasady Hume’a,
ktora Frege znatl z tekstu Hume’a, zacytowanego przez Petera

Baumanna w drugim tomie z 1869 roku:

Jezeli dwie liczby sa takie, ze jedna z nich zawiera jednostke,
ktora odpowiada kazdej jednostce drugiej, to twierdzimy, ze sa

one rowne'’.

Przy tym sformutowaniu liczby bardzo wazne okazalo si¢
wcezesniej sygnalizowane rozroéznienie na Zahl i Anzahl, co

przypomng jeszcze jednym cytatem:

18 Wigcej na ten temat zob. G. Besler, Gottloba Fregego koncepcja
analizy filozoficznej, Katowice 2010, s. 170.

Y G. Frege, Die Grundlagen der Arithmetik..., dz. cyt., § 63, s. 71
(O pojeciu liczby..., dz. cyt., s. 181).
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Jesli rownie dobrze mogg nazwaé przedmiot zielonym i czerwo-
nym, jest to oznaka tego, ze przedmiot ten nie jest wtasciwym no-
$nikiem zieleni. [...] Podobnie przedmiot, ktoremu rownie dobrze
mogg przypisac rozne liczby [Zahl — przyp. G.B.], nie jest wtasci-
wym no$nikiem liczby [Zahl — przyp. G.B.]*.

A zatem liczba (Zahl) jest przedmiotem (idealnym). Ten
watek filozofii Fregego wzbudzatl wiele emocji. Przywotam
tu nastgpujace sformutowanie Michaela Dummetta, waznego
komentatora pism Fregego, ktory przekonanie co do istnienia
przedmiotow matematycznych porownywat do wiary w Boga:
wierzy si¢ lub nie?! i na tym mozliwos¢ racjonalnego dyskursu
by si¢ konczyta.

Wazne jest takze, by dookresli¢, jak Frege rozumiat poje-
cie. Wprawdzie przyrownat pojecie do funkcji wyraznie dopiero
w artykule Funkcja i pojecie z 1891 roku, czyli siedem lat po
wydaniu Die Grundlagen der Arithmetik, wydaje sig jednak, ze
juz w 1884 roku pojecie byto rozumiane na wzor funkcji jedno-
argumentowej (einfacher Begriff) lub dwuargumentowej (Bezie-
hungsbegriff). Tym sposobem z poje¢ciem nie taczyla si¢ kon-
kretna tre$¢ (w zasadzie nigdy pojecia nie taczono z konkretna
trescia, zawsze pojecie miato naturg ogélna) i miato ono ,,jedynie

20 Tamze, § 22, s. 35 (Podstawy arytmetyki..., dz. cyt., s. 116).

21 M. Dummett, Frege: Philosophy of Mathematics, London 1995,
s. 307.

2 G. Frege, Die Grundlagen der Arithmetik..., dz. cyt., § 70, s. 78 n.
(O pojeciu liczby ..., dz. cyt., s. 186).
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forme logiczna™*. To nowe rozumienie pojecia byto szczegol-
nie istotne przy omawianym tu okresleniu liczby, w odwotaniu
si¢ do rownolicznosci zakresow pojec.

Ponizszy fragment jest trzecim, najpetniejszym okresle-

niem liczby:

Liczba [Anzahl — przyp. G.B.] przystugujaca pojgciu F jest to
zakres pojecia ,,pojecie rownoliczne z pojeciem F”, przy czym
pojecie F nazywamy réwnolicznym z pojeciem G, jezeli ist-
nieje mozliwos¢ wzajemnie jednoznacznego przyporzadkowania
[przedmiotow podpadajacych pod pojgcie F przedmiotom podpa-
dajacym pod pojecie G — przyp. G.B.]*.

W definicji tej wyraznie zaznaczono, ze liczebno$¢ (4n-
zahl) jest predykatem drugiego stopnia, orzekanym o dwdch po-
jeciach pierwszego stopnia, ktorych zakresy sa roéwnoliczne?.
Tak okreslona liczebno$¢ byta punktem kluczowym logicyzmu
Fregego. Celem badawczym Die Grundlagen der Arithmetik

byto zdefiniowanie albo uznanie za niedefiniowalne Anzahl*.

2 Tamze, § 70, s. 79 (O pojeciu liczby ..., dz. cyt., s. 187). Por. G. Fre-
ge, Funktion und Begriff, [w:] Kleine Schriften..., dz. cyt., s. 125-142
(Funkcja i pojecie. .., dz. cyt., s. 18—44).

2 Tenze, Grundlagen der Arithmetik..., dz. cyt., § 107, s. 106 (O po-
Jeciu liczby..., dz. cyt., s. 202).

% Otwartym problemem pozostaje ontologiczna relacja pomiedzy
Zahl (obiekt idealny) i Anzahl (pojecie drugiego stopnia). Frege nie
podejmowat tego problemu.

% Tamze, § 4, s. 16 (Podstawy arytmetyki..., dz. cyt., s. 97).
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Po zdefiniowaniu liczby jako Anzahl Frege definiowal poszcze-
golne liczby: 0, 1, itd. Uzyte tu pojgcia pierwotne to zakres, po-
jecie, a narzedziami sa: relacja jedno-jednoznacznego przypo-
rzadkowania, odnoszenie sie pojecia do obiektu?’.

Staba strona omawianego tu okreslenia liczby byto je-
dynie to, ze zostato ono sformutowane w jezyku naturalnym,
a nie precyzyjnym jezyku logiki, doktadniej: Fregego pismie
pojeciowym, przedstawionym w pierwszej ksiazce, Begriffs-
schrift... (rozbudowanym w Grundgesetze der Arithmetik). Ten
brak Frege uzupetnit parg lat pdzniej, publikujac pierwszy tom

wspomnianych Grundgesetze der Arithmetik.

Liczba okreslana w odwotaniu do relacji
rownolicznosci pojec i wyrazana za pomoca
symbolizmu logicznego

Nastgpnym etapem rozwoju byta budowa systemu logicznego
(w jezyku Fregego: postuzenie si¢ ,,pismem pojec”), z okre-
slonymi aksjomatami, regulami i definicjami terminow pier-
wotnych, w ktérym definiowane byty: liczba naturalna, zero,
jedynka, nastepnik w ciagu, inne liczby naturalne. Z takim za-
mystem powstaly dwa tomy Grundgesetze der Arithmetik™,

27 Wiecej zob. G. Besler, Gottloba Fregego koncepcja..., dz. cyt.,
s. 163—189.

8 G. Frege, Grundgesetze der Arithmetik. Begriffsschriftlich abgelei-
tet. Band 1 und 2. In moderne Formelnotation transkribiert und mit
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istotnie rozbudowujace pomysty z 1884 roku. Dla przyktadu,
Frege wprowadzil oznaczenie na Anzahl: sko$na kreske przebie-
gajaca zapisang cyfre z lewej strony do prawej. Ponownie pod-
kreslat rozroznianie migdzy poszczegolnymi liczbami (Zahl) 3,
4 itd., a ogdlnym pojeciem liczebnosci (4nzahl). W konsekwen-
cji liczba (Zahl) 1 r6zni si¢ wige od liczebno$ci (Anzahl) 17,
W drugim tomie Anzahl jest okreslana jako odpowiedz na pyta-
nie, ile jest obiektow pewnego rodzaju®’. W Grundgesetze der
Arithmetik zamiast o rdéwnoliczno$ci poje¢ jest mowa o iden-
tycznosci zakresow wartosci funkcji. Tym sposobem wydawato
sig, ze liczba bedzie okreslona z nieznana dotad precyzja.
Mozna powiedzie¢, ze w omawianej pozycji jest okreslany
operator ,,jest liczba”. Nalezy doda¢, ze u Fregego uzywanie
operatorow wiazalo si¢ z jego fundamentalnym rozréznieniem
ontologicznym, mianowicie odréznieniem przedmiotéw (rozu-
mianych na wzor argumentdéw dla funkcji) od pojeé (rozumia-
nych na wzor funkcji)*'. Rolg operatora byto przeksztatcenie za-
pisu funkgcji, czyli formuly funkcyjnej, w nazwe odpowiedniego

rodzaju przedmiotu, rodzaj przedmiotu zalezat za$ od rodzaju

einem ausfiihrlichen Sachregister versehen von Thomas Miiller, Bern-
hard Schréder und Rainer Stuhlmann-Laeisz, Paderborn 2009 (Bd. 1
Aufl. 1, Jena 1893; Bd. 2 Aufl. 1, Jena 1903).

% Tamze, Bd. 1, § 41, s. 75.

30 Tamze, Bd. 2, § 157, s. 452.

31 To rozréznienie zostato wprowadzone w 1891 roku w artykule
Funktion und Begriff..., dz. cyt., s. 22-31. W Grundgesetze der Arith-
metik Frege takze si¢ nim postuguje (zob. np. G. Frege, Grundgesetze
der Arithmetik..., dz. cyt., Bd. 1, § 2, s. 29).
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uzytego w danym przypadku operatora. Przyjecie takiego roz-
wigzania bylo konieczne dla Fregego, bo funkcje, jako elementy
niezupeine, nie byly przedmiotami i nie mozna bylo napisac:
f= g. Przebieg wartosci funkcji byt natomiast czyms zupelnym
w sobie (a wigc przedmiotem) i przebiegi dwoch funkcji mogly
by¢ sobie rowne. Uwazatl, ze w ten sposob podat kryterium iden-
tycznos$ci zakresow dwoch pojec: pojecia beda miaty identyczne
zakresy wtedy, gdy w ich zakresach bgda te same przedmioty.
W Grundgesetze... wystepuja dwa wazne operatory:

1) operator abstrakcji (operator na oznaczenie przebiegu
wartos$ci funkcji) — symbol: samogtoska alfabetu grec-
kiego z przydechem:;

2) operator deskrypcji (operator zastgpowania zaimka okre-
slonego) — tworzy z funkcji propozycjonalnej nazwg je-
dynego przedmiotu spetniajacego te¢ funkcje.

Okreslenie liczby, jakie pojawito si¢ w Grundgesetze..., jest
istotnie zwiazane z tzw. piatym aksjomatem, ktory mowi o row-
noliczno$ci zbioréw, co mozna przedstawic tak: dwie funkcje
maja identyczne przebiegi swych warto$ci wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego argumentu przyjmuja t¢ sama warto$c¢*?. We
wprowadzeniu do tej ksiazki Frege tak ujat swoj nowy sposob
okreslenia liczby: ,,Liczbe [Anzahl] wyjasnitem stosunkiem row-

nolicznosci, a ten przyporzqdkowaniem jednoznacznym ™.

32 Tamze, Bd. 1, § 47, s. 79.
3 Tamze, Bd. 1, s. 26.
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Jako przyktad poje¢ posiadajacych ten sam zakres mozna
podac¢ trojbok i trojkat, a wtedy aksjomat piaty brzmiatby na-
stepujaco: funkcja f— ilo$¢ katoéw w (pewnym) trdjboku — jest
identyczna z funkcja g — ilo$cia katow w (pewnym) trojboku,
gdy zakres wartosci funkcji fjest identyczny z zakresem war-
tosci funkcji g. Ogot przedmiotdow spetniajacych funkcje fjest
identyczny z ogotem przedmiotow spetniajacych funkcje g,
w obu przypadkach jest to liczba 3. A zatem zbiory warto-
$ci dwoch funkeji: funkcji f— ilo$¢ katow w (pewnym) troj-
boku, oraz funkcji g — ilo$¢ katow w (pewnym) trojboku, sa
sobie rowne. W tym sensie aksjomat piaty stanowi uzyteczna
,strukture” przy okreslaniu poszczeg6lnych liczb naturalnych.
Grundgesetze... to interesujaca pozycja dla badaczy filozoficz-
nego zaplecza Fregego.

Liczba okreslana w odwotaniu do relacji
rownolicznosci pojec wraz z prébami
unikniecia antynomii

Wyzej przedstawione ujgcie liczby Frege przyjmowat do czasu,
gdy w 1903 roku otrzymat list od Bertranda Russella, w kto-
rym zostata przedstawiona mozliwo$¢ zbudowania antynomii
(podobnej do antynomii Russella, o klasie wszystkich klas,
ktoéra nie jest swoim wlasnym elementem) na podstawie cha-

rakterystyki funkcji, jaka Frege przedstawil w swej pierwszej
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ksiazce, Begriffsschrifi**. Opierajac si¢ na niej, Frege zauwa-
zyl, ze antynomig mozna zbudowac takze na podstawie aksjo-
matu systemu przedstawionego w pierwszym tomie Grundge-
setze der Arithmetik, opublikowanym dziesig¢¢ lat wczesniej,
ktorego drugi tom byt w 1903 roku akurat drukowany. Anty-
nomia byta generowana migdzy innymi ze wzgledu na brak
okreslonej dziedziny funkcji. By zaradzi¢ powstatej sytuacji,
Frege poprzedzit aksjomat piaty ograniczeniem tej dziedziny:
funkcja nie moze by¢ swoim wltasnym elementem (funkcja nie
moze naleze¢ do swej dziedziny). Tym sposobem powstato ko-
lejne wazne sformutowanie rownolicznosciowego okreslenia
liczby, przedstawione w Nachwort, dodatku do Grundgesetze
der Arithmetik®. Warto dodaé, ze na tym etapie Frege uwazat,
iz okreslenie liczby przez odwotanie si¢ do rownolicznos$ci po-
je¢ jest nadal aktualne, a liczby (Zahl) powinny by¢ rozumiane
jako idealne obiekty logiczne.

3 Zob. B. Russell, List do G. Fregego, [w:] Filozofia matematyki...,
dz. cyt., s. 221-222; G. Frege, List do B. Russella, [w:] tamze, s. 203—
204.

3 G. Frege, Nachwort, [w:] Grundgesetze der Arithmetik..., dz. cyt.,
Bd. 2, s. 549-563.
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Liczba okreslana w odwotaniu
do geometrii

W ostatnim, emerytalnym okresie swego zycia Frege podjat ko-
lejna, nowa i oryginalng probg ugruntowania arytmetyki liczb
naturalnych na podstawie geometrii*®. Ten projekt nowego ro-
zumienia natury arytmetyki i liczby nie zostal juz jednak dopra-
cowany, niemniej jednak wart jest opisu i usystematyzowania.
W literaturze jest raczej pomijany.

Ostatnia probg okreslenia liczby najlepiej charakteryzuje
nastgpujaca wypowiedz Fregego:

Musiatem porzuci¢ mniemanie, ze arytmetyka jest gatezia logiki
i ze stosownie do tego wszystko w arytmetyce musi by¢ dowie-
dzione w sposob czysto logiczny. Po drugie, musiatem porzuci¢
mniemanie, ze arytmetyka nie potrzebuje przejmowacé od intuicji

zadnej podstawy uzasadnienia®’.

% To ujecie liczby jest przedstawione w czterech dokumentach,
z ktoérych tylko jeden byl przez Fregego przygotowywany do druku:
Tagebucheintragungen iiber Begriff der Zahl — NN, Zahl (1924) —
NN, Erkenntnisquellen der Mathematik und der mathematischen Na-
turwissenschaften (1924—1925) — NP, Zahlen und Arithmetik (1924)
— NN, Neuer Versuch der Grundlegung der Arithmetik (1924/1925).
Ta tematyka nie pojawia si¢ w korespondencji Fregego z tego okresu.
37 G. Frege, Neuer Versuch der Grundlagen der Arithmetik..., dz. cyt.,
s. 298-302. Podaj¢ za: 1. Dambska, Idee kantowskie w filozofii mate-
matyki XX wieku, ,,Archiwum Historii Filozofii i Mysli Spotecznej”
1978, t. 24, s. 196.
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Dramatyczno$¢ przytoczonego wyznania uwidacznia sig
w konfrontacji z przekonaniem, jakie filozof i logik z Jeny zy-

wil jeszcze kilka lat weczesniej, w 1919 roku:

[....] podanie liczby [Zahlangabe — przyp. G.B.] zawiera wypo-
wiedz o pojeciu, zatem w jezyku logicznie doskonalym zdanie,
ktore podaje liczbe, winno sktadaé si¢ z dwu czesci: ze znaku po-
jecia, o ktorym liczebno$¢ [Zahlaussage — przyp. G.B.] jest orze-

kana, oraz ze znaku pewnego pojgcia drugiego stopnia®.

O tym ostatnim stadium badan Fregego pisata Izydora
Dambska:

Droga, ktora teraz obrat, ma charakter przede wszystkim epi-
stemologiczny i [....] jest ona czym$ w rodzaju, za przykladem
Kanta przeprowadzonej, ,,Krytyki matematycznego i logicz-

nego rozumu’’,

Ponizej zbiorg tezy Fregego z nieopublikowanego za zycia
Fregego tekstu zatytutowanego Neuer Versuch der Grundlegung
der Arithmetik (1924/1925)*, gdzie nowe ujgcie liczby jest za-

ledwie zarysowane.

¥ G. Frege, Aufzeichnungen fiir Ludwig Darmstaedter [1919], [w:]
Nachgelassene Schriften..., dz. cyt., s. 277 (Szkic dla Darmstaedtera,
[w:] Pisma semantyczne..., dz. cyt., s. 139).

3 1. Dambska, Idee kantowskie..., dz. cyt., s. 195.

4 G. Frege, Neuer Versuch der Grundlegung..., dz. cyt., s. 298-302.
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Prezentacj¢ tego stanowiska rozpoczyna Frege od watku
epistemologicznego, piszac, ze zrédlem poznania w arytmetyce
1 geometrii nie jest poznanie zmystowe, ale pewna forma pozna-
nia a priori, nazywana przez niego geometrycznym zroédtem po-
znania (geometrische Erkenntnisquelle), w ktorej ma tez udziat
logiczne zrodto poznania (logische Erkenntnisquelle)*'. Geome-
tryczne zrodto poznania jest w najmniejszym stopniu narazone
na zanieczyszczenia i za jego posrednictwem sa poznawane ak-
sjomaty (w rozumieniu Euklidesa, a nie Hilberta) geometrii*’.
Jako przyktad niemozliwosci oparcia si¢ w matematyce na po-
znaniu zmyslowym podaje niemozliwos$¢ zmystowego poznania
tego, ze liczb catkowitych jest nieskonczona ilos¢*.

Wyrazenie zdania jest odréznione od samej mysli, a mysl
moze by¢ wyrazona przez rozne zdania*. Frege wypowiadat
si¢ takze na temat rozwoju percepcji liczby w rozwoju umy-
stowym cztowieka i pisat o liczbach ksztattowanych (przez ro-
dzicow i nauczycieli) w umystach dzieci, nazywajac je Klein-
kinder-Zahlen®. Liczba ciagle jest rozumiana jako przedmiot
(Gegenstand, Ding), ale nie natury fizycznej*. W tym okresie
Frege ciagle wiaze badanie natury liczby z badaniami jezyko-

4 Tenze, Erkenntnisquellen der Mathematik..., dz. cyt., s. 287.

2 Tamze, s. 292; tenze, Neuer Versuch der Grundlegung..., dz. cyt., s. 298.
4 Tamze, s. 299.

4 Tenze, Erkenntnisquellen der Mathematik..., dz. cyt., s. 288.

4 Tenze, Zahlen und Arithmetik (1924), s. 296 n.

4 Tenze, Tagebucheintragungen tiber Begriff..., dz. cyt., s. 282 n.;
tenze, Uber Begriff der Zahl, dz. cyt., s. 282 n.; tenze, Neuer Versuch
der Grundlegung..., dz. cyt., s. 299; tenze, Zahl, s. 284-285.

N
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wymi, w szczegblnosci struktury zdania bedacego wypowie-
dzia o liczbie, a liczbg odroznia od cyfry (Zahlzeichen)®.

Oto sformutowanie Fregego pokazujace nowy sposob okre-
$lenia liczby:

Ta liczba, ktora w ten sposob okresla wielkos¢ pewnego kata, jest
ta liczba, ktora si¢ otrzymato, kiedy tuk [o §rodku w punkcie K —
przyp. G.B.] wycigty przez swoje ramiona mierzy si¢ promieniem
z punktu K [dzieli si¢ przez promien z punktu K — przyp. G.B.].
Tu w kazdym przypadku jest ustalone, jaka liczbg ma si¢ na uwa-
dze, kiedy dany znak ,,sinus” jest dopelniony przez pewna liczbe
rzeczywista. Zaktada si¢ jedynie, ze wiadomo, w jaki sposob kat

jest powigzany z swoim sinusem*,

Tak okres$lona liczba tatwo pozwala Fregemu przedsta-
wi¢ poszczegdlne liczby. Dla przyktadu, liczba 1 to przypa-
dek, w ktoérym dtugos¢ tuku 1 dlugos$¢ ramienia sa sobie rowne,
a liczba 2, czyli tuk jest dwa razy dtuzszy niz promien®. La-
two skonstruowac takze liczbg 0 (czego Frege juz nie zrobit): to
przypadek, w ktérym dtugos¢ tuku wynosi 0 niezaleznie od dtu-
gosci promienia. Gdyby uwzgledni¢ kierunek mierzenia tuku,
mamy sposob okreslenia takze liczb ujemnych. W konsekwen-

¢ji mozna otrzymac wigc wszystkie liczby rzeczywiste!

47 Tenze, Tagebucheintragungen iiber Begriff..., dz. cyt., s. 282-283;
tenze, Uber Begriff der Zahl, dz. cyt., s. 282.

*® Tenze, Erkenntnisquellen der Mathematik..., dz. cyt., s. 291 (ttu-
maczenie wlasne).

4 Tamze.
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Gdzie jest potrzebna historia matematyki?

Aby wigc zrozumie¢ niektdre prady filozofii wspolczesnej,
trzeba siggna¢ do ich matematycznych korzeni, a to juz histo-
ria matematyki. Omawiane tu zmagania Fregego z precyzyjnym
okresleniem liczby to przyklad pokazujacy, ze historia mate-
matyki jest potrzebna w profesjonalnym uprawianiu filozofii,
i to nie tylko w historii filozofii, ale takze w filozofii uprawia-
nej systematycznie. W swym ostatnim okresie tworczosci na-
ukowej Frege wypowiedziat zdanie, pod ktorym do dzi§ wielu
si¢ podpisze:

Filozof, ktory nie ma nic wspolnego z geometria, jest tylko do po-
towy filozofem, a matematyk, ktory nie ma w sobie zadnej zytki
filozoficznej, jest tylko do potowy matematykiem. Te dwie nauki

oddzielity si¢ od siebie ze szkoda dla obydwu®.

Powyzszy cytat jest zarazem glosem za istotowym powia-
zaniem filozofii z matematyka, a w konsekwencji historii filo-
zofii z historig matematyki. Wielu matematykow bylo zarazem
wielkimi filozofami, poczawszy od starozytnych pitagorejczy-
kow, a skonczywszy na XX wieku. Procz Gottloba Fregego
warto wspomniec¢ takie postaci, jak: Platon, Descartes, Leibniz,
Bernard Bolzano, Edmund Husserl, Bertrand Russell. Ponadto
od zawsze wielkim tematem filozoficznym byta liczba: jej defi-

0 Tamze, s. 293 (thumaczenie wiasne).
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nicja, sposob istnienia i poznania, zwiazki z innymi bytami. Hi-
storia matematyki dostarcza natomiast bogatej wiedzy na temat
pojmowania tych zagadnien przez matematykow (niekoniecznie
filozofujacych). Co wigcej, filozofia i matematyka wielokrotnie
wzajemnie si¢ inspirowaty, co mozna przenies¢ na grunt historii
obu dziedzin. Matematyka (w tym jej historia) inspiruje filozo-
fow roznorako, takze niefrasobliwym przechodzeniem nad pro-
blemami filozoficznymi oraz nieszukaniem odpowiedzi na na-
rzucajace sig¢ pytania, np. co do sposobu istnienia przedmiotéw
matematycznych. Nie mozna przecenic jej roli w badaniu kon-
tekstu odkrycia wielkich tez filozoficznych. Dodam, Ze filozofia
z matematyka ma wspolne dazenie do $cistosci i filozof chetnie
sigga do ksiag matematycznych, by szuka¢ tam i uczy¢ si¢ spo-
sobow jej wyrazania. Dodatkowo historia matematyki moze by¢
interesujacym zrédtem badania sposobéw metaprzedmiotowego
okreslenia jej przedmiotu badania, przyjmowanej metody i po-
dejmowanych zadan. Historia matematyki jest kopalnia wiedzy
na powyzsze tematy i na temat historii zmagania si¢ wielkich
umystow z tymi zagadnieniami. Wiele problemow z pogranicza
historii matematyki i historii filozofii mozna przedstawi¢ jako
pasjonujace i na poly sensacyjne (w pozytywnym tego stowa
znaczeniu) opowiesci®!.

Filozofia ma nad matematyka (co najmniej) jedna nickwe-

stionowana przewage: ugruntowang refleksje nad sposobami

St Zob. J. Derbyshire, Obsesja liczb pierwszych. Bernhard Riemann
i najwiekszy nierozwiqzany problem w matematyce, thum. R. Kirwiel,
M. Kulas, Poznan 2009.
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uprawiania historii filozofii i zwigzanymi z tym problemami
wymagajacymi rozstrzygnigcia®’, czego matematyce raczej
brakuje. Zastanawiajac si¢ nad rolg i koncepcja historii mate-
matyki, a takze inspirujac si¢ filozofia historii filozofii, mozna
postawi¢ parg pytan. Czy historyk matematyki ma obowiazek
(a moze prawo?) dokona¢ doskonalszego zapisu, niz to wynika
z tekstu, jakim dysponuje? Wszak wielu stynnych historykow
filozofii tak czyni. Czy historykowi matematyki wolno widzie¢
wigcej niz matematykowi, ktorego dorobek opracowuje? Wia-
domo, ze niektdre idee sa widziane dopiero przez nastgpcow. Na
przyktad Platon bylby zapewne zdziwiony tym, co dzi§ wyczy-
tujemy z jego pism. Jak pisal Hegel: ,,Sowa Minerwy wylatuje
o zmierzchu”. Czy widzi si¢ ciaglo$¢ w rozwoju matematyki,
a jej dzieje sa przedstawiane jako jedna catos¢, za§ zadaniem
historyka jest zobaczy¢ jednos$¢ w jej rozwoju? Czy rozwoj ma-
tematyki przedstawia si¢ z uwzglednieniem tego, ze tworzyli
ja ludzie z ,.krwi 1 kosci”, zyjacy w konkretnych uwarunkowa-
niach spotecznych?*® Czy na dzieje matematyki patrzy si¢ z per-
spektywy swej wlasnej matematyki (w filozofii taka postawa
jest nieuchronna)? Historia matematyki traktuje bardziej o pro-
blemach matematycznych czy tez o osobach ja uprawiajacych?
Czy historia matematyki petni funkcj¢ stuzebna w stosunku do

52 Zob. M. Tyl, Filozofia — historia — historia filozofii. Filozoficzne
konteksty polskiej historiografii filozofii XX wieku, Katowice 2012.

53 Jako przyktad takiego uprawiania historii filozofii podaje ksiaz-
ke R. Monka, Ludwig Wittgenstein. Powinnos¢ geniusza, Warszawa
2003.
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matematyki? Czy pozycje z historii matematyki sg spajane jedna
idea przewodnia? Czy zadaniem historii matematyki jest wi-
dzie¢ pewne prawa rozwoju? Mogtyby nam one odpowiedzie¢
na pytanie, jak uprawia¢ matematyke. Czy uprawianie histo-
rii matematyki jest recepta na kryzys w matematyce? W filozo-
fii tak nieraz byto. Czy mozna powiedziec, ze historia matema-
tyki nie moze by¢ biernym rejestrowaniem przesztosci; wpierw
powinna ustali¢ prawdg historyczna, a potem ja skorygowac
i nada¢ jej posta¢ idealng? Czy historia matematyki to herme-
tyczny dyskurs karmiacy si¢ swa wlasna tradycja? Czy bada-
jac zagadnienia z zakresu historii matematyki, odkrywa si¢ te-
maty nowe, wymagajace opracowania matematycznego? Jako
filozof, nie matematyk, zbyt stabo znam histori¢ matematyki,
by ustosunkowac si¢ do wyzej wymienionych zagadnien. Na ko-
niec przywotam wypowiedz Stanistawa Lesniewskiego z 1927
roku, napisana po zapoznaniu si¢ Z pewng cytowana juz przeze
mnie ksiazka:

Najbardziej imponujacym wecieleniem zdobyczy, osiagnigtych
w dziejach uzasadniania matematyki w zakresie solidnosci me-
tody dedukcyjnej, oraz najcenniejszym od czasow greckich zro-
diem tych zdobyczy sa dla mnie dotad Grundgesetze der Arith-
metik Gottloba Fregego®.

3% S. Les$niewski, O podstawach arytmetyki, ,,Przeglad Filozoficzny”
1927, nr 30, s. 166.
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Ta wypowiedz Lesniewskiego pokazuje jeszcze jeden do-
niosty cel poznawania historii uprawianej dziedziny: jej znajo-

mos$¢ pozwala warto$ciowaé nowe prace.

Zakonczenie

Frege za upokarzajacy uwazat brak jasnosci co do podstawo-
wego przedmiotu zainteresowan matematyki. To pilne zadanie
traktowat jako wspolne dla filozoféow i matematykow. Opraco-
wujac swoje koncepcje liczby, jednoczesnie krytycznie badat
rozwiazania przyjmowane przez innych filozofow i matematy-
kéw. O wynikach swoich badan powiadamial jemu wspotcze-
snych filozofow i matematykow, prowadzil z nimi takze dys-
kusje nad przyjetymi rozwiazaniami. Wydaje sig, ze wszystko
w dorobku naukowym Fregego byto podporzadkowane poszu-
kiwaniu lepszego ugruntowania matematyki, w tym okresleniu,
czym jest liczba. Na uzytek tego zadania zostaty m.in. sformu-
lowane warunki poprawnosci definicji.

Chociaz Frege nie zmieniat swych pogladow radykalnie, to
jednak w ciagu dlugiej aktywnosci naukowej ciagle szukal wigk-
szej precyzji 1 $cistosei, przechodzit z jezyka formalnego do je-
zyka potocznego (i odwrotnie), dokonywat autokrytyki, uwzgled-
niat wyniki dyskusji z innymi uczonymi, rozbudowywal wczesne
rozwiazania. Warto wigc pokaza¢ ten trudny proces szukania i two-
rzenia pewnych rozstrzygnig¢ badz lepszych sformutowan, napo-
tykania trudnos$ci, rozbudowywania swojego warsztatu pracy.
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Elements of Logic in the Polish School of Mathematics

The contribution of Stanistaw Lesniewski

Abstract
In the presented paper we would like to focus on the scientific ac-
tivity of the one of the members of the Warsaw School of Logic.
It is supposed that the world famous formalisms of Polish logi-
cians were mainly stimulated by Stanistaw Le$niewski. If this is
true, Lesniewski can be considered as the main ideologist of War-
saw School.

The first part of this paper is dedicated to a very brief presenta-
tion of the history of Polish logic in the period 1910-1939. Next, we
present the main ideas of the Warsaw School of Logic and in parti-
cular the contribution of Stanistaw Le$niewski: his original system

of three theories: protothetics, ontology and mereology and their
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novelty in comparison with classical thought. Finally, we try to
show the influence of Le$niewski’s innovative ideas on other mem-

bers of the school.

Keywords:

symbolic language, functors, antinomy, Le$niewski’s systems

est wiele powodow, dla ktorych warto zapoznac si¢ z posta-
J cig Stanistawa Le$niewskiego. Po pierwsze, ze wzgledu na
znaczenie jego systemow: prototetyki, ontologii i mereologii. Po
drugie, z uwagi na wptyw jego idei na innych czlonkéw war-
szawskiej szkoty logicznej, np. na Jana Lukasiewicza czy Al-
freda Tarskiego. Po trzecie, z powodu jego niekonwencjonalnego
1 precyzyjnego sposobu zapisu i interpretacji symboli. Oraz osta-
tecznie, a moze przede wszystkim, ze wzgledu na geniusz by¢

moze ,,gtownego »ideologa« naukowego szkoty warszawskiej”:

Cokolwiek méwic beda znawcey o jego dzietach, oceniajac je po-
réwnawczo 1 wedle sprawdziandw rozwijajacej si¢ pot¢znie na-
uki, dla mnie jedno pozostanie prawda niesporna. Na podstawie
dhugiego doswiadczenia twierdzg, ze byt to cztowiek genialny,
jedyny cztowiek genialny, z ktorym los pozwolit mi si¢ zetknac

w obcowaniu ongi niemal codziennym'.

! T. Kotarbinski, Garstka wspomnienn o Stanistawie Lesniewskim,
[w:] tegoz, Szkice z historii filozofii i logiki, Warszawa 1979, s. 307.
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[...] mozna przypuszczaé, ze stawne na caty $wiat formali-
zmy logikoéw ze szkoty warszawskiej byly stymulowane gtownie
przez Lesniewskiego. Jezeli to przypuszczenie jest trafne, to Les-
niewski moze by¢ uznany za gléwnego ,,ideologa” naukowego

szkoty warszawskiej?.

Dlatego w niniejszym artykule w czg$ci pierwszej nakre-
$limy bardzo krotki zarys historii logiki w Polsce w okresie mig-
dzywojennym. Nastgpnie ukazemy gtéwne idee warszawskiej
szkoty logicznej. Czg$¢ trzecia zostanie poswigcona wktadowi
Stanistawa Le$niewskiego w dziedzing logiki, a czg$¢ ostatnia —

wptywowi idei Le$niewskiego na innych przedstawicieli szkoty.

1. Zarys historii logiki w Polsce
na przetomie XIX i XX wieku

Tadeusz Kotarbinski w odczycie wygloszonym w Rzymie
w 1959 roku® moéwi, ze ,,Historia pism traktujacych o logice liczy
w Polsce nie mniej i1 nie wigcej niz 460 lat”. Mozna by za-
cza¢ od komentarza Organonu Jana z Gloskowa z 1499 roku,
po podrecznik logiki Mikotaja z Wroctawia, Dialectica Cice-

ronis (1604) Adama Bursjusza, Logica selectis disputationibus

2 J. Wolenski, Filozoficzna szkola Iwowsko-warszawska, Warszawa
1985, s. 152-153.

> T. Kotarbinski, Logika w Polsce, jej oryginalnos¢ i obce wplywy,
[w:] tegoz, Szkice..., dz. cyt., s. 229.
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et quaestionibus illustrata en in duos distributa (1618) Mar-
cina Smigleckiego, Logike, czyli pierwsze zasady sztuki mysle-
nia (1802) Etienne’a de Condillaca czy przektady i spolszcze-
nia Logiki (1878) Alexandra Baina i Systemu logiki (1879) Johna
Stuarta Milla®*.

Termin ,,algebra logiki” pojawit si¢ w Polsce po raz pierw-
szy pod koniec XIX wieku w pracy Stanistawa Piatkiewicza A/-
gebra w logice (1884) oraz w dziele Samuela Dicksteina Po-
Jjecia i metody matematyki (1871). Z kolei pierwszy wyktad
poswigcony algebrze logiki wyglosit Kazimierz Twardowski
w 1898/1899 roku we Lwowie. Twardowski, bedac uczniem
Franza Brentana, odwotywal si¢ przede wszystkim do idei lo-
gicznych swojego nauczyciela, ale nie brakowato w jego wy-
ktadach takze nowych elementow, np. algebry Boole’a. Praw-
dopodobnie to wlasnie w tych wykladach uczestniczyl Jan
Lukasiewicz, pdzniejszy zatozyciel (obok Lesniewskiego) war-
szawskiej szkoty logicznej.

Zanim powstata warszawska szkota logiczna, w Krakowie
istnial osrodek logiki matematycznej®. Byt on zwiazany z po-
stacig Stanistawa Zaremby — matematyka, dla ktorego logika

* Tamze, s. 229-239. Ogolny zarys historii logiki mozna znalez¢
takze w monografii E. Zarneckiej-Biaty, Historia logiki dawniejszej,
Krakéw 1995.

> J. Wolenski, Geneza warszawskiej szkoly logicznej, [w:] Matematy-
ka przelomu XIX i XX wieku: nurt mnogosciowy, red. J. Mioduszew-
ski, Katowice 1992, s. 26-34.

¢ J. Wolenski, Towarzystwo Naukowe Warszawskie i rozwdj logiki
w Polsce, http://www.tnw.waw.pl/hist ja wol.html (15.08.2012).
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byla zawsze podporzadkowana matematyce. Bezposrednio lo-
gika zajmowat sie Jan Sleszynski. W 1919 roku objat on kate-
dre logiki na Uniwersytecie Jagiellonskim’, a w 1925 wydat dwa
tomy Teorii dowodu, ktdre byty ,,znakomitym przedstawieniem
historii logiki i nowoczesnym wyktadem samej dyscypliny™.
Logike uprawial takze Leon Chwistek, ktory pracowat nad teo-
rig typow logicznych Whiteheada i Russella i ,,ktory w ten spo-
sob utorowat droge kolejnym udoskonaleniom wprowadzonym
przez Ramseya™. Ciekawy jest fakt, ze prace Chwistka sprzed
I wojny $wiatowej byly na o wiele wyzszym poziomie niz prace
Lukasiewicza. Artykut Zasada sprzecznosci w swietle najnow-
szych badan Bertranda Russella (1912) w pordwnaniu z praca
Lukasiewicza O zasadzie sprzecznosci u Arystotelesa (1910) byt
nowoczesniejszy pod wzgledem logiki; Lukasiewicz powotywat
sie na Louisa Couturata, a Chwistek — na Russella'®. Podobnie
wyktad Sleszynskiego wygloszony w 1918 roku dotyczacy mere-
ologii Lesniewskiego'! zawierat juz kompletna formalizacjg teo-
rii oparta na ideach Giuseppe Peano'?. Niestety wraz z odej$ciem

7 Trzeba zaznaczy¢, ze byla to pierwsza taka katedra na swiecie.

8 Tamze, s. 2.

® J.M. Bochenski, Formale Logik, Freiburg—Miinchen 1956, s. 462,
[w:] T. Kotarbinski, Szkice..., dz. cyt., s. 253.

10 J. Wolenski, Geneza warszawskiej szkoty logicznej, dz. cyt., s. 28.
' Chodzi o pierwsze przedstawienie mereologii Lesniewskiego, czyli
o idee z 1916 roku wytozone w pracy O ogdlnej teorii mnogosci, ,,Fi-
lozofia Nauki” [dalej: FN] 1999, nr 3-4, s. 173-208.

12 J. Wolenski, Towarzystwo Naukowe Warszawskie..., dz. cyt., przy-
pis 4.
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Sleszynskiego na emeryture (1924) zlikwidowano katedre lo-
giki, a sam Chwistek odszedt do Lwowa. Prace z zakresu logiki
kontynuowali nadal Jan Herzberg, Wtadystaw Hetper oraz Jan
Skarzenski, ale juz we Lwowie.

Poczatek szkoty lwowsko-warszawskiej jest utozsamiany
z faktem objecia profesury na Uniwersytecie Jana Kazimie-
rza we Lwowie przez Kazimierza Twardowskiego (1895). Idea
Twardowskiego byto odrodzenie zycia filozoficznego w kraju,
dlatego po przyjezdzie do Lwowa zatozyt Polskie Towarzy-
stwo Filozoficzne (1904) oraz przyczynit si¢ do wydania cza-
sopism ,,Przeglad Filozoficzny” (1904) i ,,Ruch Filozoficzny”
(1911). Zainicjowal ponadto zjazdy filozoficzne. Jego ogrom-
nym pragnieniem bylo stworzenie prawdziwie naukowej szkoty
filozoficznej. W 1902 roku doktoryzowat si¢ u niego Jan Luka-
siewicz, a rok wczesniej Wiadystaw Witwicki. Do tego grona
nalezeli jeszcze Kazimierz Ajdukiewicz, Tadeusz Czezowski,
Tadeusz Kotarbinski oraz Zygmunt Zawirski. W 1910 roku do-
laczyt z Monachium Stanistaw Les$niewski, ktory przyjechat do
Lwowa na doktorat, oraz z Berlina Wiladystaw Tatarkiewicz.
Byta to grupa filozofow, ktora odegrata szczegdlng role nie
tylko w polskiej filozofii, ale przede wszystkim w logice'®. Ry-
sem charakterystycznym tej szkotly byto przekonanie Twardow-
skiego, ze elementem prawdziwie naukowej filozofii jest kultura

logiczna. Ciekawe, ze sam Twardowski nie byl pasjonatem lo-

13 J. Skoczynski, J. Wolenski, Historia filozofii polskiej, Krakow
2010, s. 399.
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giki matematycznej, niemniej jednak byt na biezaco w kwestii
jej rozwoju i podczas swoich wyktadow informowat o jej no-
wosciach.

Logika w Polsce zajmowali si¢ filozofowie, a nie mate-
matycy, jak to byto w innych osrodkach na $wiecie, co oczy-
widcie mialo wplyw na pierwsza tematyke podejmowanych
prac'. W 1910 roku ukazata si¢ praca Lukasiewicza dotyczaca
zasady sprzecznosci u Arystotelesa'”, bedaca prodromem wielu
osiagnig¢ na polu logiki (badan dotyczacych logiki dwuwarto-
sciowej, ich aksjomatyzacji, logik wielowartosciowych, pro-
blemow zwiazanych z poprawnoscia definiowania, systemow
Les$niewskiego)'® oraz poczatkiem rozwoju zainteresowan lo-
gicznych w grupie Iwowskiej, ktore ostatecznie nadaty forme
szkole warszawskiej. Jeszcze przed | wojna $wiatowa dotaczyt
do tego grona Zygmunt Janiszewski, ktory wczesniej dziatat
w Warszawie, organizujac rozne kursy naukowe. W kursach tych
uczestniczyli rowniez Kotarbinski i Lesniewski. To ta pierwsza
grupa uczonych!” zaczeta tworzy¢ tzw. lwowsko-warszawska
szkote filozoficzna; Iwowsko-warszawska, gdyz w jej istnieniu
mozna wyrdzni¢ dwa okresy: okres lwowski — do 1918 roku,

oraz okres warszawski zwiazany z reaktywacja Uniwersytetu

14 J. Wolenski, Geneza warszawskiej szkoty logicznej, dz. cyt., s. 27.
5 J. Lukasiewicz, O zasadzie sprzecznosci u Arystotelesa. Studium
krytyczne, Krakow 1910.

16 J. Wolenski, Filozoficzna szkola lwowsko-warszawska, dz. cyt.,
s. 78.

17 Trzeba tez wspomnie¢ o Wactawie Sierpinskim i innych matematy-
kach skupionych we Lwowie.
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Warszawskiego i odzyskaniem niepodlegtosci. W taki sposob
nawiazala si¢ wspotpraca migdzy Lwowem a Warszawa, mig-

dzy logikami i filozofami'®.

2. Warszawska szkota logiczna

W 1915 roku zostat reaktywowany Uniwersytet Warszawski.
Na stanowiska profesorow powotano filozofow: Jana Lukasie-
wicza oraz Wtadystawa Tatarkiewicza, a potem Tadeusza Kotar-
binskiego i1 Stanistawa Lesniewskiego. Pierwszy objal katedrg
filozofii, a drugi filozofii matematyki (obaj na Wydziale Mate-
matyczno-Przyrodniczym)". Zaczgto wzrasta¢ zainteresowanie
logika, na co niewatpliwie miat wptyw Zygmunt Janiszewski.
W 1918 roku Zygmunt Janiszewski napisat artykut do ,,Na-
uki Polskiej”, w ktorym zamiesécit manifest programowy odro-
dzenia polskiej matematyki. W tym samym czasopi$mie ukazaty
si¢ artykuty Twardowskiego i Kotarbinskiego dotyczace potrzeb
filozofii polskiej?. Janiszewski zaproponowatl, by jeden z osrod-
kow akademickich stat sig jego centrum (chodzito tu o Uniwer-
sytet Warszawski, chociaz drugim takim o$rodkiem byt Lwow)

8 Pomimo szerokich zainteresowan logika we Lwowie Wolenski
uwaza jednak, ze nie mozna mowi¢ o tamtejszej szkole logicznej
w okresie przed I wojna Swiatowa.

¥ J. Wolenski, Filozoficzna szkola lwowsko-warszawska, dz. cyt.,
s. 19.

2 J. Skoczynski, J. Wolenski, Historia filozofii polskiej, dz. cyt.,
s. 402.
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oraz aby skupi¢ badania polskich matematykow na aktualnych
problemach z tej dziedziny, tzn. na teorii mnogosci, topologii
ijej zastosowaniach, a ponadto aby powstato czasopismo mate-
matyczne o charakterze miedzynarodowym?'. Rowniez sam Ja-
niszewski zajmowat si¢ logika. W 1915 roku napisat rozdziat
poswigcony logice i filozofii matematyki dla Poradnika dla sa-
moukow. Jak podaje Jan Wolenski??, nie wiadomo skad wziety
si¢ te zamitowania do logiki u Janiszewskiego, gdyz nie mo-
gly one pochodzi¢ ani z okresu studiow za granica, ani od Lu-
kasiewicza, ale na pewno przygotowaly zyzny grunt dla badan
nad logika. Dzigki temu w sposob naturalny logika zajgla swoje
miejsce obok matematyki jako jej autonomiczna czg$¢*.
Warszawska szkota matematyczna powstata jako wspdlne
dzieto filozofow i matematykow (J. Lukasiewicz, S. Lesniew-
ski, W. Sierpinski, S. Mazurkiewicz, Z. Janiszewski). Fakt ten
podkreslita rada programowa nowo powotanego czasopisma
,Fundamenta Mathematicae” sktadajaca si¢ z matematykow
i logikow. W dos$¢ krotkim czasie Warszawa stata sie¢ preznym
osrodkiem badan w zakresie nie tylko matematyki, ale przede
wszystkim logiki. Dlatego zaczgto mowic o warszawskiej szkole
logicznej. W 1919 roku do grona profesorow dotaczyt Stanistaw
Lesniewski. Z czasem poszerza si¢ ono o Alfreda Tarskiego,
Stanistawa Jaskowskiego, Adolfa Lindenbauma, Mosesa Pres-

2 J. Wolenski, Towarzystwo Naukowe Warszawskie..., dz. cyt., s. 4.
2 J. Wolenski, Geneza warszawskiej szkoly logicznej, dz. cyt., s. 30—
31.

23 Zob. tamze, s. 30.
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burgera, Jerzego Stupeckiego, Bolestawa Sobocinskiego i Mor-
dechaja Wajsberga. Druga grupa cztonkow szkoty warszawskiej
skupita si¢ wokodt osoby Kotarbinskiego, nie bedziemy jednak
wchodzi¢ w jej szczegdty. Wydata ona réwnie wielkich uczo-
nych w réznych dziedzinach, poczawszy od filozofii, po jezy-
koznawstwo, metodologie nauk, semantyke, filologig, histori¢
sztuki, psychologig, pedagogike, o czym pisze Wolenski w swo-
jej monografii**.

Warszawska szkota pod kierunkiem tukasiewicza i Le$-
niewskiego zajmowatla si¢ przede wszystkim logika matema-
tyczna, tzn. logika formalna, semantyka i metodologia nauk, stad
w krotkim czasie wyodrebnila si¢ ona jako warszawska szkota
logiczna. Osrodek we Lwowie skupit si¢ gtownie na matema-
tyce, cho¢ nie brakowato tutaj elementow logiki (w 1930 roku
Chwistek zostal profesorem logiki matematycznej). W 1936
roku powstat takze o$rodek w Krakowie (juz inny od tego po-
przedniego) z Jozefem Maria Bochenskim, ks. Janem Satamu-
cha, Janem Franciszkiem Drewnowskim i Bolestawem Sobo-
cinskim, koncentrujac si¢ na badaniach nad zastosowaniami lo-
giki do scholastyki®.

Cecha charakterystyczna warszawskiej szkoly logicznej
bylo traktowanie logiki jako autonomicznej dyscypliny na-
ukowej oraz pluralizm filozoficzny. Twardowski dbat, by jego

uczniowie znali $wietnie filozofi¢, histori¢ oraz mieli dobre

2 Tamze.
% J. Skoczynski, J. Wolenski, Historia filozofii polskiej, dz. cyt.,
s. 404.
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przygotowanie w jednej z dziedzin szczegdtowych (najlepiej
matematyczno-przyrodniczej*®), natomiast poglady filozoficzne
byly prywatna sprawa kazdego, np. Lukasiewicz wielokrotnie
zmienial swoje stanowisko — od nominalizmu po neoplato-
nizm?’, Tarski za$ nazywat siebie radykalnym antyplatonista®.
Jesli chodzi natomiast o ogdlna postawe filozoficzng Twardow-
skiego dotyczaca metodologii oraz krytyki psychologizmu, to
byta ona podzielana przez wigkszos¢ cztonkow szkoty war-
szawskiej®.

Fenomenem szkoly warszawskiej bylo powotanie na pro-
fesorow matematyki dwoch filozofow. Jak przypuszcza Wolen-
ski, wtasnie to sprzyjajace srodowisko dla logiki sprawito, ze
powstata warszawska szkota logiczna, co nie nastapito w innych
osrodkach badawczych, np. w Krakowie, gdzie logika byta tylko
narzedziem w regkach matematykow, przez ktorych byta upra-
wiana®.

Ten niesamowity rozwoj logiki sprawil, ze w latach trzy-
dziestych Warszawa stata si¢ $wiatowej rangi osrodkiem badan

nad logika’!. Niestety wojna przerwala ten rozwoj. Rok 1939

% J. Wolenski, Filozoficzna szkota Iwowsko-warszawska, dz. cyt.,
s. 33.

27 Tamze, s. 183.

2 A .B. Feferman, S. Feferman, Alfied Tarski. Zycie i logika, Warsza-
wa 2009, s. 75.

¥ J. Wolenski, Filozoficzna szkota Iwowsko-warszawska, dz. cyt.,
s. 25.

0 J. Wolenski, Geneza warszawskiej szkoly logicznej, dz. cyt., s. 33.
31 Tamze.

€1L0Z ° 1117 | @>neN m auz>yozoji4 elusiupebez

175



Zagadnienia Filozoficzne w Nauce | LIl - 2013

176

Lidia Obojska

uwaza si¢ za koniec szkoty lwowsko-warszawskiej. Nie odro-
dzita si¢ ona po wojnie, cho¢ ci, ktorzy przezyli, nadal kontynu-
owali jej badania. Wolenski przypuszcza, ze szkota kalifornijska
z Tarskim na czele powstata w Berkeley byta chyba najznacz-
niejszym o$rodkiem utworzonym po II wojnie $wiatowej oraz
ze to wlasnie ona miata typowe cechy warszawskiej szkoty lo-

gicznej®.

3. Stanistaw Lesniewski i elementy logiki*

Krytyka Principia Mathematica

Stanistaw Lesniewski zetknat si¢ z logika symboliczna
w dodatku logicznym dotaczonym do artykulu Lukasiewicza
O zasadzie sprzecznosci u Arystotelesa. Tak wspomina to wy-

darzenie:

W roku 1911 (za moich lat studenckich) wpadta mi w rece ksiazka
p. Jana Lukasiewicza o zasadzie sprzeczno$ci u Arystotelesa.

Z ksiazki tej, ktora wywarta w swoim czasie znaczny wptyw na

2 J. Wolenski, Filozoficzna szkola Iwowsko-warszawska, dz. cyt.,
s. 29.

3 Nie bedziemy wymienia¢ wszystkich osiagni¢é¢ szkoty warszaw-
skiej, zaczynajac od Lukasiewicza i jego logik dwuwartoSciowych,
ich pelnej formalizacji, logik wiclowartosciowych, metalogiki Tar-
skiego, teorii systeméw dedukcyjnych i teorii prawdy, ale skoncen-
trujemy si¢ tylko na osobie Stanistawa Le$niewskiego i jego wkladzie
w badania nad logika.
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rozwdj intelektualny szeregu polskich ,.filozofow” i ,,filozofuja-
cych” uczonych mojego pokolenia, a dla mnie osobiscie stano-
wila rewelacj¢ pod niejednym wzgledem, dowiedziatem si¢ po
raz pierwszy o istnieniu na §wiecie ,,logiki symbolicznej” p. Bert-
randa Russella oraz jego ,,antynomii”, dotyczacej ,,klasy klas nie

bedacych wlasnymi elementami™.

Dzigki analizie tego dzieta odkrywa niescistosci w symbo-
lice uzytej przez Alfreda N. Whiteheada i Russella oraz posta-
nawia skorygowa¢ ich teori¢ typow. Czytajac Principia..., tak
je komentuje:

Z charakteru watpliwosci semantycznej natury, jakie opanowy-
waty mnie przy bezskutecznych przez czas dtuzszy probach czy-
tania prac pisanych przez ,,logistykow”, moze sobie kazdy z ta-
twoscia zda¢ sprawe, jezeli np. zanalizuje uwaznie komentarze,
w ktore pp. Whitehead i Russell zaopatruja poszczegdlne typy
wyrazen wystgpujacych w ,.teorii dedukcji”, i rozwazy przy tej
sposobnosci, ile w rzeczonych komentarzach tkwi wyrafinowa-
nego okrucienstwa wzgledem czytelnika przyzwyczajonego do

jakiej takiej wagi do tego, co czyta®.

I tak na przyktad dla zdania typu ,,F:q.C.pVr” Le$niew-

ski podaje 17 interpretacji, analizujac kolejno znaczenie znaku

3 S. Les$niewski, O podstawach matematyki, ,,Przeglad Filozoficzny”
[dalej: PF] 1927, R. XXX, z. 2-3, s. 169.
% Tamze, s. 170.
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asercji ,,-” oraz znaku negacji*. Ta krytyka dzieta logikow an-
gielskich oraz jego wtasne przemyslenia doprowadzity go do roz-
roéznienia pomiedzy jezykiem a metajezykiem. Wprawdzie ko-
mentarze te spisal dopiero w 1927 roku, ale sprawily one, ze
z poczatkowej krytyki 1 niecheci do jezyka symbolicznego lo-
giki*” u Lesniewskiego rodzi si¢ idea, by stworzy¢ swoj wiasny,
precyzyjny jezyk symboliki i zastosowa¢ go do systemow
dedukcyjnych. Chodzi przede wszystkim o mereologi¢ (ogolna
teorig zbioréw) — teorig, ktdra powstata jako pierwsza, cho¢ jest
nadbudowana nad prototetyka (rachunkiem zdan) i ontologia (ra-
chunkiem nazw):

Pod wplywem rozmow, ktore prowadzitem w Warszawie w r. 1920
z p. dr. Leonem Chwistkiem, dzisiaj profesorem logiki w uniwer-
sytecie lwowskim, zdecydowalem si¢ na wprowadzenie do swo-
jej praktyki naukowej jakiegos jezyka ,,symbolicznego”, opartego
0 wzory stworzone przez ,,logikow matematycznych”, zamiast jg-
zyka potocznego, jakim si¢ do owego czasu z uparta premedytacja
postugiwatem, starajac sig, jak i tylu innych, o ujarzmienie tego jg-
zyka potocznego pod wzglgdem ,,logicznym” i nagigcie go do teo-

retycznych celow, do ktorych nie zostal stworzony?®.

3% J. Wolenski, Szkola Iwowsko-warszawska w polemikach, Warszawa
1997, s. 65-67.

7 J. Wolenski, Filozoficzna szkola Iwowsko-warszawska, dz. cyt.,
s. 134-136.

% S. Lesniewski, O podstawach matematyki, PF 1931, R. XXXIV,
z. 2-3, s. 154-155, [w:] J. Wolenski, Filozoficzna szkola Iwowsko-
-warszawska, dz. cyt., s. 137.
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Krytyka Principia Mathematica doprowadzita takze Les-
niewskiego do stworzenia swojej teorii typoéw. Jak podaje Wo-
lenski®’, Zzrodlem byla dla niego teoria kategorii Arystotelesa
oraz teoria kategorii znaczeniowych Husserla. W 1922 roku
sformutowat teorig¢ typow semantycznych, czyli wyrazen,
w ktorej kazde wyrazenie, a wigc skonczony ciag napisow, na-
lezy tylko do jednej kategorii, tzn. albo do zdan, albo do nazw,
albo do funktoré6w*. Formalne przedstawienie teorii wprowa-
dzit jednak dopiero Ajdukiewicz w 1935 roku.

Lesniewski, jako nominalista, brat pod uwagg tylko kon-
kretne skonczone ciagi napisoéw (tzn. jest tylko tyle wyrazen, ile
zostato zapisanych*'), dlatego jego jezyk zostat nazwany ,,kon-
struktywnym jezykiem nominalizmu”. Postugiwano si¢ nim
dlugo w szkole warszawskiej, cho¢ rodzity si¢ watpliwosci, czy
jest on najbardziej odpowiedni w momencie odkrycia logik wie-
lowarto$ciowych (Lukasiewicz) oraz badan nad metaj¢zykiem
(Tarski)*.

Lukasiewicz, zajmujac si¢ aksjomatyka rachunku zdan,

dostrzeglt w Principia Mathematica dwie tezy rownowaznos-

¥ J. Wolenski, Stanistaw Lesniewski i jego rola w historii logiki, War-
szawa 1987, s. 220.

4 Jak podaje Wolenski, termin ‘funktor’ zostal wprowadzony przez
Kotarbinskiego.

4 R. Murawski, Filozofia matematyki i logiki w Polsce miedzywojen-
nej, Torun 2011, s. 99.

4 J. Wolenski, Filozoficzna szkota Iwowsko-warszawska, dz. cyt.,
s. 141.
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ciowe®, ale jak twierdzi Wolenski*, to LeSniewski jako pierw-
szy przedstawil aksjomatyke dla réwnowazno$ciowego ra-
chunku zdan (1929)* oraz podat dla niego proste kryterium
syntaktyczne, wedtug ktorego ,,x jest teza tego rachunku, jesli
zawiera nieparzysta liczbg wystapien funktora £*° oraz parzysta
liczbg wystapien kazdej zmienne;j”.

Powracajac jeszcze do artykutu Lukasiewicza z 1910 roku,
w czg$ci historycznej autor wykazat, ze nawet sam Arystoteles
miat watpliwos$ci co do swojej zasady sprzecznosci, ktora usi-
lowatl poprze¢ dowodami, a z drugiej strony uznawatl ja za nie-
dowodliwa. Nie umkneto to oczywiscie krytyce Lukasiewicza®’,
ktory wykazat, ze w Arystotelesowej dwuwartosciowej logice
sa pewne luki, a nastgpnie sam je wykorzystal, wprowadzajac
trzecia warto$¢. Le$niewski natomiast bronit dwuwarto$ciowo-
$ci logiki Arystotelesa, cho¢ byt okres, ze takze i on zajmowat
si¢ logikami wielowartoSciowymi*, kwestionujac jednak zasade
wylaczonego §rodka. W artykule Krytyka logicznej zasady wy-

W notacji beznawiasowej Lukasiewicza jesli za E przyjmiemy
funktor rownowaznosci, tezy te przyjma nast¢pujaca forme: Epp oraz
EEpqEqp, tzn. p <> p oraz (p <> q) <> (¢ <> p).

“ J. Wolenski, Filozoficzna szkota Iwowsko-warszawska, dz. cyt.,
s. 102, przypis 34.

* EEEprEqpErq, EEpEqrEEpqr — S. Lesniewski, Grundziige eines
neuen System der Grundlagen der Mathematik, § 1-11, ,,Fundamenta
Mathematicae” [dalej: FM] 1929, R. X1V, [w:] J. Wolenski, Filozo-
ficzna szkola Iwowsko-warszawska, dz. cyt., s. 102.

4 Funktor E to funktor rownowaznosci.

47 T. Kotarbinski, Szkice..., dz. cyt., s. 220.

# R. Murawski, Filozofia matematyki i logiki..., dz. cyt., s. 105.
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tqczonego srodka (1913)* zdecydowanie odrzucit istnienie uni-
wersaliow 1 przedmiotoéw idealnych, zamieszczajac dowod ich
nieistnienia, a w pracy z 1927 roku®® powrdécit do tego dowodu,
omijajac jednak pojegcie cechy i ostatecznie negujac istnienie za-
réwno cech, jak i relacji*’.

Waznym tematem poruszanym przez Lesniewskiego, nie
tylko w zwiazku z logikami wielowartoSciowymi Lukasiewi-
cza, byt problem funkcji intencjonalnych. Lesniewski dazyt do
tego, by wyeliminowa¢ wszelkie wyrazenia i funktory intencjo-
nalne z jezyka i je ,,uckstensjonalni¢”. Stad ontologia Le$niew-
skiego jest teoria catkowicie ekstensjonalna. Wiadomo, Ze ist-
niata pewna teoria ,,dezintencjonalizacji”, o ktérej wspomina
Sobocinski w swojej korespondencji z Bochenskim (list z roku
1956), oraz konkretne metody eliminacji, jednak nieznane sg
szczegoty, w jaki sposob to si¢ dokonywato®.

Jest jeszcze jedna praca z tego okresu, uwazana chyba za
najwazniejsza, a dotyczaca prawdy>, w ktorej Lesniewski do-
konat analizy zdan temporalnych. To tutaj na skutek dyskusji
z Kotarbinskim na temat determinizmu Le$niewski poddat pod
dyskusje zasade wylaczonego $rodka, sugerujac trzecie rozwia-

# S, Lesniewski, Krytyka logicznej zasady wylqczonego srodka, PF
1913, R. XVI, s. 315-352.

%0 S. Lesniewski, O podstawach matematyki, dz. cyt., s. 183.

1 R. Murawski, Filozofia matematyki i logiki..., dz. cyt., s. 104.

52 J. Wolenski, Szkola Iwowsko-warszawska w polemikach, dz. cyt.,
s. 70-72.

3 S. Lesniewski, Czy prawda jest tylko wieczna czy tez wieczna i od-
wieczna, ,,Nowe Tory” 1913, nr 18, s. 493-528.
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zanie. I to wlasnie ta lektura stata si¢ zrédtem inspiracji dla Lu-
kasiewicza dla logik wielowartosciowych.

W 1915 roku Lesniewski wyjechat do Moskwy i konty-
nuowal badania nad antynomia Russella. W 1916 ukazala si¢
pierwsza praca dotyczaca ogo6lnej teorii mnogosci. Byt to po-
czatek trojsystemu Les$niewskiego i mowi sig, ze to okres
(1911-1916) jego prac ,,przedlogistycznych”>. W 1919 roku
Le$niewski zmienit kierunek swoich badan, tak piszac do Twar-
dowskiego: ,,Uwierzylem, ze nalezy zmieni¢ kierunek podrozy
i jecha¢ ze stacji ontologa przez teori¢ mnogosci do stacji lo-
gika, nie za$ via versa, jak przypuszczatem dotad™. I tak za-

czyna systematyczne prace nad swoja teoria.

Systemy Le$niewskiego

Lesniewski stworzyt trzy systemy: prototetyke, ontolo-
gi¢ oraz mereologi¢. Dwa pierwsze to teorie logiczne, mereolo-
gia natomiast to ogdlna teoria zbiorow. Lesniewski skonstruowat
swoje systemy bardzo starannie, dopuszczajac tworzenie wciaz no-
wych obiektéw oraz definiujac wszystko z taka precyzja, ze zyskat
opinig ,,pierwszego logika, ktory w calkowicie poprawny sposob
sformutowat reguty definiowania w systemach dedukcyjnych™’.

5+ J. Wolenski, Stanistaw Lesniewski i jego rola w historii logiki, dz.
cyt., s. 215.

5 R. Jadczak, Mistrz i jego uczniowie, Warszawa 1997, s. 105.

% List S. Lesniewskiego do prof. K. Twardowskiego, 151V 1919, FN
1999, z. 1-2, s. 120.

7 J. Wolenski, Szkola Iwowsko-warszawska w polemikach, dz. cyt.,
s. 143.
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Lesniewski traktowat definicje jako tezy systemu oraz uwa-
zat, ze aksjomaty powinny zawiera¢ jak najmniejsza ilos¢ po-
je¢ z réznych kategorii semantycznych. Ponadto wymagat, by
aksjomaty miaty specjalna formg, tzw. forme kanoniczna: je-
den aksjomat w postaci rownowaznosci o kwantyfikatorach ze-
wnetrznych wiazacych tylko zmienne po lewej stronie réwno-
wazno$ci®®. Inna charakterystyka systemow Le$niewskiego byto
to, ze nie wystgpowaty w nich zmienne wolne, kwantyfikatory
za$ mialy oryginalng interpretacje™.

Prototetyka to uogodlniony rachunek zdan. Jak wspomina
Kotarbinski®:

Les$niewski nazwat prototetyka cze¢$¢ logiki zawierajaca zmienne,
ktorych wartosci ukonstytuowane sg przez funktory. To znaczy
w praktyce wykladu, ze wolno za symbol zmienny podstawic¢
badz znak koniunkcji, badz alternatywy, badz implikacji etc.
W ten sposob otrzymuje si¢ tezy ogdlniejsze od twierdzen ra-

chunku zdan®'.

Pierwotny model zostal przedstawiony za pomoca

rownowaznos$ci (1929). Waznym przyczynkiem do wylozenia

8 Tamze.

¥ Tzn. zapis Vx, Fx oznacza ,,dla kazdego podstawienia za x w Fx,
Fx”, a kwantyfikator szczegdtowy — ,,dla pewnego”.

€ T. Kotarbinski, Logika w Polsce, jej oryginalnosé¢ i obce wplywy,
dz. cyt., s. 251.

1 J. Stupecki, St. Lesniewski’s Protothetics, ,,Studia Logica” [dalej:
SL]1953,R. L.
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calej teorii byt rezultat Tarskiego (1923)%, ktory zdefiniowat
negacje i koniunkcje za pomoca rownowaznosci oraz kwantyfi-
katora ogo6lnego. Tak wigc jedynym terminem pierwotnym jego
systemu byt funktor rownowaznos$ci. Trzeba jednak dodac, ze
dla Lesniewskiego systemy oparte na negacji i alternatywie (czy
na negacji i implikacji) byty rozne, doktadnie inaczej niz w kla-
sycznym rachunku zdan®.

Najkrotszy aksjomat prototetyki®, z ktérego mozna wy-
prowadzi¢ wszystkie prawa dwuwarto§ciowego rachunku zdan,
stosujac reguly odrywania i podstawiania za pomoca definicji
oraz reguly dotyczacej dziatan na kwantyfikatorach, znalazt So-
bocinski w 1945 roku®, a w 1953 Stupecki®® wykazal zupetnosé
prototetyki elementarnej, takiej w ktorej kwantyfikatory wiaza
zmienne zdaniowe i zmienne funktorowe pierwszego rzedu. Po-
nadto w tak zdefiniowanej prototetyce mozna udowodni¢ za-
sad¢ dwuwarto$ciowosci, dlatego Lesniewski tak przy niej ob-
stawat®’,

2 A. Tarski, O wyrazie pierwotnym logistyki, PF 1923, R. XXVI,
z. 1-2, s. 68—89.

¢ J. Wolenski, Stanistaw Lesniewski i jego rola w historii logiki, dz.
cyt., s. 218.

% [pq] ::p < q. < . [fl:. f(pfplul.w)). < :[r]: figr). <.q < p Kropki
wskazuja na porzadek operowania kwantyfikatorow.

> B. Sobocinski, Z badan nad aksjomatykq Stanistawa Lesniewskie-
go, ,,Roczniki Naukowe” [dalej: RN] 1953, R. 1V; J. Wolenski, Filo-
zoficzna szkola lwowsko-warszawska, dz. cyt., s. 145.

¢ J. Stupecki, St. Lesniewski's Protothetics, dz. cyt.

7" J. Wolenski, Stanistaw Lesniewski i jego rola w historii logiki, dz.
cyt., s. 220.
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Ontologia powstata w latach 1919-1920 i moze by¢ trak-
towana jako uogoélniony rachunek nazw z funktorem ,,jest” jako
pierwotnym®, ale wedtug Le$niewskiego teoria ta opisuje ,,pew-
nego rodzaju »ogolne zasady bytu«”®, gdzie ,,spdjka ‘jest’ brana
jest w znaczeniu zasadniczym”’’, jako nazwy tylko jednej katego-

rii, a nie imiona wlasne czy orzeczniki’”'. Wedhug Kotarbinskiego:

[...] ontologia jest obszernym ustopniowanym systemem teore-
matow coraz bardziej abstrakcyjnych i skomplikowanych. By go
zbudowaé, Lesniewski wynalazt bardzo oryginalna klasyfikacje
stow 1 wyrazen, z ktorych skladaja sig¢ twierdzenia tego systemu.
Kazde wyrazenie przynalezy do okreslonej kategorii semantycz-
nej zaleznie od sktadnikéw jego struktury. Obok zdania i nazwy
wyrozniamy ,.funktor”, czyli wyrazenie, ktore wiaze nazwy badz
zdania ztozone z dwoch zdan (np. ,,jezeli to”), funktory tworzace
nazwg z dwoch nazw (np. ,,i” migdzy nazwami, np. ,,ojciec i przy-
jaciel”) etc. Ta klasyfikacja uchwytna formalnie ma w oczach mi-
strzoéw logistyki znaczna przewage nad klasyfikacja kategorii se-
mantycznych Husserla, ktéra w probach zastgpowania pewnych

wyrazen przez inne odwoluje si¢ do poczucia sensu i nonsensu’.

% J. Wolenski, Filozoficzna szkota Iwowsko-warszawska, dz. cyt.,
s. 145.

¢ Tamze, s. 147.

7 Tamze.

1 J. Wolenski, Stanistaw Lesniewski i jego rola w historii logiki, dz.
cyt., s. 221.

2 T. Kotarbinski, Logika w Polsce, jej oryginalnos¢ i obce wplywy,
dz. cyt., s. 252.

€1L0Z ° 1117 | @>neN m auz>yozoji4 elusiupebez

185



Lidia Obojska

[...] rozni si¢ ona od zwyktego rachunku predykatow w na-
stgpujacy sposob: zasada rachunku predykatéw nie dopuszcza
pod groza nonsensu uzycia jako orzecznika imienia wlasnego
mogacego oznaczaé podmiot w zdaniu prostym o podmiocie jed-
nostkowym (i na odwro6t), podczas gdy w ontologii jest to do-
puszczalne. Ontologia Le$niewskiego ma rézne zalety, a migdzy
innymi tg, ze bardziej niz zwykty rachunek predykatow zdaje si¢
harmonizowa¢ zaréwno z sylogistyka Arystotelesa, jak i z prak-

tyka mowy potocznej™.

Mozliwa jest takze teoriomnogo$ciowa interpretacja onto-
logii, ale poniewaz Lesniewski, bedac nominalista, nie uznawat
przedmiotow abstrakcyjnych, stad jego pierwotna intuicja nie
mogta zmierza¢ w tym kierunku’. Wynika to z faktu, ze onto-
logia jest teoria prawdziwa w kazdej dziedzinie, jest pierwszym
systemem ,,logiki wolnej””. Dodatkowo kwantyfikator szcze-
gotowy nie jest kwantyfikatorem egzystencjalnym, a Lesniew-
ski definiuje sens terminéw ‘przedmiot’ oraz ‘istnieje’. Dlatego
Wolenski uwaza’®, ze teoria ta jest ,,metafizycznie” neutralna
i stad mozliwa jest jej teoriomnogosciowa interpretacja.

Mereologia to ostatni z systeméw Lesniewskiego, cho¢ po-

wstal jako pierwszy, bo w 1916 roku. Nie jest to teoria logiczna,

73 Tamze, s. 251.

7 J. Wolenski, Filozoficzna szkola Iwowsko-warszawska, dz. cyt.,
s. 147.

7> Tamze.

¢ Tamze, s. 148, przypis 29.
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ale uogolniona teoria zbiorow, inaczej — teoria zbiorow kolek-

tywnych.

Jest to teoria stosunku czgsci do catosci takiej jak zbior [...], przy
czym czg$¢ pojmuje si¢ jako fragment w takim samym sensie,
w jakim reka stanowi fragment ciata ludzkiego, a trzonek frag-

ment noza’’.

Analizujac antynomi¢ Russella, klasy wszystkich klas nie-
bedacych swoimi wlasnymi elementami, Le$niewski doszedt
do wniosku, ze caty problem tkwi w btgdnym pojeciu terminu
,»zbior”. Tu zrodzita si¢ propozycja zbioru kolektywnego, gdzie
relacja pierwotna jest relacja czesci’®, a nie jak u Georga Cantora —
relacja przynaleznosci. Zatem kazdy obiekt, takze zbior mereolo-
giczny, jest czeScia siebie, dlatego jest swoim wlasnym elemen-

tem. O tym, jak powstata mereologia, tak wspomina Kotarbinski:

I oto zdarzylo sig, ze Le$niewski (a bylo to bodaj tuz niemal przed
pierwsza wojna $wiatowa) podjat si¢ odczytu o antynomii Russella
w cyklu odczytéw publicznych [...]. Oto6z przygotowujac si¢ do
owego odczytu, nasz prelegent w pewnej chwili stwierdzil, ze ob-
myslona przezen krytyka omawianej antynomii zawiera btad, ,,lezy

w gruzach”, jak zwykle byt mawia¢ w podobnych przypadkach.

77 T. Kotarbinski, Logika w Polsce, jej oryginalnos¢ i obce wplywy,
dz. cyt., s. 252.

8 Chodzi tu oczywiscie o czg$¢ niewlasciwa, nazywana przez Le-
$niewskiego ingrediensem.
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Prawdziwa rozpacz! Za par¢ godzin odczyt, stuchacze si¢ zejda,
sytuacja grozi kompromitacja. Postanowit tedy maksymalnie wy-
tezy¢ uwagg, pomagajac sobie chrupaniem czekolady. A rezultat
byt taki, ze wedle jego wlasnej diagnozy z czekolady urodzita si¢
mereologia. Bo czyz nie jest jasne, ze chociaz co$, co jest M-em,
jest przeto elementem klasy M-6w, jednak bynajmniej nieprawda,
ze cos, co jest elementem klasy M-6w, samo tez musi by¢é M-em
z tej racji! A takiego wlasnie wadliwego kroku dopuszcza si¢ Rus-
sell w konstrukcji swojej antynomii™. 1 dalej thumaczy, na czym
ten btad polega: Blad to oczywisty, bo wezmy pod uwage na przy-
ktad szachownicg, notoryczna klasg jej wiasnych pol. Kazde pole
szachownicy jest jej elementem, elementem klasy jej pol. Ale ta
sama szachownica jest tez notorycznie klasa osmiopolowych pasm
prostokatnych. Chociaz jednak kazde pole naszej szachownicy jest
elementem tej szachownicy, a przeto jest elementem klasy owych
jej pasm prostokatnych, nie jest ono bynajmniej zadnym z tych
pasm!*Poniewaz zatem w mereologii ,,zaden przedmiot nie jest
klasa klas nie podporzadkowanych sobie, to wyrazenie ‘klasa klas
nie podporzadkowanych sobie’ nie oznacza zadnego przedmiotu,
wszelkie wigc zdanie, w ktore wyrazenie to wchodzi jako podmiot,
jest zdaniem fatszywym™®!. Skoro takiego przedmiotu nie ma, pa-

radoks Russella nie wystepuje.

7 T. Kotarbinski, Garstka wspomnien o Stanistawie Lesniewskim, dz.
cyt., s. 299.

8 Tamze, s. 300.

81 S. Le$niewski, Czy klasa klas, nie podporzqdkowanych sobie, jest
podporzqdkowana sobie?, PF 1914, R. XVII, z. 1, s. 63-75.
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Aby nie pozosta¢ tylko w kreggach polskich, za namowa
Twardowskiego Lesniewski w 1929 roku przedstawil swoj troj-
system w nieco skroconej formie w jezyku niemieckim na ta-
mach czasopisma ,,Fundamenta Mathematicae” pt. Grundziige
eines neuen Systems der Grundlagender Mathematik. Wydru-
kowana zostata jednak tylko pierwsza czg$¢ jego pracy®. Les-
niewski pracowat nad cata teoria 23 lata i niestety nie wszystkie
wyniki opublikowano oraz nie wszystkie si¢ zachowaty. Czgs¢
wynikoéw probowat zrekonstruowa¢ Sobocinski, ale duza partia

tych rekopisow zagingla.

4. Wptyw Stanistawa Lesniewskiego na twdérczos¢
niektorych przedstawicieli szkoty warszawskiej

Wptyw Stanistawa Le$niewskiego na tworczos¢ Czestawa Le-
jewskiego, Jerzego Stupeckiego czy Bolestawa Sobocinskiego
jest raczej oczywisty. Wszyscy trzej logicy to wierni kontynu-
atorzy idei Lesniewskiego: Lejewski kontynuowat prace w za-

kresie mereologii i ontologii®, Stupecki — w zakresie prototetyki

82 R. Jadczak, Mistrz i jego uczniowie, dz. cyt., s. 108.

8 Cz. Lejewski, Consistency of Lesniewski’s Mereology, Logic and
Existence, On Lesniewski’s Ontology, [w:] Lesniewski's Systems. On-
tology and Mereology, red. J.T. Srzednicki, V.F. Rickey, Nijhoff Inter-
national Philosophical Series, t. 13, Hague—Wroctaw 1984.
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i mereologii®, a Sobocinski zajmowat si¢ wszystkimi syste-
mami®. W praktyce wszyscy zajmowali si¢ wszystkim.

Kotarbinski pisat:

Najwigcej wszelako nauczytem si¢ bez watpienia od prof. dr. Sta-
nistawa Les$niewskiego. [...] cala moja mysl przesycona jest do
glebi wptywami tego niezwyktego umystu, z ktorego bezcen-
nych darow los przychylny pozwolil mi przez szereg lat korzystac¢
w obcowaniu niemal codziennym. Jestem niewatpliwie uczniem

kolegi Lesniewskiego [...]%.

I jak dodaje Ryszard Jadczak, Kotarbinski postuzyt sig ide-
ami Lesniewskiego na uzytek swojego reizmu: ,,[...] reizm wy-

grat wielki los, natknawszy si¢ na znakomity wynalazek w po-

8 J. Stupecki, St. Lesniewski s Protothetics, dz. cyt., s. 44—111; tegoz,
S. Lesniewski's Calculus of Names, SL 1955, R. 11, s. 7-72; tegoz,
Towards a Generalized Mereology of Lesniewski, SL 1958, R. VIII,
s. 131-154.

8 B. Sobocinski, O kolejnych uproszczeniach aksjomatyki ,,ontolo-
gii” prof. S. Lesniewskiego, ,,Fragmenty Filozoficzne” 1934, s. 143—
160; tegoz, L analyse de | ’antinomie russelienne par Lesniewski, ,Me-
thodos™ 1949, R. 1-2, z. 1, 2, 3, 6-7, s. 94-107, 220-228, 308-316,
237-257; tegoz, Z badan nad aksjomatykq prototetyki Stanistawa Le-
sniewskiego, ,,Roczniki Polskiego Towarzystwa Naukowego” [dale;j:
RN] 1954, R. 1V, s. 18-20; tegoz, Studies in Lesniewski’s Mereology,
RN 1954, R. V, s. 34-48.

% T. Kotarbinski, Elementy teorii poznania, logiki formalnej i me-
todologii nauk, Wroctaw—Warszawa—Krakow 1961, s. 9—10, [w:]
R. Jadczak, Mistrz i jego uczniowie, dz. cyt., s. 109.
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staci Ontologii. [...] Otrzymatl aparatur¢ gotowa z wytworami
$wietnie funkcjonujacymi®’.

Bardzo wazny jest takze wplyw idei Le$niewskiego na
dziatalno$¢ Tarskiego i Lukasiewicza.

Alfred Tarski®. Wolenski przypuszcza, ze pierwsze idee
semantyczne sformutowane przez Tarskiego pochodza wtasnie
od Lesniewskiego. Wynika to z filozofii Le$niewskiego, dla kto-

rego formalizacja byta srodkiem, a nie celem:

Trudzg si¢ przedstawieniem réznych teorii dedukcyjnych, aby w sze-
regu sensownych zdan wyrazi¢ szereg mysli, ktore posiadam na ten
czy inny temat i aby jedne zdania wyprowadzi¢ z innych w taki spo-
sob, aby to bylo w zgodzie z zasadami wnioskowania, ktore uwa-
Zam za ,,intuicyjnie” obowiazujace. Nie znam innej skutecznej me-
tody, aby zaznajomi¢ czytelnika z moimi ,,logicznymi intuicjami”,
anizeli metoda ,,formalizacji” odno$nych [do] teorii dedukcyjnych,
ktore pod wplywem ,,formalizacji” w zadnej mierze nie przestaja
si¢ sktada¢ z sensownych zdan, bedacych dla mnie intuicyjnie waz-
nymi. Metod¢ polegajaca na przemycaniu poprzez matematyczna
dedukcje oparta o ,,intuicyjng” bazg roznych tajemnic logicz-

nych uwazam w kazdym razie za znacznie mniej celowy sposob®.

% T. Kotarbinski, ,,Studia Filozoficzne” 1958, z. 4, [w:] R. Jadczak,
Mistrz i jego uczniowie, dz. cyt., s. 110.

8 Tu trzeba wspomnie¢, ze Tarski byt doktorantem Lesniewskiego.
% S. Les$niewski, Grundziige eines neuen Systems der Grundlagen
der Mathematik, § 1-11, FM 1929, R. X1V, s. 78, [w:] J. Wolenski,
Filozoficzna szkota Iwowsko-warszawska, dz. cyt., s. 138.

€1L0Z ° 1117 | @>neN m auz>yozoji4 elusiupebez

191



Zagadnienia Filozoficzne w Nauce | LIl - 2013

Lidia Obojska

Lesniewski dbat o precyzje jezyka, poje¢ i wypowiedzi oraz
0 tacznos¢ wszystkiego z rzeczywistoscia®. Wolenski podaje, ze
objasnienia terminologiczne z definicjami poje¢ Le$niewskiego
zajmuja w monografii Eugene’a C. Luschei z 1962 roku 120

stron’!, a Henryk Hiz tak si¢ wyraza na ten temat:

Przez dwa lata chodzitem na jego wyktady i seminaria. [...] Przez
jeden semestr czytato si¢ tam artykul Lukasiewicza Philosophi-
sche Bemerkungen zu mehrwertigen Systemen des Aussagenkal-
kiils®*. Odbywato sie to tak, ze czytato si¢ jedno zdanie, ttuma-
czyto na polski, po czym Le$niewski podawat interpretacjg¢ tego
zdania i wywodzil na tablicy, ze jest nie do przyjecia. Wtedy po-
dawat drugg interpretacje tego zdania, z ktorej wyciagat okropne
wnioski. I tak dalej. I tak dalej®.

Jan Lukasiewicz. Wspomnieli§my wczesniej, ze Lukasiewicz

zajmowal si¢ doglebna analiza klasycznego rachunku zdan®™.

% J. Wolenski, Filozoficzna szkola Iwowsko-warszawska, dz. cyt.,
s. 138-139.

° Tamze, s. 133.

%2 Chodzi o artykut Lukasiewicza dotyczacy glownych intuicji filozo-
ficznych i formalnych lezacych u podstaw logiki wielowarto$ciowe;j,
z ktora to LeSniewski catkowicie si¢ nie zgadzat. Artykut ten zostat
opublikowany w ,,Sprawozdaniach Towarzystwa Naukowego War-
szawskiego” w 1930 roku.

% H. Hiz, Garstka wspomnien kibica matematykow, ,,Wiadomosci
Matematyczne” 2000, R. XXXVI, s. 54.

% FPukasiewicz stworzyt specjalng symbolike, tzw. beznawiasowaq,
w ktorej funktory wystepuja przed argumentami i ktorej pomyst po-
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Idea, by zdefiniowa¢ rachunek zdan ze zmiennymi funktorami,
najprawdopodobniej pochodzi od Les$niewskiego, ktory po raz
pierwszy zastosowatl zmienne funktory w swojej prototetyce®.
Dlatego Lukasiewicz wprowadza do logiki wyrazenie Vp (verum
od p) jako Vp = Epp oraz EVpEpp. Pierwsze to definicja zapi-
sana w metajezyku, a drugie — teza®. Dla Lukasiewicza definicje
to metajezykowe skroty, dla LeSniewskiego — to tezy systemu®’.
W tak skonstruowanym rachunku zdan, gdzie za zmienng f
w wyrazeniu fx (x jest wyrazeniem) mozna podstawi¢ dowolna
warto$¢, tak aby cato$¢ miata sens, Lukasiewicz wprowadza
swoje reguly podstawiania, inne od Lesniewskiego, tzn. przyj-
muje, ze w miejsce f mozna wpisa¢ dowolng zmienna, czyli po
prostu pomina¢ samo f. Okazuje sig, ze w ten sposdb mozna sfor-
mutowac definicje za pomoca implikacji 1 zaksjomatyzowac ra-
chunek zdan w nowy sposdb. W 1951 roku Carew A. Meredith
udowodnit, ze prawa klasycznego rachunku zdan oraz prawa zdan
z kwantyfikatorami i zmiennymi funktorowymi wynikaja z tezy,

ktora znat Lesniewski®®. Tak o tym wspominat Lukasiewicz:

chodzit od Leona Chwistka. Symbolika ta stosowana byta w szkole
warszawskiej ze wzgledu na swoja ekonomig — brak kropek i nawia-
sow, jednak nie wszyscy jej uzywali. Lesniewski pozostat przy swojej
notacji nawiasowej z uwzglednieniem kropek, jak w Principia Mathe-
matica Russella i Whiteheada. Zob. J. Wolenski, Filozoficzna szkota
Iwowsko-warszawska, dz. cyt., s. 93.

% Tamze, s. 104.

% Tamze, s. 103.

7 Tamze.

% Tamze, s. 104-106.
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Wyprowadzenie z tej tezy calego rachunku zdan przy pomocy re-
guty podstawiania, odrywania i regut dla kwantyfikatorow nalezy

uzna¢ za arcydzieto sztuki dedukcyjnej®.

Zakonczenie

Lesniewski pisat niewiele, a to, co pisat, dotyczyto gtdéwnie jego
wlasnych systemow. Wigkszo$¢ z jego rekopisoOw niestety zo-
stala zniszczona podczas wojny albo zagingla. Trzeba jednak
przyznaé, ze jego doglebne analizy i polemiki prowadzone na
tamach ,,Przegladu Filozoficznego” stymulowaty innych mysli-
cieli do pogtebionej refleksji. Dyskusje na temat zasady sprzecz-
nosci, zdan kategorycznych, warunkowych, definicji nie byty ta-
twe, ale tez Lesniewski nie byl tatwym partnerem do rozmow,
cho¢ jak pisat Lukasiewicz w swoim Dzienniku: ,,byt to jeden
z najgenialniejszych umystow, jakie Polska wydata™®. Czgsé¢
wynikéw probowali odtworzy¢ Sobocinski, Lejewski, Stupecki,
Hiz, Grzegorczyk, ale co ,,chodzito” po glowie tego geniusza,
jak mawiat jeden z nich, raczej nie jesteSmy juz w stanie si¢ do-
wiedzie¢. Lukasiewicz zawdzigcza Lesniewskiemu ,,co znaczy

mysle¢ §cisle”!?!, ale dla wszystkich logikow warszawskich Les-

% Tamze, s. 106.

100 J. Fukasiewicz, Dzienniki, s. 28, [w:] J. Wolenski, Szkola Iwowsko-
-warszawska w polemikach, dz. cyt., s. 53.

101 Tamze, s. 61.
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niewski byt niewatpliwie wielka postacia logiki'®. T skoro jego
dorobek to ,,arcydzieto sztuki dedukcyjnej”, to jego autor rze-

czywiscie musial by¢ cztowiekiem nieprzecigtnym.
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Abstract
This paper concerns the general characteristics of the Academy of
Arts and Sciences in Cracow and the Memoirs of the Academy of
Arts and Sciences in Cracow. Moreover, in the context of the global
development of the theory of differential equations we present in
this paper the articles of Alojzy Jan Stodoétkiewicz (1856-1934),
Wtiadystaw Zajaczkowski (1837-1898), Jan Rajewski (1857-1906),
Wawrzyniec Zmurko (1824-1889) and Edward Wiadystaw Skiba
(1843-1911) on differential equations, which were published in the

Memoirs of the Academy of Arts and Sciences in Cracow.
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1. Ogodlna charakterystyka
Akademii Umiejetnosci w Krakowie

Akademia Umiejetnosci w Krakowie powstata w 1872 roku
w wyniku przeksztalcenia dziatajacego wczesniej Towa-
rzystwa Naukowego Krakowskiego (1815-1872), ktore Scisle
wspolpracowato z Uniwersytetem Jagiellonskim. Towarzystwo
Naukowe Krakowskie zatozono 24 lipca 1815 roku z inicjatywy
Jerzego Samuela Bandeckiego — bibliotekarza i bibliografa, fi-
lologa oraz historyka jezykoznawstwa i drukarstwa. Inicjatywe
t¢ popart dwczesny rektor Uniwersytetu Jagiellonskiego Wa-
lenty Litwinski. Do 1852 roku kolejni rektorzy UJ byli preze-
sami TNK. W tym towarzystwie do 1840 roku w TNK istniato
sze$¢ nastgpujacych wydzialow: teologii, prawa, medycyny,
matematyki, literatury oraz gospodarstwa, wiadomosci tech-
nicznych i wszelkich kunsztow. Po roku 1840 liczba wydzialow
zostata zmniejszona do czterech. Od 1817 do 1872 roku TNK
wydawato ,,Rocznik Towarzystwa Naukowego Krakowskiego
z Uniwersytetem Krakowskim Potaczonego”. W 1852 roku za-
wieszono dziatalno$§¢ TNK, ktore reaktywowano w 1857 roku

jako Cesarsko-Krolewskie Towarzystwo Naukowe Krakowskie.
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W 1872 roku, jak to juz wyzej stwierdzilisSmy, ck TNK zostato
przeksztatcone w Akademie Umiejgtnosci.

Oficjalna uroczystos¢ otwarcia odbyla sie¢ w 1873 roku
w obecnosci cesarza Franciszka Jozefa. Na uwagg zastuguje fakt
przekazania w 1893 roku Akademii Umiejgtnosci w Krakowie
zbioru Biblioteki Polskiej w Paryzu. Po pierwszej wojnie $wia-
towej w 1918 roku Akademia Umiejetnosci zostata przeksztat-
cona w Polska Akademi¢ Umiejetnosci. Do 1952 roku PAU
miata ogétem 676 cztonkow krajowych i 264 zagranicznych. Po
drugiej wojnie $wiatowej jej niezaleznos$¢ nie byta mozliwa do
zaakceptowania przez 6wczesne wladze komunistyczne PRL.
Juz w 1948 roku wtadze te oglosily, ze powotaja Polska Aka-
demig¢ Nauk. Tymczasem Polska Akademi¢ Umiejgtnosci pro-
gramowo niszczono finansowo, a takze poprzez blokowanie jej
wydawnictw i kontaktow z zagranica oraz poprzez cenzurg. Na
zorganizowanym przez wtadze komunistyczne I Kongresie Na-
uki Polskiej w 1951 roku zlikwidowano PAU i Towarzystwo
Naukowe Warszawskie, ktore dziatalo od 1907 roku 1 stanowito
kontynuacje dziatalnosci Towarzystwa Przyjaciot Nauk w War-
szawie zatozonego w 1800 roku. Polska Akademia Nauk zostata
powotana ustawa o Polskiej Akademii Nauk z 30 pazdziernika
1951 roku. Caty majatek PAU skonfiskowano i przekazano wraz
z wydawnictwami Polskiej Akademii Nauk. Na poczatku PAN
byla korporacja uczonych, jednak w 1960 roku zostata prze-
ksztatcona w rzadowa instytucj¢ centralna. Az do 1990 roku
sprawowata ogdlna piecz¢ nad nauka w Polsce i zarzadzala sie-
cia instytutow naukowych. W latach 1957-1958 grupa uczonych
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probowata reaktywowac¢ PAU. Wladze pod wplywem tych prob
zgodzity si¢ na utworzenie w Krakowie oddziatu PAN. Dopiero
w 1990 roku PAN stracita status instytucji rzadowej, stajac si¢
ponownie korporacja uczonych i siecig instytutow naukowych.
Powotany wowczas Komitet Badan Naukowych przejat funk-
cje sprawowania kontroli nad nauka na poziomie rzadu. Odbu-
dowa PAU byta mozliwa dopiero po zmianie ustroju w 1989
roku. PAU zostata odtworzona przez grupg cztonkéw na pod-
stawie dawnego statutu, z zachowaniem ciaglosci organizacyj-

nej i uwzglednieniem tradycyjnych form dziatania.

2. Spis prac naukowych w ,Pamietniku Akademii
Umiejetnosci w Krakowie”

,Pamigtnik Akademii Umiejetnos$ci w Krakowie” byt kontynu-
acja ,,Rocznika Towarzystwa Naukowego Krakowskiego z Uni-
wersytetem Krakowskim Polaczonego”, ktérego wydrukowano
44 tomy od 1817 do 1872 roku. Pierwszy tom ,,Pamigtnika Aka-
demii Umiejetnosci w Krakowie” wydrukowano w 1874 roku,
a ostatni osiemnasty tom — w 1894 roku. Ogétem w ,,Pamigt-
niku” opublikowano 123 prace naukowe, w tym 43 prace z ma-
tematyki, a pozostate 80 prac z roznych dziedzin przyrodni-
czych. Wsrdd prac matematycznych 11 prac dotyczylo rownan
rozniczkowych, ktore sa gtdwnym celem niniejszego opraco-
wania. Ponizej podamy spis wszystkich prac osiemnastu tomow
,,Pamictnika AU w Krakowie”.
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Tom I (1874)

1.
2.

A. Biesiadecki: Anatomija patologiczna gruczolow skornych
W1 Zajaczkowski: O catkach osobliwych zwyczajnych row-
nan rozniczkowych rzedu jakiegokolwiek

W. Zmurko: O stycznosci stozkéw obrotowych

4. J.N. Franke: Badania analityczne nad ruchem cial statych

W1 Gosiewski: Przyczynek do teoryi rownowagi i ruchu ciata

sztywnego

6. E.W. Skiba: Teoryja matematyczna pochlaniania swiatta

7. E.Janczewski: Poszukiwania nad wzrostem wierzchotkowym

korzeni roslin okrytoziarnowych

8. G. Piotrowski: O chyzosci rozchodzenia sie Swiatta w solach

9. F. Strzelecki: O czystosci powietrza

10.

E.W. Skiba i1 K. Olszewski: Wphyw temperatury na przewod-

nictwo galwaniczne wody

Tom II (1876)

1.

E. Janczewski: Poszukiwania nad powstawaniem korzonkow
u roslin ziarnowych

DrA. Alth: Rzecz o pochodzeniu belemnitow z mieczakow glo-
wonogich oskorupionych

Dr Oskar Fabian: Obliczanie wartosci szeregow nieskonczo-
nych, zwlaszcza szeregow bardzo stabéj zbieznosci

W. Zmurko: Przyczynek do rachunku przemiennosci ze szcze-
golném uwzglednieniem znamion najwiekszosci i najmniejszo-
sci catek oznaczonych

Dr 1z. Kopernicki: O czaszkach z kurhanow pokuckich
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. D. Zbrozek: Teoryja planimetru biegunowego

6

7. Fr. Mertens: O funkcji oskulacyjnéj Profesora Zmurki

8. Dr J. Rostafinski: Historyja rozwoju wydetki krzonkowloséj
9. Prof. dr Karlinski: O okresowych zmianach cieptoty powietrza

w Krakowie

Tom III (1877)

1. Dr Wi Zajaczkowski: Teoryja ogolna rozwiqzan osobliwych
rownan rozniczkowych zwyczajnych

2. W. Zmurko: O waznosci i zastésowaniu funkcji oskulacyjnéj
w rachunku przemiennosci, oraz odpowiedz na uwagi Dra
Mertensa dotyczqce tego przedmiotu

3. Dr Fr. Kamienski: Anatomija porownawcza pierwiosnkowa-
tych (z 10 tablicami)

4. W. Zmurko: O waznosci i zastésowaniu funkcji oskulacyjnéj
w rachunku przemiennosci, czes¢ druga (dokonczenie)

5. Jan N. Franke: O niektorych zagadnieniach kinematyki na za-
sadzie ruchu powierzchni skosnych

6. Dr Ed. Skiba: Przyczynek do teoryi strun

7. J. Tetmajer: Teoryja rozwiniecia funkcyj niewyraznych
Wstep
Czes$¢ pierwsza: O szeregach w ogdlnosci
Cze$¢ druga: Rozwoj funkcji wyraznych
Cze$¢ trzecia: Rozwoj funkcji niewyraznych

Rozdziat I: Wzory og6lne do rozwinigcia funkcji niewyraznych
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Tom IV (1878)

1.

J. Tetmajer: Teoryja rozwiniecia funkcyj niewyraznych. Czesé
trzecia (czg$¢ 11 11, tudziez rozdziat 1 czesci 111 sa zamiesz-

czone w III tomie ,,Pamigtnika Akademii” str. 155—188)

2. Z. Kahane: Budowa tasiemca nastroszonego (Taenia perfo-
liata Géze) jako przyczynek do anatomii i histologii ogniwcow
(Cestodes)

3. Dr Henryk Kadyi: O oku kreta pospolitego (talpa europea)
pod wzgledem porownawczo-anatomicznym

4. Dr D. Wierzbicki: Ruch dzienny preznosci pary i wilgotnosci
powietrza w Krakowie (Czgs¢ 1 pracy wigkszéj pod tytutem:
Peryjodyczne zmiany preznosci pary i wilgotnosci powietrza
w Krakowie. Czg$¢ druga zamieszczona zostanie w tomie V
»Pamig¢tnika Akademii”)

5. Dr L. Nowakowski: Przyczynek do morfologii i systematyki
skoczkow (Chytridiaceae)

Tom V (1880)

1. Jozef Tetmajer: Rozwiqzanie rownan trzechwyrazowych

2. Dr A. Rehman: Geobotaniczne stosunki potudniowéj Afryki
(Tabl. I, 111 I1T)

3. Dr D. Wierzbicki: Peryjodyczne zmiany preznosci pary i wil-
gotnosci powietrza w Krakowie. Czes¢ druga (Tabl. IV1V)

4. Jozef Tetmajer: Dodatek do rozwiqzania trygonometrycznego
rownan dwuwyrazowych

5. Prof. dr Gustaw Piotrowski: O stosunku miedzy ciezarem gatun-

kowym a sktadem chemicznym cial stalych nieorganicznych
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6. Prof. dr Bronistaw Radziszewski: Badania nad zjawiskami

fosforescencyj cial organicznych i uorganicznych

Tom VI (1881)

1.

Dr Alojzy Alth: Wapien Nizniowski i jego skamieliny (z 12 ta-
blicami)

Ignacy Szysztowicz: O zbiornikach olejkow lotnych w krole-
stwie roslinném (z 7 tablicami)

Dr Wiadystaw Zajaczkowski: Teoryjka wyznacznikow o p wy-

miarach

Tom VII (1882)

L.

Prof. Wtodzimierz Brodowski: Przyczynek do anatomii pato-
logicznéj watroby (z 1 tablicq)

Jan Nep. Franke: O inwolucyi szesciu prostych, uwazanych
Jjako osi skretow chwilowych

Dr Izydor Kopernicji: O kosciach i czaszkach Ainosow (z 4 ta-
blicami)

Wiadystaw Kretkowski: O przeksztatceniach pewnych wielo-
mianow jednorodnych drugiego stopnia

Dr Ludwik Birkenmajer: O kinetycznéj rownowadze elipsoidy
nieobrotowéj pod wplywem grawitacji i sity odsrodkowéj

Dr Fr. Kamienski: Narzedzia odzywcze Korzeniowki (Mono-

tropa Hypopitys) (z 3 tablicami)

7. Dr Emil Godlewski: Studyja nad oddychaniem roslin

8. Dr Kazimierz Olearski: O elektrycznych oscylacjach

9. Wiadystaw Kretkowski: O rozwiqzywaniu rownan algebraicz-

nych ogolnych za pomocq catek oznaczonych
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10. Wiadystaw Kretkowski: O niektorych wzorach rachunku roz-
niczkowego
11. Jan Nep. Franke: Teoryjka analityczna komplexow srub chwi-
lowych
Tom VIII (1883)
1. Wiadystaw Kulczynski: Opisy nowych gatunkow pajqkow
z Tatr, Babiéj Gory i Karpat Szlgskich (Tablica I, 111 I11)
2. Edward i Wiladystaw Natansonowie: O przyciqganiu sie ato-
mow i ruchu ich w czqsteczkach gazow
3. Dr Wawrzyniec Zmurko: O catkowaniu réwna#n rézniczko-
wych linijnych rzedu drugiego o wspolczynnikach linijnych
4. Eugeniusz Dziewulski: Zageszczenia optyczne mieszanin
wody i alkoholu (Tab. IV, V, VIi VII)
5. A.J. Stoddtkiewicz: Zastosowanie sposobu Bertranda do cal-
kowania rownania rozniczkowego o rozmiczkach zupetnych
z wielu zmiennymi
6. A.l. Stodotkiewicz: Catkowanie uktadow réwnan rézniczko-
wych o rozniczkach zupetnych
7. Dr Leon Nowakowski: Entomophthoreae. Przyczynek do zna-
Jjomosci pasozytnych grzybkow sprawiajqcych pomor owadow
(Tab. VIII, IX, X, XI i XII)
Tom IX (1884)
1. Dr Wiadystaw Zajaczkowski: O zamianie funkcyi catkowitéj
i jednorodnéj stopnia 2go na sume kwadratow
2. Wiadystaw Kretkowski: Dowod pewnego twierdzenia tyczq-

cego sie dwoch wyznacznikow ogdlnych

€1L0Z ° 1117 | @>neN m auz>yozoji4 elusiupebez

207



Jan Koronski

3. Dr Jozef Puzyna: O pozornie dwuwartosciowych okréslonych
catkach podwojnych

4. Dr Stefan Puzyna: Przebieg roczny cieploty powietrza w Kra-
kowie obliczony na podstawie pi¢cdziesiecioletnich spostrze-
zen (1826—1875) sposobem nowym, prostszym i scislejszym niz
dotqd uzywane. (Tablica 1)

5. AJ. Stodotkiewicz: O catkowaniu rownan rozniczkowych li-
nijnych rzedu drugiego, majacych wspotczynniki linijne, przy
pomocy kwadratur

6. Jan Rajewski: O catkowaniu rownan rozniczkowych linijnych
rzedu drugiego, w postaci (cX* +bx+a)y"+(bx+a )y +ay=0

7. Dr Emil Godlewski: Przyczynek do teoryi krqzenia sokow
u roslin. (Tablica II)

8. Dominik Zbrozek: Zastosowanie wyznacznikow w teoryi naj-

mniejszych kwadratow

Tom X (1885)

1. DrA. Jaworski: O swobodnym rozplemie wnetrznym (endoge-
nezie) komorek Tab. I, 11, 111, 1V, V, VI, VII, VIII, 1X)

2. Dr Stefan Kuczynski: Porownanie co do Scistosci szesciu
wzorow stuzqcych do obliczania przebiegu rocznego cieploty
w miejscu daném

3. F. Mertens: O niezmiennikach jednéj i dwoch form dwulinijo-
wych alternujqcych

4. M. Raciborski: Opisy nowych desmidyjow polskich (Tab. X,
X1, XII, XIIT i X1V)
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Tom XI (1885)

1.

Godfryd Ossowski: Jaskinie okolic Ojcowa pod wzgledem pa-
leoetnologicznym (z 2 tablicami litografowanemi Tab. 11 i 111
i 6 fotodrukowanemi Tab. I, IV, V, VI, VII i VIII). Do str. 45
dodang jest tablica drukowana z napisem: ,, Obraz chronolo-
giczny budowy geologicznéj i zabytkow zawartych w namuli-

skach jaskin zbadanych na ziemiach polskich po rok 1848”

2. Dr J. Rostafinski: De plantis quae in ,,Capitulari de villis
et curtis imperialibus” Caroli Magni commemorantur. Jako
materyjat do historyi hodowli roslin w Polsce

3. Jan Nep. Franke: O wyrownaniu chyzosci biegu nieustannego
machin parowych

4. Wiadystaw Kulczynski: Pajqki zebrane na Kamczatce przez
Dra Dybowskiego. (Tablica IX, X i XI)

Tom XII (1886)

1. F. Mertens: O utworach niezmienniczych form kwadratowych

2. Jan Nep. Franke: O kreceniu sie ciata statego okolo punktu

3. Dr Wiadystaw Szajnocha: O kilku gatunkach ryb kopalnych
z Monte-Bolca pod Werong, znajdujqcych sie w gabinecie geo-
logicznym Uniwersytetu Jagiellonskiego (Tablica I, II, 111 i 1V)

4. Dr Wawrzyniec Zmurko: Uzasadnienie niektorych wazniej-
szych uproszczen algebraicznéj rachuby oparte na blizszém
rozwazaniu algebraicznego dzielenia

5. S. Dickstein: O niektorych wltasnosciach funkcyj alef

6. S. Dickstein: O twierdzeniu Crocchiego
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7. DrJ. Kopernicji: Czaszki Ainow wedtug nowych materyjatow
(Tablica V, VIi VII)

8. S. Dickstein: Dowod dwoch wzorow Wronskiego

9. A.J. Stodotkiewicz: O dwdch szczegdlnych uktadach rownan

rozniczkowych o rozniczkach zupetnych

Tom XIII (1887)

1. Dr med. Konrad Rumszewicz: Miesnie Srodoczne u ptakow
(Tablica I, 11i I11)

2. Dr Ludwik Birkenmajer: Nowa teoryja ksztattu i grawitacyi
Ziemi

3. Wiadystaw Kretkowski: O wyznaczeniu kuli przecinajqcej pod
tym samym kqtem ilekolwiek kul danych i o zagadnieniach po-
dobnych

1. DrlJozef Puzyna: O zastosowaniu uogolnionych form interpo-

oL 4. Wiadystaw Kretkowski: O pewnych zagadnieniach geometrii
o

o kulistej

i 5. Dr W. Antoni Gluzinski: O fizyjologicznem i leczniczem dzia-
§ taniu siarkanu sparteiny (Tablica IV, Vi VI)

3 6. Wiadystaw Zajaczkowski: Teoryja Fuchsa rownan rozniczko-
; wych linijowych i jednorodnych z jednq zmiennq niezalezng
E 7. A.W. Witkowski: O kilku przypadkach ruchu cieczy, zaleznych
g od spojnosci

E

i

= Tom XIV (1888)

:s

]

o

]

N

lacyjnych Lagrange’a (Tab. I)

2. Dr Stanistaw Zurakowski: Dowdd twierdzenia H. Wronskiego
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3. Dr A. Walentowicz: O przypadku dwupitciowosci obustronnej
u swini (Hermaphroditismus bilateralis) (Tab. 11 i I1])

4. Dr W. Teisseyre: Studyja paleontologiczne I. Proplanulites no-
vum genus (Tab. IVi V)

5. Franciszek Tomaszewski: Przyczynek do znajomosci statej
dielektrycznej ptynow (Tab. VI)

6. Prof. J. Rostafinski: Porownanie tak zwanych zielnikow Fali-
mirza, Spiczynskiego i Siennika

7. Prof. J. Rostafinski: Nasza literatura botaniczna XVI wieku
oraz jej autorowie lub tlomacze

8. Prof. W. Zmurko: O powierzchniach sprzezonych z powierzch-

niami rzedu drugiego

Tom XV (1888)

1. H. Kadyi: O naczyniach krwionosnych rdzenia pacierzowego
(Tablice I-X)
Wstep
L. Literatura
II. Metoda badania
III. O pniach tetniczych i zytnych zaopatrujacych rdzen
IV. O naczyniach krwiono$nych opony migkkiej
V. O rozgatgzieniach naczyn krwiono$nych w rdzeniu
VI. O naczyniach wlosowatych rdzenia
VII. Poglady morfologiczne na naczynia krwiono$ne rdzenia
VIII. W kwestyi naczyn limfatycznych rdzenia
IX. Objasnienie tablic

2. Wiadystaw Satke: Cieptota w Tarnopolu
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3. Adolf Beck: O pobudliwosci roznych miejsc tego samego

nerwu (Tab. XI)

Tom XVI (1889)

1.

Dr Gustaw Piotrowski: Przyczynek do nauki o unerwieniu na-

czyn

2. S. Dickstein: Kilka twierdzen o funkcyjach alef

3. Prof. Franciszek Mertens: O wyznaczniku, ktorego elementami

sq wartosci n! funkcyj catkowitych

Prof. Emil Dunikowski: O ggbkach cenomanskich z warstwy
Jfosforytowej Podola galicyjskiego (z trzema tablicami)

Prof. Wiadystaw Szajnocha: Pholadomyocardia Jelskii n.g.,
n.sp. (z tablicq)

Dr G. Piotrowski: Wplyw cisnienia w jamie brzusznej na tetno
i parcie oScienne krwi (z dwiema tablicami)

St. Czaplinski i Al. Rosner: O drogach, ktoremi ttuszcz i mydio
dostajq sie z jelit do obiegu ogolnego (z dwiema tablicami)
Dr G. Piotrowski: O pobudliwosci i zdolnosci przewodzenia
stanu czynnego w nerwach i miesniach (z trzema tablicami)
Franciszek Tondera: Opis flory kopalnej pokladow weglowych

Jaworzna, Dabkowy i Sierszy (z dwiema tablicami)

Tom XVII (1890)

1.

Dr Gustaw Piotrowski: O pobudliwosci i zdolnosci przewodze-

nia stanu czynnego w nerwach i miesniach

2. Jozef Puzyna: O pewnem twierdzeniu F. Foliego

3. DrJozef Siemiradzki: O mieczakach glowonogich brunatnego

Jjura w Popielanach na Zmudzi (z czterema tablicami)
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4. M. Raciborski: Nowe desmidyje (z czterema tablicami)

5. Dr Jozef Siemiradzki: O faunie kopalnej warstw brunatnego
Jjura w Popielanach na Zmudzi

6. Wiadystaw Gosiewski: O cisnieniu kinetycznem w plynie nie-
scisliwym i jednorodnym

7. Wiadystaw Gosiewski: O naturze ruchu wewnqtrz elementu
plynnego

8. F. Mertens: O funkcyjach catkowitych uktadu mn zmiennych,
tworzqcych m wierszy i n kolumn

9. Jan Rajewski: O catkach nieregularnych rownan rozniczko-
wych linijowych

10. Tadeusz Wisniowski: Mikrofauna itow ornatowych okolicy

Krakowa. Czes¢ I. Otwornice gornego Kellowayu we Grojcu

(z trzema tablicami)

Tom XVIII (1894)

1. DrJ. Siemiradzki: Fauna kopalna warstw oxfordzkich i kime-
rydzkich w okregu krakowskim i przyleglych czesciach Kro-
lestwa Polskiego. Czes¢ I. Glowonogi. (Z piecioma tablicami
i licznemi rycinami w tekscie)

2. Drl. Siemiradzki: Fauna kopalna warstw oxfordzkich i kime-
rydzkich w okregu krakowskim i przyleglych czesciach Kro-
lestwa Polskiego. Czesé II. Slimaki, malze, ramionoplawy
i szkartupnie

3. Maryan Raciborski: Flora kopalna ogniotrwalych glinek kra-
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3. Prace z r6wnan rézniczkowych w ,,Pamietniku
Akademii Umiejetnosci w Krakowie”

Prace z zakresu rownan rozniczkowych w ,,Pamigtniku Akade-
mii Umiejetnosci w Krakowie” opublikowato pigciu nastgpu-
jacych matematykow: Alojzy Jan Stodotkiewicz (1856—1934)
— cztery prace, Wladystaw Zajaczkowski (1837-1898) — trzy
prace, Jan Rajewski (1857—-1906) — dwie prace i po jednej pracy
Wawrzyniec Zmurko (1824-1889) oraz Edward Wiadystaw
Skiba (1843—-1911).

Dziesig¢ z jedenastu prac z rownan rézniczkowych opu-
blikowanych w ,,Pamigtniku” mozna podzieli¢ pod wzgledem
tematycznym na trzy grupy. Grupg pierwsza stanowi pieé prac
dotyczacych zwyczajnych réwnan rézniczkowych liniowych
rzedu drugiego. Ich autorami sa: Wawrzyniec Zmurko — t. VIII
(1883), Alojzy Jan Stoddtkiewicz — t. IX (1884), Jan Rajewski
—t. IX (1884) i t. XVII (1990) oraz Wtadystaw Zajaczkowski —
t. XIII (1887). Prace Stodotkiewicza i Rajewskiego z tomu IX
nawiazuja do pracy Zmurki z tomu VIII, natomiast praca Ra-
jewskiego z tomu XVII nawiazuje do pracy Zajaczkowskiego
z tomu XIII. Grupa druga prac dotyczy réwnan rézniczkowych
o rézniczkach zupelych i tu nalezy zaliczy¢ trzy prace Stodot-
kiewicza — dwie z nich znajduja si¢ w tomie VIII (1883), a trze-
cia w tomie XII (1886). Grupe trzecia stanowia dwie prace Za-
jaczkowskiego o catkach osobliwych réwnan roézniczkowych
opublikowane w tomach I (1874) i III (1877). Jedenasta praca

autorstwa Edwarda Skiby zamieszczona w tomie I1I (1877) do-
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tyczy rownania czastkowego typu hiperbolicznego, a mianowi-
cie rOwnania struny.

Ponizej krétko scharakteryzujemy wymienione wyzej prace.

3.1. Prace Wtadystawa Zajaczkowskiego o catkach osobliwych
dla réwnan rozniczkowych zwyczajnych:

I. O calkach osobliwych zwyczajnych rownan rozniczkowych
rzedu jakiegokolwiek, ,,Pamigtnik Akademii Umiejetnosci
w Krakowie”, t. I (1874),

1. Teoryja ogdlna rozwiqzan osobliwych rownan rozniczkowych
zwyczajnych, ,,Pamigtnik Akademii Umiejgtnosci w Krako-
wie”, t. 111 (1877).

Rozwigzaniami osobliwymi dla réwnan rézniczkowych
zwyczajnych rzedu pierwszego zajmowali si¢ Gottfried Wilhelm
Leibniz (1694), Brook Taylor (1715), Alexis Clairaut (1734), Le-
onhard Euler (1756), ktory podat sposob odrdznienia rozwiaza-
nia osobliwego od szczegdlnego, Pierre Simon de Laplace (1772),
ktory podat sposdb wyprowadzenia rozwigzania osobliwego z sa-
mego rownania rozniczkowego, i Joseph-Louis Lagrange, ktory
w pracy Legons sur le calcu des fonctions wykazal zwiazek mig-

dzy rozwiazaniem osobliwym a rozwiazaniem zupelnym!'.
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rozniczkowych zwyczajnych, ,Pamigtnik Akademii Umiejgtnosci
w Krakowie”, t. III, 1877, s. 1-23.
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Ad 1. W pracy O catkach osobliwych zwyczajnych row-
nan rozniczkowych rzedu jakiegokolwiek Zajaczkowski stwier-
dza, ze praca Lagrange’a obejmuje wszystko, co do 1774 roku
o rozwiazaniach osobliwych dla réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych rzedu pierwszego byto wiadomo, jednak posiada zbyt
wiele niescistosci i brakow, ktorych w 6wczesnym stanie na-
uki nie mozna bylo tolerowac¢. Praca Lagrange’a nie zawiera
np. kryterium odroznienia rozwigzania osobliwego od szcze-
gblnego. Wskazane braki zostaty usunigte przez Augustusa De
Morgana w Cambridge Philosophical Transactions (vol. IX,
cz. Il) i przez George’a Bolle’a w 4 Treatise on Differentia equ-
ations (s. 139-182).

W przypadku réwnan rézniczkowych zwyczajnych rze-
dow wyzszych problem rozwigzan osobliwych byt nadal nie-
uporzadkowany. Zajat si¢ tym W. Zajaczkowski w omawia-
nej tu pracy. Wykazat on, jaki zwiazek zachodzi migdzy catka
osobliwa a calka zupeilna i podat dwa sposoby wyprowa-
dzenia catki osobliwej z catki zupeinej. Dalej wyprowadzit
catke osobliwa z calki pierwszej, czego nie zrobit Lagrange,
gdyz nie rozwazat calki pierwszej rozwiazanej co do najwyz-
szej pochodnej. W dalszym ciagu Zajaczkowski wyprowa-
dzit catke osobliwa z samego réwnania rézniczkowego, do-
chodzac do dwoch réwnan warunkowych, ktére byty znane
rowniez Lagrange’owi. Jednak Lagrange nie zauwazyl, ze
na podstawie drugiego rownania warunkowego mozna uzy-
ska¢ catke osobliwa, o ile zajdzie pewien dodatkowy waru-

nek niezerowania si¢ pewnego wyznacznika. Ten dodatkowy
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warunek w przypadku rownan rézniczkowych zwyczajnych
rzedu pierwszego sformutowat De Morgan. W koncowej czg-
$ci Zajaczkowski wskazat kryterium pozwalajace odrozni¢
rozwiazanie szczegbdlne od rozwiazania osobliwego dzigki
uogoblnieniupewnego twierdzenia Boole’a, ktore wezesniej udo-
wodnil Augustin-Louis Cauchy (zob. Moigno, Calcu intégral,
vol. 11, s. 445).

Ad II. We wstepie do pracy Teoryja ogolna rozwiqzan oso-
bliwych rownan rozniczkowych zwyczajnych Zajaczkowskiego,

czytamy co nastegpuje:

W rozprawie o catkach osobliwych réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych rzgdu jakiegokolwiek, zamieszczonej w tomie pierw-
szym ,,Pamigtnika Akademii Umiejgtnosci”, staralem si¢ uzu-
peti¢ niedostatki i usuna¢ niedoktadnosci, jakie si¢ napotyka
w pracach geometréw, ktorzy pisali o tym przedmiocie. Juz po
wydrukowaniu téj pracy spostrzeglem, ze teoryja catek osobli-
wych jednego réwnania rézniczkowego zwyczajnego rzedu ja-
kiegokolwiek z dwiema zmiennymi jest przypadkiem szczegol-
nym daleko ogdlniejszéj teoryi rozwiazan osobliwych uktadu
jednoczesnych rownan rézniczkowych zwyczajnych rzedu pierw-
szego, 1 z t&] teoryi ogdlniejszej daje si¢ wyprowadzié¢ sposobem

o wiele jasniejszym i $cislejszym.

W tej pracy Zajaczkowski najpierw udowodnit istnienie
rozwigzan osobliwych i pokazat, jaki zwiazek zachodzi mig-

dzy rozwigzaniami osobliwymi i mnoznikiem Jacobiego uktadu
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jednoczesnych? rownan oraz podal sposob wyprowadzenia roz-
wigzan osobliwych z rozwiazan zupelych. Nastgpnie przeana-
lizowat wlasnosci geometrii (n + 1) wymiarowej i zaprezento-
wal, jakie jest znaczenie geometryczne rozwiazan osobliwych
uktadu jednoczesnych® rownan rézniczkowych rzedu pierw-
szego. W dalszym ciagu uogdlnit twierdzenie Darboux o roz-
wiazaniach osobliwych i przedstawil sposob na wyprowadze-
nie rozwigzan osobliwych z samych rownan rozniczkowych.
W ostatniej czgsci pracy Zajaczkowski, wykorzystujac wyniki
uzyskane w tej pracy, zastosowat je do réwnania rézniczkowego
zwyczajnego rzgdu n-tego rozwazanego w pracy O catkach oso-
bliwych zwyczajnych rownan rozniczkowych rzedu jakiegokol-

wiek 1 w ten sposob uzupehit wyniki uzyskane w tej pracy.

3.2. Praca Edwarda Skiby: Przyczynek do teoryi strun,
,Pamietnik Akademii Umiejetnosci w Krakowie’, t. lll (1877)

Edward Wtadystaw Skiba urodzit si¢ 24 wrzesnia 1843 roku.
Byl fizykiem teoretykiem. Studiowat w latach 1861-1862 mate-
matyke i filozofig na Uniwersytecie Jagiellonskim, a od 1862 do
1867 studiowat na Wydziale Matematyczno-Fizycznym Szkoty
Glownej Warszawskiej. Studia kontynuowat w Heidelbergu.
Po powrocie do kraju w 1869 roku uzyskat w UJ stopien dok-

2 Tamze.
3 Tamze.
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tora filozofii na podstawie pracy Z teorii zjawisk wloskowatosci.
W 1970 roku na podstawie dwoch prac: Teoria zjawisk wltosko-
watosci 1 Krytyczne przedstawienie mechanicznej teorii ciepla
uzyskat stopien docenta fizyki teoretycznej i docenta mecha-
niki. Od 1872 roku byt profesorem nadzwyczajnym i kierow-
nikiem Katedry Fizyki Matematycznej UJ. Przeszedt na eme-
rytur¢ w 1880 roku. Zmart w Krakowie 13 grudnia 1911 roku.
W czasie emerytury intensywnie pracowat naukowo. Zajmowat
si¢ mechanika, termodynamika i rownaniami rézniczkowymi.
Praca Edwarda Skiby pt. Przyczynek do teoryi strun byta
czytana na posiedzeniu Wydziatu Matematyczno-Przyrodni-
czego Akademii Umiejgtnosci w Krakowie 20 czerwca 1877
roku. Jej przedmiotem jest Sciste wyprowadzenie réwnania
struny — nieliniowe w pewnych szczegélnych przypadkach. Sci-
ste ogolne rownanie struny wyprowadzit Tadeusz Wazewski po-
nad 70 lat pozniej, a mianowicie w latach czterdziestych XX
wieku. Skiba poddaje krytyce wyprowadzenia rownania struny
uzyskane przez Gabriela Lamégo w Lecons sur la théorie de
[’élasticité des cors solides 1 przez Gustava Roberta Kirchhoffa
podane w Vorlesungen tiber mathematische Physik. Zard6wno
praca Lamégo, jak i Kirchhoffa zawieraja zbyt wiele zatozen
i uproszczen, ktore w rzeczywistosci sg spetnione dla rGwnania
struny tylko w nielicznych przypadkach. W swoim wyprowa-
dzeniu rownan struny Skiba uwzglednia oprocz drgan poprzecz-
nych réwniez drgania podluzne struny. Rownania Lamégo
i Kirchhoffa staja si¢ szczegdInymi przypadkami rownania Skiby

po dokonaniu pewnych dodatkowych zalozen i uproszczen.
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3.3. Prace Alojzego Stoddtkiewicza
o rownan rézniczkowych zupetnych:

I.  Zastosowanie sposobu Bertranda do catkowania rownania
rozniczkowego o rozniczkach zupetnych z wielu zmiennymi,
»Pamigtnik Akademii Umiejgtnosci w Krakowie”, t. VIII
(1883),

II. Catkowanie uktadow rownan rozniczkowych o rozmniczkach
zupetnych, ,,Pamigtnik Akademii Umiejetnosci w Krakowie”,
t. VIII (1883),

. O dwoch szczegolnych ukiadach rownan rozniczkowych
o rozniczkach zupetnych, ,,Pamigtnik Akademii Umiejetnosci
w Krakowie”, t. XII (1886).

Ad 1. W pracy Zastosowanie sposobu Bertranda do catko-
wania rownania rozniczkowego o rozniczkach zupelnych z wielu
zmiennymi (,,Comptes Rendus”, vol. 83 [1876]) Stodotkiewicz
uogo6lnit metode Bertranda rozwiazywania rownania zupetnego
z 1876 roku na rownania zupetne o dowolnej liczbie zmiennych.
Teoria rozwigzywania takich rownan poparta jest dwoma kon-
kretnymi przyktadami.

Ad 1II. Praca Catkowanie uktadow rownan rézniczkowych
o rozniczkach zupetnych zawiera metodg rozwiazywania uktadu
roéwnan roézniczkowych zupelnych n-m réwnan rézniczkowych
postaci. Stodotkiewicz istotnie wykorzystuje w niej warunki
catkowalno$ci sformutowane w monografii Wtadystawa Zajacz-

kowskiego Wyktad nauki o rownaniach rozniczkowych (Wyd.
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Towarzystwo Nauk Scistych w Paryzu, Paryz 1877, s. 499).
Teoria rozwigzywania rozwazanych tu uktadow réwnan jest zi-
lustrowana dwoma konkretnymi przyktadami rachunkowymi.
Ad 1II. W pracy O dwdch szczegolnych ukiadach rownan
rozniczkowych o rozniczkach zupetnych Stoddtkiewicz nawia-
zuje do pracy Paula Appella Sur certaines fonctions analogues
aux fonctions circulaires (,,Comptes Rendus”, vol. 84 [1877]),
w ktorej autor podat ciekawy i zreczny sposob rozwiazania
pewnego szczegbdlnego uktadu rownan rézniczkowych zupet-
nych o 2n — I zmiennych niezaleznych. Stodétkiewicz poka-
zat kolejne dwa uktady réwnan rézniczkowych zupelnych o 2n
zmiennych niezaleznych, ogolniejszej postaci od uktadu Ap-

pena, ktore daja si¢ rozwiaza¢ metoda Applla.

3.4. Prace Wawrzyrica Zmurki, Jana Rajewskiego,
Alojzego Stodotkiewicza o jednorodnych

rownaniach rézniczkowych zwyczajnych liniowych rzedu
drugiego o zmiennych wspotczynnikach:

I.  Wawrzyniec Zmurko: O catkowaniu réwnan rézniczkowych li-
nijnych rzedu drugiego o wspotczynnikach linijnych, ,,Pamigt-
nik Akademii Umiej¢tnosci w Krakowie”, t. VIII (1883),

II. A.J. Stodotkiewicz: O calkowaniu rownan roézniczkowych
linijnych rzedu drugiego, majqcych wspotczynniki linijne,
przy pomocy kwadratur, ,,Pamigtnik Akademii Umiejgtnosci
w Krakowie”, t. IX (1884),
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HI. Jan Rajewski: O catkowaniu rownan rozniczkowych linijnych
rzedu drugiego, w postaci (c X+ bx+a, )"+ (bx+a )y +ay=0,
»Pamietnik Akademii Umiejetnosci w Krakowie”, t. IX (1884).

Ad 1. Przedmiotem pracy Zmurki O catkowaniu réwnan
rozniczkowych linijnych rzedu drugiego o wspotczynnikach
linijnych jest rozwiazywanie rownan rézniczkowych liniowych
rzedu drugiego o wspotczynnikach liniowych postaci:

(a, +x)"+(a,+bx)' +(a,+bx)y =0,
ay" +(a, +x)y' + (a, + bx)y =0,
ay"+ay +(a,+x)y=0.

Za pomoca stosownych podstawien powyzsze réwnania
rozniczkowe zostaja rozpisane na szes¢ przypadkow. Nastep-
nie Zmurko analizuje je w kontekécie rozwiazywania, dokonu-
jac uscislen i usuwajac pewne usterki (np. konieczno$¢ uzycia
szeregdw rozbieznych), ktorymi obciazone byly prace matema-
tykow probujacych wezesniej rozwiazywacé rownania liniowe
o zmiennych wspolczynnikach. Sprawa wyznaczenia liniowo
niezaleznych rozwiazan szczegdlnych dla jednorodnych rownan
roézniczkowych liniowych o zmiennych wspotczynnikach, czyli
sprawa wyznaczenia ukladow fundamentalnych dla réwnan
rézniczkowych liniowych o zmiennych wspdtczynnikach (poza
nielicznymi przypadkami, jak np. zwyczajne liniowe rowna-
nie Eulera), do teraz jest sprawa nierozwiazana i jeszcze dzisiaj
stanowi przedmiot prac naukowych tworczych matematykow.
Zmurko nawiazuje do tekstu Andrzeja Winklera opublikowa-
nego w zeszycie styczniowym ,,Rocznika Cesarskiej Akademii
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Umiegjetnosci” z 1873 roku oraz do dwodch ksiazek Szymona
Szpitzera: Studien iiber die Integration, linearer Differential-
gleichungen (1860) i Vorlesungen iiber lineare Differentialgle-
ichungen (1878). Sam Zmurko tak charakteryzuje swoja prace:

[...]Rezultaty w méj rozprawie uwidocznione w paragrafie 3. (34)
(41) (42) zupehie podobne do rezultatow zawartych w Vorlesun-
gen etc. Zachodzi tylko ta dosadnia réznica, ze moje wzory na
mocy do skutku przeprowadzonego dowodna ostawanie si¢ gra-
nic x 1 x"i dla argumentéw z odjemnémi sktadnikami rzetelnémi —
nie potrzebuja juz zadnych jakichkolwiek przysposobien, ze moje
wzory juz bezposrednio rozwiazuja zadane rownanie rézniczkowe.
Wskutek tego dowodu odpadaja uciazliwe rozréznienia rdOwnania
rozniczkowego na rozliczne przypadki wedtug tego, czy sktadniki

rzetelne argumentow 4 i A' sa dodatniémi czy nie [...].

Ad II. Praca Stodotkiewicza O catkowaniu rownan roz-
niczkowych linijnych rzedu drugiego, majqcych wspotczynniki
linijne, przy pomocy kwadratur bezposrednio nawiazuje do
pracy Zmurki O catkowaniu réwnarn rézniczkowych linijnych
rzedu drugiego o wspotczynnikach linijnych. Stodotkiewicz ana-
lizuje przypadki jednorodnych réwnan rézniczkowych linio-
wych rzedu drugiego o wspotczynnikach liniowych, ktore daja
sig rozwiazac poprzez kwadratury. Do pracy dotaczony jest kon-
kretny przyktad rachunkowy.

Ad L W pracy O catkowaniu rownan rozniczkowych linijnych
rzedu drugiego, w postaci (cx* + byx + a,y" + (bx + a,)y' +tay =0
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Rajewski rozwaza rownanie rézniczkowe liniowe o zmiennych
wspotczynnikach postaci (cx* + bx +a, )"+ (bx +a)y' +ay =0
i analizuje przypadki, w ktorych to rownanie rézniczkowe daje
si¢ sprowadzi¢ do rownan rozniczkowych liniowych rzedu
drugiego o wspotczynnikach liniowych rozwazanych przez
Zmurke w pracy O catkowaniu réownan rézniczkowych linij-
nych rzedu drugiego o wspotczynnikach linijnych, ktora omo-

wilismy wyzej.

3.5. Prace Wiadystawa Zajaczkowskiego i Jana Rajewskiego
o réwnaniach rézniczkowych liniowych rzedu m-tego o wspot-
czynnikach zespolonych w dziedzinie zespolonej:

I.  Wiadystaw Zajaczkowski: Teoryja Fuchsa rownan roznicz-
kowych linijowych i jednorodnych z jednq zmiennq nieza-
lezng, ,,Pamigtnik Akademii Umiejetnosci w Krakowie”, t. IX
(1887),

I. Jan Rajewski: O catkach nieregularnych rownan rozniczko-
wych linijowych, ,,Pamigtnik Akademii Umiejetnosci w Kra-
kowie”, t. XVII (1890).

Ad 1. Teoryja Fuchsa rownan rozniczkowych linijowych
i jednorodnych z jednq zmiennq niezaleznq jest praca o charakte-
rze przegladowym i dotyczy réwnan rézniczkowych liniowych
jednorodnych rzgdu m-tego w dziedzinie zespolonej. Zajacz-
kowski zdecydowat sig na jej publikacje w trosce o spopulary-
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zowanie najnowszych wynikow w rownaniach rézniczkowych
w dziedzinie zespolonej wérod matematykow polskich, gdyz ta
tematyka byla 6wczesnie prawie w ogole nieobecna w polu za-
interesowan naukowych matematykow polskich. Praca ta wska-
zywata na nowy nurt w teorii rownan rézniczkowych. Coraz
bardziej stawato si¢ widoczne, ze w teorii rdwnan rézniczko-
wych powinno chodzi¢ nie tyle o kwadratur¢ danego rowna-
nia r6zniczkowego, ile o wyprowadzanie z rownania r6éznicz-
kowego zachowania si¢ i innych wlasnosci rozwiazan roéwnan
rozniczkowych. Wylaniala si¢ tzw. jako$ciowa teoria réwnan

rozniczkowych. Sam Zajaczkowski pisze o tym nastgpujaco:

[...] Te prace zainaugurowaly nowy kierunek poszukiwan w dzie-
dzinie réwnan rézniczkowych i wywolaty nader ozywiony ruch
naukowy, osobliwie w Niemczech i we Francji. U nas ten nowy
kierunek badan analitycznych zdaje si¢ by¢ mato znany; wszelkie
bowiem prace z teoryi rownan rozniczkowych, jakie u nas poja-
wily si¢ w ostatnich latach, nie wyjmujac najnowszych, sa pisane
w duchu dawnej metody i, nie stojac na gruncie teoryi funkcyi
zmiennej zespolonej, nie licuja z obecnym stanem tego dzialu
umiej¢tnosci matematycznych. Sadzitem wige, ze bedzie pozy-
teczna, gdy gtdwniejsze wypadki, do jakich doszli geometrowie
zagraniczni przynajmniej w teoryi rownan rézniczkowych linio-
wych zestawig, zestawione uporzadkuje i trudnosci, jakzeby si¢
napotkato przy czytaniu prac oryginalnych, wyswiecg i utatwig.
Pracg niniejsza osnutem gtéwnie na rozprawach podstawo-

wych FUCHA, wszakze wprowadzitem wszystkie udoskonale-
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nia, jakie zawdzigczamy badz to pracom p6zniejszym tego geo-
metry, badz tez pracom innych geometréw, a w szczegdlnosci
pracom FROBENIUSA, THOMEGO i JORDANA, zamieszczo-
nym w BORCHARDTA dzienniku; nadto wiele dowodzen sam
uproscitem. Szczgsliwym bedg, jezeli moje usitowania przyczy-
nia si¢ do upowszechnienia tych nowych odkry¢ migdzy naszymi

matematykami i pobudza ich do samodzielnej na tem polu pracy.

Ad II. Praca Rajewskiego O catkach nieregularnych row-
nan rozniczkowych linijowych jest niewatpliwie odpowiedzia
na omawiang powyzej prace przegladowa Zajaczkowskiego
o rownaniach ro6zniczkowych w dziedzinie zespolonej. Rajew-
ski najpierw bada zachowanie si¢ wspotczynnikow jednorod-
nego liniowego rdwnania rozniczkowego rzedu m-tego w oto-
czeniu punktow istotnie osobliwych rozwiazan szczegdlnych
tego rownania. Nastgpnie zajmuje si¢ wyznaczaniem postaci
wspotczynnikow réwnania rézniczkowego liniowego, ktorego
rozwiazanie ogdlne zawiera skonczong liczbg punktéw osobli-
wych. W koncu podejmuje proby wyrazania postaci rozwiazan
nieregularnych poprzez tzw. szeregi asymptotyczne lub w po-

staci przyblizonej, np. poprzez wielomiany.
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4, Podsumowanie

Do konca lat trzydziestych XVIII wieku trwat etap poczat-
kowy rozwoju rownan roézniczkowych zwyczajnych®. W cza-
sie tego etapu gromadzono material dotyczacy rozwiazywania
roéwnan rozniczkowych zwyczajnych, lecz rezultaty byty przy-
padkowe i fragmentaryczne, a sformutowania problemow nie-
zadowalajaco $ciste. Nastgpny etap rozwoju rownan rézniczko-
wych, w czasie ktorego réwnania rézniczkowe przeksztalcity
si¢ w odrgbna dziedzing analizy matematycznej, trwat okoto
stu lat, gdzie$ do lat czterdziestych XIX wieku. Wyroznikiem
tego etapu staly si¢ cztery kierunki badan naukowych. Jednym
z nich bylo poszukiwanie rozwiazan rownan nieliniowych, ktore
historycznie badano wcze$niej niz rownania liniowe’. Drugim
kierunkiem badan byla analiza réwnan i uktadow réwnan li-
niowych. Wreszcie trzecim kierunkiem byto numeryczne (przy-
blizone) rozwiazywanie réwnan rozniczkowych. Czwarty kie-
runek badan rownan rézniczkowych zwyczajnych stanowito
badanie rozwiazan osobliwych. Rozwiazanie osobliwe to takie,
ktore nie daje sig otrzymac z rozwiazania ogdlnego przez specy-
fikacje statej dowolnej. Od lat dwudziestych XIX wieku gdzies$

do potowy wieku XIX centralnymi problemami réwnan réznicz-

* R. Bujakiewicz-Koronska, J. Koronski, Réwnania rézniczkowe do
konca XIX wieku, Matematyka czasow Weierstrassa — Materiaty XV
Ogolnopolskiej Szkoly Historii Matematyki, Wydawnictwo Uniwer-
sytetu Szczecinskiego, Szczecin 2002, s. 125-140.

> Tamze.
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kowych staty si¢ problem jednoznaczno$ci rozwiazan rownan
roézniczkowych z warunkami poczatkowymi (Scisle powiazany
z teoria rozwigzan osobliwych) oraz problem istnienia rozwia-
zan rownan rozniczkowych. Istotny wptyw na rozwoj zagadnien
granicznych dla réwnan zwyczajnych mialo zainteresowanie
si¢ w potowie XIX wieku przez wielu wybitnych matematykow
roéwnaniami rézniczkowymi czastkowymi. Wreszcie w drugiej
potowie XIX i na poczatku XX wieku centralnymi zagadnie-
niami rownan rozniczkowych staly si¢ problemy jakosciowej
teorii rownan rozniczkowych. Lata trzydzieste XX wieku przy-
niosly z jednej strony uogolnienie pojgcia pochodnej , a z dru-
giej gwaltowny rozwoj analizy funkcjonalnej, co istotnie wpty-
nelo na podejscie do teorii rownan rézniczkowych. W XX wieku
pojawily si¢ rézne rodzaje rozwiazan rownan rozniczkowych

i r6zne rodzaje teorii tych samych réwnan rézniczkowych.
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1. Ogolna charakterystyka Towarzystwa Nauk
Scistych w Paryzu i jego ,Pamietnika”

Po zamknigciu Szkoty Glownej Warszawskiej zwiazanym
z upadkiem powstania styczniowego (1863) Polacy przebywa-
jacy na emigracji w Paryzu powotlali do istnienia Szkol¢ Wyz-
sza Polska zwana Szkota Montparnaska (byla zlokalizowana
przy bulwarze Montparnasse). Miata ona poczatkowo charak-
ter zakltadu dobroczynnego: swoim uczniom niejednokrotnie
zapewniata nieodptatnie nauke, zakwaterowanie 1 wyzywie-
nie'. Miata zastapié I’Ecole Polytechnique osobom nieposiada-
jacym obywatelstwa francuskiego, gldownie Polakom. Nauczali
w niej m.in. Henryk G. Nieweggltowski (1807—-1881), Eduardo
Juan Habich (1835-1909), Kazimierz Szulc (1869—1871), Adolf
E. Sagajto (1806—1877) i Wiadystaw Folkierski (1842—-1904).
W 1870 roku wtadze francuskie zamknety szkotg. Po przymu-
sowym zaprzestaniu dzialalno$ci Szkoty Montparnaskiej w tym
samym roku powstalo w Paryzu Towarzystwo Nauk Scistych?.

Jego gtownym celem bylto publikowanie w jezyku polskim ory-

' J. Dianni, A. Wachulka, Tysiqc lat polskiej mysli matematycznej,
Panstwowe Zaktady Wydawnictw Szkolnych, Warszawa 1963.

2 Tamze; W. Folkierski, Towarzystwo Nauk Scistych w Paryzu, ,,Pra-
ce Matematyczno-Fizyczne” 1895, nr 6, s. 151-175; Z. Pawlikow-
ska-Brozek, Matematyka, [w:] Zarys dziejow nauk przyrodniczych
w Polsce, red. J. Kurylowicz, FW. Sawicka, E. Szczepanska, E. Tu-
ryn, H. Wojdowska, Wiedza Powszechna, Warszawa 1983; ,,Studia
i Materiaty z Dziejow Nauki Polskiej”, seria C, z. 18, Warszawa 1974
(tom poswigcony Towarzystwu Nauk Scistych w Paryzu).
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ginalnych prac naukowych i1 dydaktycznych polskich autoréw?.
Towarzystwo istniato do roku 1882 i wydato 12 toméw ,,Pa-
migtnika Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu” zawierajacych
prace okoto 40 autoréw. Z inicjatywy Towarzystwa opubliko-
wano takze 18 tomoéw dziet dydaktycznych. Tak obfity doro-
bek Towarzystwa byl mozliwy dzigki inicjatywie i finansowemu
wsparciu wybitnego mecenasa nauk, Jana Kantego Dziatyn-
skiego (1829-1880). ,,Pamigtnik” zawiera gtownie oryginalne
prace polskich matematykéw (dziatajacych zarowno w kraju,
jak 1 na emigracji) z zakresu rachunku rézniczkowego i catko-
wego, rownan rozniczkowych zwyczajnych i czastkowych, geo-
metrii analitycznej, algebry wyzszej z uwzglednieniem nowej
woweczas teorii wyznacznikow 1 teorii funkcji analitycznych.
Drukowano tu rowniez bardzo rozbudowane recenzje dziet dy-
daktycznych. Ponadto sporadycznie publikowano warto$ciowe
prace obcych matematykow, np. prace habilitacyjna Bernharda
Riemanna. Znaczna czg$¢ prac wydrukowanych w ,,Pamigtni-
kach” dotyczyla fizyki, budownictwa, biologii i innych nauk
przyrodniczych®.

3 'W. Wiestaw, Polskojezyczne publikacje matematyczne po roku
1800. Rola wydawnictw ,, Wiadomosci Matematycznych”, [w:] Mate-
matycy polskiego pochodzenia na obczyznie. Materialy konferencyjne
z XI Ogolnopolskiej Szkoty Historii Matematyki, Kolobrzeg, 5-9 maja
1997, red. S. Fudali, Wydawnictwo Uniwersytetu Szczecinskiego,
Szczecin 1998, s. 237-247.

4 Pamigtnik Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu”, t. I-XII, Wy-
dawnictwo Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu, Paryz 1870-1881
(egzemplarze dostgpne np. w Bibliotece Jagiellonskiej w Krakowie).
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W Towarzystwie Nauk Scistych w Paryzu bardzo aktyw-
nie dziatali pracujacy na obczyznie matematycy polscy, a wsrod
nich wspomniani juz H.G. Niewgglowski, A.E. Sagajto, W. Fol-
kierski oraz Wtadystaw Gosiewski (1844—1911). Gosiewski byt
bardzo ptodnym matematykiem. W ,,Pamigtniku” opublikowat
kilka rozpraw z matematyki i teorii sprezystosci, kierujac poz-
niej swe zainteresowania ku mechanice czasteczkowej. W 1872
roku powro6cit do kraju i zajat si¢ praca nauczycielska w szkol-
nictwie nizszego szczebla i praca biurowa, skromnie korzysta-
jac dalej ze swego nieprzecigtnego talentu naukowego. Oprocz
matematykow przebywajacych w Paryzu w ,,Pamigtniku” dru-
kowali réwniez swoje prace matematycy z czynnych osrodkéw
naukowych w kraju, m.in. Wawrzyniec Zmurko (1824—1889),
Wiadystaw Zajaczkowski (1837-1898) 1 Wiadystaw Kretkow-
ski (pseudonim Trzaska) (1840-1914) ze Lwowa, Marian A. Ba-
raniecki (1848—1895) z Warszawy oraz przebywajacy w Peters-
burgu Julian K. Sochocki (1842-1927).

Ciekawa forma dziatalno$ci Towarzystwa Nauk Scistych
w Paryzu bylto ogloszenie dwoch konkursow. Jeden nosit tytut
Krytyczne i umiejetne dziet matematycznych Hoene-Wronskiego
najprostsze i najscislejsze ocenienie, a drugi przeprowadzono
w 1873 roku, wyznaczajac nagrod¢ za opracowanie bibliografii
pismiennictwa polskiego dotyczacego matematyki, fizyki i ich
zastosowan. Drugi konkurs nawiazywal do wydrukowanej na-
ktadem Biblioteki Kornickiej w 1873 roku w Krakowie Biblio-
grafii piSmiennictwa polskiego z dziatu matematyki i fizyki, oraz
ich zastosowar Teofila Zebrowskiego (1800—1887), ktéra za-
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wierata chronologicznie opracowang bibliografi¢ do roku 1830.
Trudu opracowania tego tematu po roku 1830 nikt si¢ nie podjat
do dnia dzisiejszego. Pierwszy konkurs takze nie przyniost ocze-
kiwanych rezultatow. Poza konkursem opublikowano dwa arty-
kuty: ttumaczenie pracy Arthura Cayleya z ,,Quarterly Journal
of Pure and Applied Mathematics” z 1873 roku pt. O twierdze-
niu Wronskiego oraz powstaty w wyniku reakcji na ten pierwszy
tekst autorstwa Abla Transona Uwagi nad objawem naukowym
z powodu wzoru ogloszonego przez Wronskiego w 1812 r. i do-
wiedzionego przez Cayleya w 1873. Oba artykuty dotycza tzw.
prawa najwyzszego — tak nazwat Wronski (1778-1853) swoje
twierdzenie, z ktorego wynika wiele szczegdélowych twierdzen
1 wzorow matematycznych. O znaczeniu twierdzenia Wron-
skiego dla matematyki $wiadczy jeszcze jedna praca Transona
pt. Prawo szeregow Wronskiego — jego foronomia, ktora po-
wraca do twierdzenia Wronskiego, a takze jedna z prac nauko-
wych Stefana Banacha (1892—1945), ktory udowodnit pewne
twierdzenie z analizy funkcjonalnej, korzystajac z metody za-

wartej w dowodzie twierdzenia Wronskiego.

2. Prace matematyczne w ,Pamietniku
Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu”

,Pamiegtnik Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu” zawiera
ogotem 91 artykulow z zakresu matematyki, astronomii, fizyki,

mechaniki technicznej, budownictwa, chemii, biologii, anato-
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mii zwierzat, techniki i geografii. W tej liczbie 44 prace dotycza
matematyki z geometrig wykreslna, recenzjami dziet dydaktycz-
nych i notkami konkursowymi wtacznie. Po odliczeniu pigciu
prac obcych matematykéw (Yvona Villarceau [1813—1883] —
t. X1II, Bernharda Riemanna [1826—1866] —t. IX, Abla Transona
[1805-1876] — dwie prace w t. VIII i Arthura Cayleya [1821—
1895] —t. IV) oraz czterech not konkursowych i trzech recenzji
dziet dydaktycznych pozostaja 32 oryginalne prace z matema-
tyki autorow polskich. Ponizej podajemy petna list¢ artykutéw
dotyczacych matematyki w poszczegolnych tomach ,,Pamigt-
nika Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu”.

Tom I

1. W. Gosiewski: O funkcyach jednorodnych i jednogatunkowych

2. W. Zmurko: Dowdd na twierdzenie Hessego o wyznaczniku
Sfunkcyjnym

3. W. Zmurko: Przyczynek do teorii najwiekszosci i najmniejszo-
Sci funkcyj wielu zmiennych

4. JN. Franke: O wzglednosciach wykresinych zachodzqcych
miedzy rzutami systemow geometrycznych

5. W. Kretkowski — Trzaska: O niektorych wlasnosciach pew-
nego rodzaju funkcyj jednej zmiennej urojonej

6. W. Kretkowski — Trzaska: O pewnem zastosowaniu wyznacz-
nikow funkcyjnych

7. W. Kretkowski — Trzaska: O nakresleniu do trzech kot danych
lezqcych na powierzchni jednej kuli, czwartego kota stycznego

lezqcego na tejze powierzchni
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8. W. Gosiewski: Rozbior krytyczny dziet p. G.H. Niewegtow-
skiego, Studyum pierwsze Arytmetyka, Studyum dr[u]gie Geo-
metrya

9. Program przedstawionego do konkursu przez Towarzystwo
Nauk Scistych zadania: Ocenienie prac matematycznych
H. Wronskiego

10. W. Gosiewski: O funkcyjach jednoczesnych i jednogatunko-
wych — nota do twier. VI, Roz. II, 17

Tom II

1. W. Gosiewski: Kilka uwag o liczbie roznych wartosci, jakie
funkcya moze przybierac¢ w skutku przestawien zmiennych do
niej wchodzqcych

2. W. Kretkowski — Trzaska: Kilka uwag tyczqcych sie funkcyj
wielowymiarowych

3. W. Kretkowski — Trzaska: Dowod pewnego twierdzenia tyczq-
cego funkcyj wielowymiarowych okresowych

4. A. Sagajto: Rozbior krytyczny dziela p. Folkierskiego pt. Za-
sady rachunku rozniczkowego i catkowego, Tom pierwszy, Ra-
chunek rozniczkowy

5. W. Gosiewski: Przeglqd krytyczny dzieta p. G.H. Nieweglow-
skiego pod tytutem: Trygonometrya etc.

Tom 111

1. W. Folkierski: O rownaniach rozniczkowych czesciowych jed-
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Tom IV

1. W. Puchewicz: Teorya funkcyj zmiennej ztozonej

2. A. Cayley: O twierdzeniu Wronskiego

3. Sprawozdanie z konkursu naznaczonego przez Towarzystwo
Nauk Scistych: Ocenienie prac matematycznych H. Wron-
skiego

4. Program przedstawionego do konkursu przez Towarzystwo
Nauk Scistych zadania: Ulozenie bibliografii pismiennictwa
polskiego z dziatu matematyki i fizyki oraz ich zastosowan, od

roku 1831 az do najnowszych czasow

Tom V
1. K. Maszkowski: Perspektywa rzutowa jako wynik rzutow pro-

stokqtnych na ptaszczyzny ukosnie wzgledem siebie potozone

Tom VI
1. W. Zajaczkowski: O rownaniu rozniczkowem Xdx + X dx, +

.. + X dx =0, catkowalnem przez jedno réwnanie pierwotne

Tom VII
1. K. Hertz, S. Dikstein: Teorya liczb ztozonych i ich funkcyj
2. ML.A. Baraniecki: Rozwiniecie na utamek ciqgly stosunku
dwoch catek eliptycznych pierwszego i drugiego gatunku
3. M.A. Baraniecki: O przedstawieniach wymiernych
4. A. Sagajto: Kilka zadan geometryi analitycznej wytozonych

podtug najnowszych metod analizy nowoczesnej
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Tom VIII

1. M.A. Baraniecki: Dowdd jednego zasadniczego twierdzenia
odnoszqcego si¢ do hypergeometrycznych funkcyj

2. A. Sagajlo: Krotka wiadomosé o przedniejszych poszukiwaniach
analizy nowoczesnej nad kotem stycznem do trzech kot danych

3. A. Transon: Uwagi nad objawem naukowym z powodu wzoru
ogloszonego przez Wronskiego w roku 1812 i dowiedzionego
pozniej przez p. Cayley w roku 1873

4. A.Transon: Prawo szeregow Wronskiego (jego foronomia)

5. M.A. Baraniecki: Zasadnicze wnioski geometryczne z teoryi

algebraicznej form kwadratowych podwaojnych

Tom IX
1. B.Riemann: O hypotezach, ktore stuzq za podstawe geometrii,
rozprawa p. Riemanna, przettomaczona i objasniona przypi-

skami przez S. Diksteina i W. Gosiewskiego

Tom X
1. Sochocki: Wyznaczanie statych mnoznikow we wzorach dla li-
nijnej transformacji funkcyi 6. — Sumy Gaussa i prawo wza-
Jjemnosci symbolow Legendre’a
2. M.A. Baraniecki: O tworzeniu systemu sprzezonego podsta-
wien liniowych...
3. M.A. Baraniecki: O wyznaczaniu spolnych pierwiastkow

dwoch rownan danych przy pomocy rugownika tych rownan
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5. W. Kretkowski — Trzaska: Dowdd pewnego wzoru Lame’go
6. M. Szystowski i A. Martynowski: Rachunek wykresiny na

plaszczyznie

Tom XI
1. K. Hertz: O funkcjach nie majqcych pochodnych
2. W. Zmurko: Badania w dziedzinie nauki o réwnaniach oparte

na pogladach analityczno-geometrycznych

Tom XII

1. M. Szystowski: Rachunek wykresiny na ptaszczyznie, Czesc I1

2. S. Rychlicki: O przeksztatceniu kwadratowem

3. W. Gosiewski: O rozniczkowaniu i catkowaniu funkcji rzeczy-
wistej jednej zmiennej niezaleznej

4. Wiadystaw Kretkowski — Trzaska: Rozwigzanie pewnego za-
dania z geometryi wielowymiarowej

5. M.Y. Villarceau: Zastosowanie teoryi wstaw wyzszych rzedow
do catkowania rownan rozniczkowych linijnych

6. M.A. Baraniecki: Ocena ksiqzki pod tytutem Algebra przez
G.H. Nieweglowskiego

7 powyzszej listy wynika, ze w ,,Pamigtniku Towarzy-
stwa Nauk Scistych w Paryzu” opublikowalo swoje prace 15
matematykow polskich i pigciu obcych. Rekordzista okazat si¢
W. Kretkowski (8 prac), na drugim miejscu jest M. A. Baraniecki
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odpowiednio trzy i dwie prace. Pozostali polscy autorzy wydali
po jednej pracy samodzielnej, a niektorzy dodatkowo po dru-
giej wspotautorskiej. Rownaniom rézniczkowym poswigcono
trzy prace. Ich autorami sa Folkierski, Zajaczkowski i Villar-
ceau. W dalszym ciagu omowimy bardziej szczegdtowo prace

z rownan rozniczkowych.

3. Praca Yvona Villarceau Zastosowanie teoryi
wstaw wyzszych rzedéw do catkowania rownan
rézniczkowych linijnych, ,Pamietnik Towarzystwa
Nauk Scistych w Paryzu’, t. XII, Paryz 1881

Tekst Villarceau jest jedyna praca matematyczna w tomie dwu-
nastym ,,Pamietnika Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu”.
Jest to thumaczenie z jezyka francuskiego pracy De la théorie
des sinus des orders supérieurs a l'intégration des équations
linéaires, ktora byta przedstawiona Francuskiej Akademii Nauk
5 kwietnia 1 29 maja 1880 roku oraz na posiedzeniu Towarzy-
stwa Nauk Scistych w Paryzu w dniu 4 czerwca 1880 roku. Jej
autor byl astronomem francuskim i rozwazal problem zgiecia
lunet podpartych w jednym miejscu. Takie trudnosci po inzy-
niersku rozwigzywano woéwczas metoda kolejnych przybli-
zen. Villarceau sprowadzit rozwiazanie rozwazanej kwestii do
rozwiazania dwumiennego réwnania rozniczkowego zwyczaj-
nego o statych wspotczynnikach rzgdu czwartego. Rozwiazujac

to rownanie, zauwazyl, ze wykorzystujac tzw. sinusy rzedow
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wyzszych (wedtug 6wczesnej polskiej terminologii — wstawy
rzedow wyzszych), ktore rozwazat 60 lat wczesniej polski ma-
tematyk Jozef Maria Hoene-Wronski, rozwiazanie rozwazanego
roéwnania rozniczkowego mozna natychmiast wypisa¢ w jawnej
postaci. Nastgpnie Villarceau przeniost ten sposob rozwigzania
na liniowe jednorodne dwumienne réwnania rozniczkowe zwy-

czajne rz¢du m-tego postaci:

m

[/
+r"n=0,
dx" 7
gdzie m jest dowolna liczba naturalng wigksza lub rowna dwa,
a potem przedstawil metode¢ rozwiazywania dwumianowych li-
niowych niejednorodnych rownan rézniczkowych zwyczajnych
rzedu m-tego o statych wspoétczynnikach nastepujacej postaci:

d"n
Tr'n=V
dx" g

metoda uzmienniania statych. Rozwigzanie ogdlne réwnania

jednorodnego Villarceau uzyskuje w postaci:

n=Cpyrx+Corx+C,prx+..C_J rx
gdzie

GyrX, G ¥x, Prx,.... P ¥X

oznaczaja sinusy (wstawy) rzedu m — 1-go. Wskaznik zero stuzy
tu do oznaczenia kosinusa (wedtug 6wczesnej polskiej termino-

logii — dostawy).
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Metoda Villarceau zaprezentowana w pracy De la théorie
des sinus des ordres supérieurs a l'intégration des équations li-
néaires wpisuje si¢ w ogolny nurt poszukiwania przez wielu
matematykow XVIII i XIX wieku postaci rozwigzania roéwna-
nia ré6zniczkowego liniowego jednorodnego i niejednorodnego
rzedu m-tego o statych wspotczynnikach®. Dla rozwiazywa-
nia rownan roézniczkowych liniowych jednorodnych o statych
wspotczynnikach zasadnicze znaczenie ma praca Leonharda
Eulera z 1743 roku pt. O catkowaniu rownan rozniczkowych

wyzszych rzedow. Stosujac podstawienie wyktadnicze

y = epx,

Euler otrzymat wielomian charakterystyczny odpowiada-
jacy badanemu rozwiazaniu. W tej pracy przeanalizowal on
wszystkie przypadki pierwiastkow wielomianu charakterystycz-
nego, tj. oprocz roznych pierwiastkow rzeczywistych uwzgled-
nit rowniez wielokrotne pierwiastki rzeczywiste i pierwiastki

zespolone, przy czym postugiwat si¢ podstawieniami postaci

y =ée"u.

> R. Bujakiewicz-Koronska, J. Koronski, Rownania rézniczkowe do
konca XIX wieku, [w:] Matematyka czasow Weierstrassa. Materialy
XV Ogolnopolskiej Szkoly Historii Matematyki, Kolobrzeg, 28 maja
— 2 czerwca 2001 roku, red. S. Fudali, Wydawnictwo Uniwersytetu
Szczecinskiego, Szczecin 2002, s. 125-140.

€1L0Z ° 1117 | @>neN m auz>yozoji4 elusiupebez

243



Zagadnienia Filozoficzne w Nauce | LIl - 2013

244

Jan Koronski

W ten sposdb pomimo niedoprecyzowanego jeszcze Ow-
czesnie pojgcia liniowej niezalezno$ci funkcji Euler uzyskat
sposob na otrzymywanie ogélnych rozwiazan dla rownan roz-
niczkowych liniowych jednorodnych o statych wspotczynni-
kach. W 1753 roku podal pewien sposob rozwiazywania rownan
rozniczkowych liniowych niejednorodnych o statych wspot-
czynnikach. Sposob Eulera opiera si¢ na zastosowaniu czyn-
nika catkujacego 1 kolejnego obnizania rz¢du rdwnania. Inny
sposob, polegajacy na sprowadzeniu rownania niejednorodnego
do uktadu réwnan liniowych rzedu pierwszego, podat w 1750
roku Jean le Ronde d’Alembert. Wykazat on takze pozniej, ze
rozwiazanie og6lne réwnania rozniczkowego liniowego niejed-
norodnego jest suma rozwiazania ogdlnego roéwnania liniowego
jednorodnego i jakiegokolwiek rozwiazania szczegdlnego row-
nania niejednorodnego. Problemem, jakie kombinacje liniowe
tworza rozwiazanie ogoélne rownania liniowego jednorodnego,
zajmowat si¢ nastgpnie Joseph Louis Lagrange i inni matema-
tycy XIX wieku. Metodg wariacji statych dla rownan rdznicz-
kowych liniowych niejednorodnych wprowadzit w 1777 roku
Lagrange. W szczegdlnych przypadkach byta ona znana ma-
tematykom duzo wczesniej. Euler zastosowat t¢ metode juz
w 1739 roku do rozwiazywania rownania rozniczkowego nie-
jednorodnego rzedu drugiego. Metodg t¢ stosowali rowniez Da-
niel Bernoulli, Pierre Simon de Laplace i ich nastepcy.

Wobec powyzszych uwag o rozwoju metod rozwiazywania
rownan rozniczkowych liniowych nalezy stwierdzi¢, ze oma-

wiana powyzej praca Villarceau o rozwiazywaniu pewnej szcze-
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golnej klasy rownan rézniczkowych liniowych niejednorodnych
ma charakter przyczynkowy na tle rozwoju metod rozwiazywa-
nia réwnan rozniczkowych liniowych rzedow wyzszych i z jed-
nej strony nawiazuje do aktualnego stanu wiedzy sprzed wieku,
a z drugiej stosuje pewne pojgcia wprowadzone przez J.M. Ho-
ene-Wronskiego rozwazane ponad 60 lat wcze$niej. Zapewne ta
druga okolicznos¢ spowodowala, ze praca Villarceau ukazata si¢
drukiem w ,,Pamigtniku Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu”
w polskiej wersji jezykowe;.

4.Praca Wladystawa Zajaczkowskiego O réwnaniu
rézniczkowem Xdx + X, dx, + ... + X dx_ =0,
catkowalnem przez jedno réwnanie pierwotne,
~Pamietnik Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu’,
t. VI, Paryz 1875

Wiadystaw Zajaczkowski byt jednym z najwybitniejszych ma-
tematykow polskich XIX wieku. Studiowal matematyke i fizyke
na Uniwersytecie Jagiellonskim w Krakowie, gdzie w 1861 roku
uzyskat stopien doktora, a w 1862 habilitowat si¢. Byta to pierw-
sza habilitacja matematyczna w Polsce. Poczatkowo pracowat
na UJ, potem w Szkole Gléwnej w Warszawie, a ostatnie 21 lat
zycia spedzit we Lwowie, gdzie od 1877 roku byt profesorem
zwyczajnym w owczesnej Akademii Technicznej. Byt autorem
bardzo obszernej i pierwszej polskiej monografii z rownan r6z-

niczkowych zwyczajnych i czastkowych wydanej przez Towa-
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rzystwo Nauk Scistych w Paryzu w 1877 roku. Wydat drukiem
blisko 50 publikacji naukowych, w tym 10 ksiazek naukowych
i podrecznikow (skryptéw) akademickich oraz kilka podrecz-
nikow szkolnych wznawianych dwu- i trzykrotnie. W czasopi-
smach matematycznych ogtosit ponad 25 prac naukowych®.

W dalszym ciagu szczegdtowo przeanalizujemy prace Za-
jaczkowskiego, ktora jest jedyna praca matematyczna w tomie
szostym , Pamietnika Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu”.
Zajaczkowski rozwaza w niej warunki catkowalno$ci rownania

r6zniczkowego postaci
(1) Xdx + X dx + Xdx,+ ...+ X dx =0,

w ktorym wspétczynniki X, X, X, ..., X zaleza od x, x, x,, ...,
x , gdzie jedna z tych zmiennych, a mianowicie np. zmienna x,
jest zmienng zalezna, a pozostale sa zmiennymi niezaleznymi.

Roéwnanie pierwotne, o ktorym jest mowa w tytule, jest postaci
Fx, x, x,, ... x, C) =0,

z dowolng stata C i jest calka ogdlna rownania wypisanego
w tytule pracy Zajaczkowskiego. Omawiany tekst sklada si¢
z siedmiu czesci. W pierwszej Zajaczkowski referuje, co w kwe-

stii catkowania rozwazanego roéwnania zostato juz zrobione

¢ Zob. J. Koronski, Wiadystaw Zajqczkowski (1837-1898) i jego
monografia z rownan rozniczkowych, ,,Antiquitates Mathematicae”
2009.
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przez innych matematykow. Na poczatku przytacza wyprowa-
dzenie warunkow catkowalno$ci rozwazanego rownania otrzy-
mane przez Eulera w Institutiones calculi integralis vol. 111. Eu-
ler formutuje warunki konieczne i wystarczajace catkowalnosci
omawianego réwnania. Jezeli mianowicie wspolczynniki tego
réwnania spetniaja nastepujace warunki:

oX, 0X, oX, o0X,

+X,— - X, =0,i=12,...,n—-1, i<k<n,
ox, Ox; Ox Ox

to rozwazane réwnanie rozniczkowe jest catkowalne i catka
ogoblna tego rbwnania moze by¢ wyznaczona w nastgpujacej po-

staci tzw. rOwnania pierwotnego:
F(x,x,x,, .., x,C)=0.

W czgsci drugiej Zajaczkowski omawia metodg Eulera cat-
kowania rownania rézniczkowego (1). W czegsci trzeciej przed-
stawia pewne uproszczenie metody Eulera, ktora zaproponowat
Natani w ,,Crelle Journal” (t. LVIII, s. 304). Chodzi o to, ze
w metodzie Eulera jest pewna niedogodnos¢. Mianowicie ko-
lejne réwnanie rozniczkowe, do ktérego sprowadza sig catko-
wanie rownania danego, moze by¢ utworzone dopiero po scat-
kowaniu wszystkich réwnan poprzednich. Zajaczkowski w tej
kwestii pisze tak:

Tg¢ niedogodno$¢ mozna usunac, gdy zamiast catki ogdlnéj szu-

ka¢ bedziemy calki nazwanéj przez Jacobiego (Crelle Journal,
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tom LVII) gtéwna, tj. gdy za stata catkowania brac¢ bedziemy war-
to$¢ poczatkowa zmiennéj zaleznéj, czyli warto$¢ dowolna, ktora
zmienna zalezna przyjmuje przy wartosci szczeg6lnéj na zmienna

niezalezna.

Cze$¢ czwarta omawianej pracy Zajaczkowskiego zawiera
metode Emila du Bois-Reymonda (,,Crelle Journal”, t. LXX,
s. 299-313), ktora potem sprowadza do przypadku uktadu row-
nan postaci:

dx = Z X.dx,,
i=1

do ktorego daje si¢ sprowadzi¢ rownanie (1), co rozwinat
A. Mayer (,,Mathematische Annalen”, t. V, s. 418-470). Me-
tode¢ Du Bois-Reymonda uogolnit Zajaczkowski, jak sam o tym
pisze, nie znajac wtedy jeszcze pracy Mayera.

W ostatnich trzech czg$ciach omawianej pracy Zajaczkow-
ski przechodzi do rozwiazan osobliwych. W czg$ci piatej czy-
tamy:

Procz catki ogolnéj, zawierajacéj jedna stala dowolna, posiada
uwazane réwnanie niekiedy tak zwane rozwiazania osobliwe,
przez ktore rozumiemy takie catki, ktore nie zawieraja staléj do-
wolnéj i nie mieszcza si¢ w catce ogolnéj, tj. nie daja si¢ otrzy-
mac z catki ogdlnéj przez podstawienie jakiéj$ wartosci szczegol-

néj za ilo$¢ stata dowolna.
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W tej czesci Zajaczkowski omawia zwiazek miedzy catka
0go6lng postaci
x=f(x,%,...x,,C)=0,lub  F(x,x,x,,..,x,,C) =0,

a rozwiazaniem osobliwym réwnania czastkowego postaci:

dx = z X.dx,.
i=1
Zwiazek ten jako pierwszy w przypadku dwoch zmiennych
niezaleznych podat Lagrange (Legons sur le calcul des fonctions).
W pracy Zajaczkowskiego na temat rozwiazania osobliwego, gdy

znana jest catka ogdlna rownania rézniczkowego, czytamy:

Aby przekonac sig, czy jaka$ catka, niezawierajaca w sobie sta-
1¢j dowolnéj, jest lub tez nie jest rozwigzaniem osobliwém, dos¢
tylko z catki ogolnéj wyrugowacé jedna zmienng za pomoca catki
badané;j. Jezeli wartos¢ na C z wypadku rugowania wyplywajaca
jest funkcya pozostatych zmiennych, wtedy catka badana bedzie

rozwiazaniem osobliwém.

W szbstej czesci pracy Zajaczkowski zajmuje sig rozwiaza-

niami osobliwymi rozwazanego rownania

dx = zn: X,dx,,
i=1
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Jezeli

y = y(xaxlaxZa'--axn) = 0
jest catka rownania rézniczkowego

n
dx = Z X.dx;,
i=1
zawierajqcq w sobie zmiennq x, i jezeli toz rownanie roznicz-

kowe zamieni sie na

n
dy = Z Y.dx,,
i=1
gdy w niém za x wprowadzimy y za pomocq zwiqzku
V=9(%,X,X,5,...X,)
natenczas catka y = 0 bedzie lub téz nie bedzie rozwiqzaniem
osobliwém, wedtug tego, czy przy wartosci y = 0 wraz z funkcy-

ami Y przynajmniéj jedna z catek

=12,...,n,

!—.\<

l
20
wzietych czqstkowo wzgledem y, przywiedzie si¢ do zera lub téz

99

nie”.

Twierdzenie to jako pierwszy w przypadku réwnan rzedu
pierwszego z dwiema zmiennymi niezaleznymi udowodnit Au-
gustin Louis Cauchy (Moigno, Legons de calcul différentiel et
de calcul intégral, vol. 11, s. 445). Dowod zawarty w omawiane;j

pracy jest uogdlnieniem dowodu dla twierdzenia Cauchy’ego,
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jaki podat George Boole (Treatise on differential equations,
[w:] Supplementary volume, s. 28). Dowod ten jest oryginal-
nym wynikiem Zajaczkowskiego i jest niewatpliwie interesu-
jacym przyczynkiem w teorii rownan rozniczkowych czastko-
wych pierwszego rzedu.

W ostatniej, siddmej czgsci pracy Zajaczkowski rozwaza
zagadnienie wyprowadzenia rozwiazania osobliwego z samego
réwnania rézniczkowego. Uogolnit tu znany wynik Eulera (/n-
stitutiones calculi integralis, vol. 1, problema 72) z przypadku
dwoch na przypadek wielu zmiennych niezaleznych. Udowod-
nit nastgpujace twierdzenia:

L. ,Jezeli y = 0 jest rozwiqzaniem osobliwém rownania

dv =3 Y,

i=1

wtedy rownanie y = 0 uczyni zados¢ przynajmniéj jednemu z po-

miedzy n rownan

oraz

IL. ,,Rozwiqzanie osobliwe rownania rozniczkowego
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zawierajace w sobie zmienna X, uczyni zado$¢ przynajmniéj jed-

nemu z pomig¢dzy n rownan warunkowych:

oX, »
—r=w,i=12,...,n.
Ox
Z ostatniego twierdzenia wynika, ze rozwiazanie osobliwe

roéwnania rdézniczkowego postaci

Xdx+ X,dx, + X,dx, +..+ X, dx, =0,

n
(ktére mozna sprowadzi¢ do rownania ), dx = Z X, dx,
i-1

spetnia przynajmniej jeden z nastgpujacych warunkow:

i(ﬁj =, h=0,12,..n—1, h<i<n>»
ox, \ X,

Powyzsze twierdzenia znat juz Laplace, ktory wyprowa-
dzit je poprzez rozwinigcia w szeregi, jak to mozna przeczytac
w pracy Louisa Houtaina Des solutions singuliéres des équations
différentielles. Zajaczkowski uzyskal powyzsze twierdzenia
w bardziej elegancki sposob.
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5. Praca Wiadystawa Folkierskiego O réwnaniach
rézniczkowych czesciowych jednoczesnych,
~Pamietnik Towarzystwa Nauk Scistych

w Paryzu’, t. lll, Paryz 1872

Wiadystaw Folkierski studiowal inzynierig¢ w Szkole Politech-
nicznej w Karlsruhe i w Paryskiej Szkole Drog i Mostow. Stu-
diowat rowniez nauki §ciste na Sorbonie i w Collége de France,
gdzie uzyskat licencjat z nauk matematycznych i fizycznych.
Byt sekretarzem Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu oraz
redaktorem tamtejszych ,,Pamigtnikow”. W latach 1868—-1871
wyktadat mechanike w Szkole Montparnaskiej. Nastepnie od
1873 roku przez 15 lat pracowal w Peru przy budowie kolei
i fortyfikacji. Byt profesorem mechaniki na Uniwersytecie w Li-
mie, gdzie otrzymatl doktorat honorowy. Kilkanascie lat przed
$miercig powrdcit do kraju, zatrzymujac si¢ po drodze w Paryzu
i podejmujac bezskuteczne starania o katedrg w Szkole Politech-
nicznej we Lwowie. Na uwage zastuguja dwa tomy Zasad ra-
chunku rozniczkowego catkowego, ktore wydat w 1870 1 1873
roku. Poszerzone wydanie drugie tego dzieta ukazalo si¢ w se-
rii Biblioteka Matematyczno-Fizyczna w Warszawie w 1904
(tom I) 1 1909 (tom II) roku. Folkierski swoje prace publikowat
w ,,Pamietniku Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu” (jeden
artykut) i w ,,Roczniku Inzynierskim” w Peru. W tomie trzecim
Pamigtnika” znajduje si¢ jego praca dotyczaca rOwnan réznicz-
kowych. Jest ona dosy¢ obszerna (liczy 30 stron) i zawiera bar-

dzo skomplikowana symbolike, przez co nie jest tatwa w czy-
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taniu. Dobrze charakteryzuje ja wstgp napisany przez samego
autora, ktory zacytujemy w calosci:

Rownania o rézniczkach czgsciowych pozostaja do téj pory naj-
wazniejszém, a dzis jeszcze w zupetnosci nierozwiazanem zada-
niem analizy. Wszelki postep, jaki nauka na téj drodze uczynic
moze, pomini¢tym by¢ nie powinien: kazde nieledwie nowe row-
nanie przez scalkowanie pociaga za soba rozwigzanie catego sze-
regu zadan mechaniki, fizyki, geometryi, wstrzymane niedostat-
kiem ogolnych metod catkowania tego rodzaju réwnan. Zadania
mechaniki i bedacéj dalszém jéj zastosowaniem fizyki matema-
tycznéj sprowadzaja si¢ zwykle do uktadu rownan zwanych jed-
noczesnemi (symultanées); jezeli liczba zmiennych wchodzacych
w te rownania jest o jedno$¢ wigksza niz liczba rownan, w takim
razie jedna z tych zmiennych moze by¢ wzigta za zmienna nieza-
lezna, inne beda jéj funkcyami, a zadanie zostanie sprowadzoném
do scalkowania rownania o jednéj zmiennéj niezaleznéj takiego
rzedu, jaka jest liczba rownan, za pomoca znanych sposobdw ra-
chunku catkowego.

Jezeli liczba zmiennych wchodzacych w uktad rownan jed-
noczesnych przewyzsza liczbg réwnan o wigcéj niz o jednose,
zadanie zostaje wigcéj zlozoném: zadanie to jest przedmiotem
pierwszéj czgsci ninigjszego artykutu. Bylto juz ono traktowaném
przez wielu pierwszorzednych uczonych: Jacobi podal w nie-

$Smiertelnéj swéj pracy o rownaniach rézniczkowych twierdzenie
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[Metoda novus aequaationum differentialium partialium inter nu-

merum variabilium quemcunque propositas integrandi], ktérego
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wnioskiem jest sposob calkowania powyzszego rodzaju réwnan
w pewnych przypadkach. P. Clebsch takze dotknat pierwszéj czg-
éci tego zadania [Uber das Pfaffsche Problem] przy okoliczno$ci
innego zadania, zwanego zadaniem Pfaffa. Rownoczesnie Boole,
znakomity matematyk angielski, podat te same prawie wypadki
odmiennym nieco sposobem [On the differential Equations].

Stosujac metode Jacobiego do ogdlnie postawionego zada-
nia, otrzymatem kilka twierdzen, ktére w bardzo prosty, od razu
zastosowac si¢ dajacy sposob, rozwiazuja je we wszystkich przy-
padkach, w ktorych rozwiazanie to mozna sprowadzi¢ do row-
nan rézniczkowych zwyczajnych. Gdy juz praca ta ukonczona
i kilku uczonym francuskim komunikowana byta, w rok p6zniej
P. Clebsch ogtosit zastosowanie téjze metody Jacobiego do tegoz
samego zadania [Ueber die simultane Integration linearer part.
Differentialgleichungen]. Odmienna nieco droga dochodzi on
do tych samych prawie wypadkow: podaje jednak swoje w pier-
wotnéj catosci, bo droga, jakiéj uzytem, zdaje mi si¢ naturalni-
¢éjsza 1 przystepniejsza; pozostaje przy tem par¢ nowych twier-
dzen, a wszystko stuzy¢ moze jako wstep do drugiéj czesci tego
artykutu.

W téj drugiej czesci stosuje otrzymane wypadki do rownan
roézniczkowych czg$ciowych wyzszych rzedéow od pierwszego;
zastosowania tego nie znalaztem w powyz¢j wymienionych pra-

cach, podaj¢ je wigc jako zupelnie nowe.
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6. Podsumowanie

Lata siedemdziesiate i osiemdziesiate XIX wieku w rozwoju
réwnan rozniczkowych byty czasem, kiedy zakonczyt si¢ etap
poczatkowy rozwoju réwnan rézniczkowych zwyczajnych,
ktory trwat do konca lat trzydziestych XVIII wieku, nadal kon-
tynuowano kolejny etap rozwoju réwnan réozniczkowych, a jed-
noczesnie rozpoczynat si¢ kolejny — trzeci juz etap rozwoju row-
nan rézniczkowych’. W czasie etapu poczatkowego gromadzono
materiat dotyczacy rozwiazywania rownan rozniczkowych zwy-
czajnych, lecz rezultaty byly przypadkowe i fragmentaryczne,
a sformutowania probleméw niezadowalajaco $ciste. Nastgpny
etap rozwoju rownan rozniczkowych, w czasie ktorego rowna-
nia r6zniczkowe przeksztatcity si¢ w odrgbna dziedzing analizy
matematycznej, trwat okoto stu lat, gdzie$ do lat czterdziestych
XIX wieku. Punktem zwrotnym w teorii rownan rézniczkowych
byly rezultaty otrzymane przez Mariusa Sophusa Lie (1842—
1899), ktory w 1873 roku zastosowal do rownan rézniczkowych
zZywo rozwijajaca si¢ wtedy teori¢ grup ciaglych przeksztatcen.
W ten sposob Lie uzyskat ogdlna metodg obejmujaca rozmaite,
na pozdr zupehie inne i przypadkowe sposoby sprowadzania
roznych typow rownan rézniczkowych zwyczajnych do réw-
nan calkowalnych przez kwadratury. Dzigki temu zbadal wiele
typdw rownan roézniczkowych, ktorym odpowiadaja stosowne

przeksztalcenia ciagte. Doprowadzito to w konsekwencji do

7 R. Bujakiewicz-Koronska, J. Koronski, dz. cyt.
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mozliwosci klasyfikowania réwnan rozniczkowych w zalezno-
sci od odpowiadajacych im przeksztalcen infinitezymalnych.
Wreszcie w drugiej polowie XIX i na poczatku XX wieku cen-
tralnymi zagadnieniami réwnan roézniczkowych zwyczajnych
staty si¢ problemy jakoSciowej teorii rownan rézniczkowych.
Z koncem lat czterdziestych XVIII wieku nastapit gwal-
towny rozwoj rownan rézniczkowych czastkowych, tzw. rownan
fizyki matematycznej, ktore nastgpnie badano intensywnie przez
kolejne dwa stulecia i ktore miaty istotny wptyw na rozwoj za-
gadnien brzegowych dla réwnan rozniczkowych zwyczajnych.
Centralnym problemem XIX wieku w réwnaniach rézniczko-
wych czastkowych byly zagadnienia graniczne dla rownan fi-
zyki matematycznej, w szczegdlnosci teoria przewodnictwa
cieplnego. W zwiazku z tym rozwingla sig teoria potencjatu jako
nowa mozliwo$¢ konstrukcji rozwiazan rozwazanych zagadnien
granicznych dla rownan rézniczkowych czastkowych. Trzeba
tu zauwazy¢, ze precyzyjnie zagadnienie Dirichleta dla rowna-
nia Laplace’a rozwiazat dopiero Henri Poincaré (1854—1912)
w 1890 roku. Rowniez istotne rezultaty dla rozwoju zagadnie-
nia Dirichleta dla rownania Laplace’a na przetomie XIX i XX
wieku osiagnal Stanistaw Zargba (1863-1942). W 1842 roku
Cauchy i niezaleznie od niego w 1874 roku Zofia Kowalewska
wykazali, ze zagadnienie Cauchy’ego (uzywajac wspotczesnej
terminologii) dla réwnan rézniczkowych czastkowych jest lo-
kalnie jednoznacznie rozwigzywalne w klasie funkcji analitycz-
nych. Potem Siméon Poisson dla przypadku dwuwymiarowego
i Gustav Kirchhoff (1824-1887) w przypadku przestrzeni troj-

€1L0Z ° 1117 | @>neN m auz>yozoji4 elusiupebez

257



Zagadnienia Filozoficzne w Nauce | LIl - 2013

258

Jan Koronski

wymiarowej, przy zwyktych zatozeniach regularnosciowych,
wykazali, ze zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania falowego
jest lokalnie jednoznacznie rozwiazywalne. Rozwigzania te wy-
razaja si¢ poprzez wzory catkowe Poissona i Kirchhoffa i sg od-
powiednikami wzoru d’Alemberta dla przypadku jednowymia-
rowego przestrzennie rownania struny?®.

Na tle zarysowanego powyzej stanu rozwoju roOwnan roz-
niczkowych w §wiecie nasuwaja si¢ nastgpujace wnioski w kon-
teks$cie analizowanych wcze$niej prac z rownan rézniczkowych
opublikowanych w ,,Pamigtniku Towarzystwa Nauk Scisiych
w Paryzu™:

1. Praca Yvona Villarceau Zastosowanie teoryi wstaw wyz-
szych rzedow do catkowania rownan rozniczkowych linijnych
(,,Pamietnik Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu”, t. XII, Pa-
ryz 1881) jest matoznaczacym przyczynkiem z punktu widzenia
rozwoju idei rownan rézniczkowych zwyczajnych, gdyz spo-
sob szukania rozwiazan szczegdlnych dla réwnan rézniczko-
wych liniowych jednorodnych podat sto kilkadziesiat lat wcze-
$niej (w 1743 roku) Euler, a metodg wariacji statych dla rownan
roézniczkowych liniowych niejednorodnych wprowadzit w 1777
roku Lagrange.

2. Praca Wladystawa Zajaczkowskiego O rownaniu roz-
niczkowem Xdx + X dx, + ... + X dx = 0, catkowalnem przez
Jjedno réwnanie pierwotne (,,Pamigtnik Towarzystwa Nauk Sci-

stych w Paryzu”, t. VI, Paryz 1875) jest istotnym i interesuja-

8 Tamze.



Prace z réwnan rézniczkowych w,Pamietniku TNS w Paryzu”

cym przyczynkiem do teorii rownan rézniczkowych czastko-
wych rzedu pierwszego. W tej pracy Zajaczkowski nie tylko
dokonuje przegladu gtownych rezultatow dotyczacych teorii
rozwazanej klasy rownan czastkowych rzedu pierwszego, ale
uogolnia pewne rezultaty swoich poprzednikow, uzyskujac ory-
ginalne twierdzenia $cisle i elegancko udowodnione. W ogole
rozwazana tutaj paca Zajaczkowskiego, jak i inne jego artykuty,
jest napisana jasno i niemal wspolczesnym jezykiem. Ta uwaga
odnosi si¢ réwniez do jego obszernej, 900-stronicowej mono-
grafii z rownan rozniczkowych zwyczajnych i czastkowych.

3. Praca Wtadystawa Folkierskiego O rownaniach roznicz-
kowych czesciowych jednoczesnych (,,Pamigtnik Towarzystwa
Nauk Scistych w Paryzu”, t. VI, Paryz 1875) jest rowniez inte-
resujacym przyczynkiem w teorii rownan rézniczkowych czast-
kowych. Jej autor w pierwszej czesci referuje wyniki swoich
poprzednikdéw odnoszace si¢ do rownan czastkowych rzedu
pierwszego i podaje niezaleznie od nich pewne oryginalne
twierdzenia, uzyskane niemal réwnoczes$nie i niezaleznie od po-
dobnych wynikéw Clebscha w kontekscie metody Jacobiego.
Wyniki Folkierskiego zawieraja rowniez nowe twierdzenia nie-
znane Clebschowi, a twierdzenia, ktore zawarl takze Clebsch
w swojej pracy wydrukowanej rok wczesniej, u Folkierskiego
uzyskane sa w inny, naturalniejszy sposob. Druga czg$¢ pracy
Folkierskiego zawiera pewne zupetlie nowe wyniki dla réw-
nan czastkowych rzedu wyzszego niz jeden. Rezultaty te otrzy-

mat on, stosujac twierdzenia uzyskane w pierwszej czgsci swo-

jej pracy.
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Zardéwno praca Zajaczkowskiego, jak i1 Folkierskiego na-
wiazywaly do aktualnie rozwazanej w $wiecie problematyki
z rownan czastkowych. Obie zawieraly nowe wyniki. Ich zna-
czenie bylo niewatpliwie ograniczone przez to, ze obie wyszty
drukiem w jezyku polskim i nie wnosily jakichs$ przetomowych
idei do réwnan rézniczkowych.

Powyzsze informacje sktaniaja autora niniejszego opraco-
wania do sformutowania konkluzji, Ze poziom réwnan roéznicz-
kowych w Polsce w drugiej potowie XIX wieku nie byt taki zty,
jak to si¢ do tej pory wydawato. By¢ moze i w innych dziedzi-
nach matematyki mamy zapomnianych wybitnych matematy-
koéw polskich, ktorzy sa autorami wartosciowych i mato zna-
nych prac. Ten stan rzeczy nalezy zmieni¢. Mozna to osiagnac
tylko wtedy, gdy specjali$ci z okreslonych dziedzin matema-
tyki zechca poswigci¢ troszke swojego czasu na przegladnig-
cie i skomentowanie dziewigtnastowiecznych wynikow swoich

poprzednikow.
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Dlaczego
chrzescijanska
wiara nie jest
zabobonem

Recenzja ksigzki: Michat Heller,
Tadeusz Pabjan, Stworzenie

i poczgtek wszechswiata,
Copernicus Center Press, Krakow

2013, s. 177.

W wydanej naktadem Copernicus
Center Press w 2013 roku ksiazce
Stworzenie i poczqtek wszech-
Swiata Michat Heller i Tadeusz Pa-
bjan staraja si¢ pokazaé, ze wiara
w stworzenie $wiata przez Boga
nie musi by¢ sprzeczna ,,z nauko-
wym obrazem $wiata” — ze §wia-
topogladem opartym na teoriach
nauk o wszech$wiecie i zyciu.

Dla rozwoju dyskusji na te-
mat relacji migdzy nauka a reli-
gig ta proba jest o tyle cenna, ze
nie ogranicza si¢ do ,,dopasowa-
nia” jednej wizji do drugiej (np.

poprzez konkordyzm, czyli takie

interpretowanie Biblii, by paso-
wata do teorii naukowych), nie
polega tez na szukania uchybien
w ktérym$ z tych $wiatopogla-
dow (np. poprzez gloszenie teo-
rii Inteligentnego Projektu) ani
na stosowaniu wybiegu zwanego
»Bogiem luk” (God of the Gaps)
— thumaczenia boska interwencja
aspektow rzeczywistosci, ktorych
obecnie nie potrafimy wyjasni¢
w naturalistyczny sposob.

Takie podejécia raczej za-
mykaja dyskusj¢ na temat rela-
cji nauki i religii, podczas gdy
ksiazka Hellera i Pabjana t¢ dys-
kusj¢ otwiera. Autorzy Stworzenia
i poczqtku wszechswiata pokazuja
bowiem, po pierwsze, w jaki spo-
sob mozna interpretowac Ksigge
Pisma (opis stworzenia zawarty
w Ksigdze Rodzaju), by nie su-
gerowala wnioskow sprzecznych
z tym, co glosza nauki; a po dru-
gie przekonuja, ze teistyczna in-
terpretacja Ksiggi Przyrody (ma-
tematycznych praw przyrody)
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nie prowadzi do sprzecznosci
— 1 jest przynajmniej tak samo
uprawniona jak interpretacja ate-
istyczna. To oczywiscie nie roz-
wiazuje wszystkich problemow
w dyskusji na temat relacji na-
uki 1 religii, ale przynajmniej
pozwala ustanowi¢ obiecujacy
punkt wyjscia.

Ksiazka napisana jest w taki
sposob, by mogta trafi¢ do sze-
rokiego grona odbiorcow za-
interesowanych tematyka lub
zmagajacych si¢ z niag w pracy
duszpasterskiej czy dydaktycznej.
Wiele moga z niej dowiedzie¢ si¢
osoby, ktore sa laikami w oma-
wianych zagadnieniach, ale nawet
dla specjalistow moze by¢ cenng
lektura, jezeli spojrzy si¢ na nig
w szerszym kontek$cie, wyzna-
czonym przede wszystkim przez
inne ksiazki Michata Hellera.

W pierwszych trzech roz-
dziatach autorzy skupiaja si¢
na przekonywaniu, ze pocza-

tek Ksiggi Rodzaju nie powi-

nien by¢ odczytywany dostow-
nie, jako traktat filozoficzny lub
praca naukowa, a takze wymie-
niaja teologiczne argumenty za
metaforyczna interpretacja tego
fragmentu Biblii. Krotka analiza
historyczno-literacka przekonuje,
ze zawarty w Ksigdze Rodzaju
traktat o stworzeniu jest poema-
tem posiadajacym odpowiednia
konstrukcje¢, ktéra utatwiata za-
pamigtywanie i ustne przekazy-
wanie tresci, zanim zostaly one
spisane. To, co w tym fragmencie
teologicznie najistotniejsze, to nie
dlugo$¢ procesu stworzenia ani
kolejnos¢ stwarzanych ciat nie-
bieskich, sit przyrody czy organi-
zmow, lecz raczej tezy o stworze-
niu $wiata przez Boga, zaleznosci
stworzenia od Stworcy i uprzywi-
lejowanym statusie cztowieka.
Taka interpretacja Ksiggi
Rodzaju polskim czytelnikom
nie powinna wydawac si¢ kontro-
wersyjna, ale z pewno$cia warto

ja w ksiazce takiej jak Stworze-
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nie i poczqtek wszechswiata za-
miesci¢. Chocby dlatego, ze juz
w niektorych srodowiskach pro-
testanckich, wyznajacych tzw.
naukowy kreacjonizm, zakrawa-
laby na herezje. W tekstach kre-
acjonistow mozna np. natrafi¢ na
tak absurdalne rozwazania jak to,
czy rdzenni mieszkancy Austra-
lit widywali dinozaury lub w jaki
sposob rézne gatunki dinozau-
row zmiescily si¢ do Arki Noego
(to akurat proste — na poktad we-
szty mtode osobniki, nie tak duze
jak doroste'). Jak wida¢ m.in.
z tych przyktadow, dostowne od-
czytywanie Biblii moze prowa-
dzi¢ do o$mieszenia gltoszonych
w niej pogladdow — co przewi-
dziat juz $w. Augustyn, zaleca-
jac, by chrzescijanie sprawdzali,
czy interpretacje Pisma Swigtego

nie stoja w sprzecznosci z dobrze

! Zob. Were Dinosaurs on Noah's
Ark?, http://creation.com/were-dino-
saurs-on-noahs-ark-welcome-afa-
journal-subscribers

uzasadnionymi  twierdzeniami
naukowymi, a jezeli tak jest, po-
winny zosta¢ jeszcze raz przemy-
slane. Heller i Pabjan sg oczywi-
scie wielkimi zwolennikami tej
zasady, przy czym znaja umiar
W jej stosowaniu — to znaczy ro-
zumieja, na czym polega dobre
uzasadnienie twierdzen nauko-
wych.

To rozumienie przejawia sig
m.in. w tym, ze Heller i Pabjan
nie popetniaja filozoficznych nad-
uzy¢é w obronie $wiatopogladu
teistycznego, jakich niewatpli-
wie dokonuja (mniej lub bardziej
$wiadomie) znani popularyzato-
rzy $wiatopogladu ateistycznego,
tacy jak np. Richard Dawkins
i Stephen Hawking. Obydwaj ci
znakomici uczeni sugeruja, ze na-
uka nie potrzebuje hipotezy Boga
— albo dlatego, ze §wiat catkowi-
cie wyjasnia si¢ sam (jak twier-
dzi Hawking, to prawa fizyki
sa odpowiedzia na pytanie, dla-

czego istnieje raczej cos niz nic —
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wyjasniaja, w jaki sposob wszech-
$wiat powstal z nicosci?), albo
dlatego, ze jednoczesne przyjecie
istnienia Boga, zwlaszcza jego
wszechwiedzy, jak i akcepta-
cja teorii naukowych, zwlaszcza
opartej na przypadkowosci teorii
ewolucji, prowadzi do paradok-
sow (jak argumentuje Dawkins).

Odpierajac argumenty Haw-
kinga, Heller i Pabjan zwracaja
uwage na to, ze autor Krotkiej hi-
storii czasu 1 Wielkiego Projektu
postuguje si¢ prymitywnym rozu-
mieniem stworzenia §wiata — do-
ktadnie takim, jakie sami skrytyko-
wali w poczatkowych rozdziatach

swojej ksiazki. Jak pisza:

Jesli pamigta si¢ o tym, ze Bog
jest przyczyna sprawcza, ktora
poprzedza §wiat, ale niekoniecz-

nie w sensie czasowym, to nie

2 Zob. S. Hawking, L. Mlodinow,
Wielki Projekt, przet. J. Wlodarczyk,
Wydawnictwo Albatros, Warszawa
2011.

ma znaczenia to, czy caty $wiat
nie ma poczatku, bo istnieje od-
wiecznie (jak sadzili starozytni),
czy tez nie ma poczatku, bo sam
jest czym$ wtoérnym (jak uwaza
Hawking). Stworzenie nalezy
rozumie¢ jako radykalng zalez-
nos¢ (o charakterze ontycznym)
od Boga, ktory jest przyczyna
istnienia $wiata. Na zalezno$¢
t¢ nie maja wplywu zadne wia-
snosci modeli kosmologicznych
i nie zmienia jej roéwniez sa-
mozwarto$¢ modelu Hartle’a-
-Hawkinga. (...) Interpretacje
Hawkinga mozna co najwy-
zej potraktowac jako argument
przeciwko dyskutowanej powy-
zej metodzie ,,Boga od zapycha-
nia dziur” w naukowej wiedzy

o $wiecie’.

Heller i Pabjan podkreslaja
w dodatku, ze Hawking, poza blg-

3 M. Heller, T. Pabjan, Stworzenie
i poczaqtek wszechswiata, dz. cyt.,
s. 113-114.
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dem teologicznym — zbyt waskim
rozumieniem koncepcji stworze-
nia — popetnia réwniez btad filo-
zoficzny: zaklada, ze przed zaist-
nieniem wszech$§wiata musialy
funkcjonowaé¢ prawa przyrody.
Innymi stowy: w koncepcji Haw-
kinga wszechswiat nie powstaje
Z nicosci — powstaje z istnieja-
cych odwiecznie praw przyrody.
Wiasciwie z taka mysla Heller
i Pabjan byliby si¢ sktonni zgo-
dzi¢, przy czym oni sami nadajg
temu odwiecznemu istnieniu
praw przyrody teistyczna inter-
pretacje — utozsamiaja je z Bo-
zym Zamystem (The Mind of
God, okreslenie pochodzace od
Einsteina). To oczywiscie prze-
jaw koncepcji Wielkiej Matrycy,
najpelniej zaprezentowanej przez
Michata Hellera w Filozofii przy-
padku®.

4 Zob. M. Heller, Filozofia przypad-
ku, Copernicus Center Press, Kra-
kéw 2013, rozdz. 15: Inteligentny
Projekt czy Zamyst Boga?

Koncepcja Wielkiej Ma-
trycy pozwala rozprawic sig¢ row-
niez z podstawowa argumentacja
Richarda Dawkinsa, ktory sadzi,
ze przypadki, odgrywajace fun-
damentalna rol¢ w biologicznej
ewolucji (mutacje genetyczne,
bedace zrodlem zmiennosSci
wsrdd organizméw, sa przypad-
kowe), nie sa do pogodzenia
z koncepcja boskiego planu stwo-
rzenia wszechswiata. Wielka Ma-
trycg — bedaca efektem Bozego
Zamyshu — tworzy siatka deter-
ministycznych praw przyrody,
ktére zeby mogty jednak zadzia-
ta¢, musza zosta¢ obdarzone wa-
runkami poczatkowymi — inde-
terministycznymi z perspektywy
danego prawa przyrody. Przy-
padki odgrywaja zatem istotna
w Matrycy (czyli w Bozym Za-
mysle) rolg warunkoéw poczat-
kowych, dlatego, jak pisza Hel-
ler i Pabjan, ,,wszech§wiat moze
by¢ stworzony przez Boga i za-

razem nie wyklucza¢ dzialania
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przypadkow. Innymi stowy: Bog
moze stworzy¢ wszechswiat, wy-
korzystujac do tego celu zdarze-
nia przypadkowe™”.

Osobnym zagadnieniem jest
to, ze ksiazka Stworzenie i po-
czqtek wszechswiata pokazuje,
jak wiele pracy czeka wspotcze-
snych teologéw. Mimo odpar-
cia gtdéwnych, filozoficznych za-
rzutow ze strony Hawkinga czy
Dawkinsa, mimo zaproponowa-
nia sposobu pogodzenia teistycz-
nego $wiatopogladu z wiedza
naukowa, bez odwotywania si¢
do konkordyzmu, kreacjonizmu
i,,Boga od zapychania dziur”, na
rozwiazanie oczekuje wiele pro-
blemoéw szczegdlowych. Pojawia
si¢ na przyktad pytanie, czy teo-
logia gotowa jest pogodzi¢ bo-
ski zamyst z perspektywa biolo-
giczna — przyroda begdaca arena

zmagan gendéw o ich niesmier-

> M. Heller, T. Pabjan, Stworzenie
i poczqtek wszechswiata, dz. cyt.,
s. 134-135.

telno$¢. Jak uzasadnié to, ze do-
skonaty Stworca w swoim dziele
stworzenia poshuguje si¢ tak
okrutnymi prawami natury, jak
konieczno$¢ walki o przetrwa-
nie? Czy droga do czlowieczen-
stwa — jeden z najwazniejszych
elementéw procesu stworzenia
— miataby, przynajmniej w istot-
nej czesci, wies¢ poprzez wyscig
zbrojen oszustéw i oszukiwanych
(tzw. hipoteza makiawelicznej
inteligencji)? Co z wartosciami
etycznymi i moralnymi, co z wie-
loscia religii, skoro wszystko jest
produktem ewolucji biologiczno-
-kulturowej? Bez watpienia Hel-
ler i Pabjan pokazuja, jak pogo-
dzi¢ wiar¢ w stworzenie §wiata
przez Boga i wiedz¢ naukowa,
ale oczywiscie nie zamykaja dys-
kusji pomigdzy $wiatopogladem
teistycznym i naukowym.
Ksiazka Stworzenie i poczq-
tek wszechswiata nie jest ,,do-
wodem” na istnienie Boga, wia-

Sciwie nie padaja w niej nawet
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argumenty na rzecz tej tezy. Jest
za to argumentem za tym, ze
chrze$cijanie nie musza si¢ bac,
ze ich przekonania — o istnieniu
Stworcy, od ktorego zalezne jest
kazde stworzenie — w XXI wieku
nalezy uzna¢ za zabobony. Zwo-

lennicy ateistycznego $wiatopo-

gladu raczej nie przyjma teizmu
po lekturze tej ksiazki, ale to aku-
rat powinno bardzo spodobac si¢
teologom. W koncu gdyby istniat
decydujacy argument naukowy
za istnieniem Boga, godzitoby to
w wolna wolg ludzi, ktérzy wie-

rzy¢ w Boga nie chca.

tukasz Kwiatek
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Mozg,
spoleczenstwo
i wolna wola

Recenzja ksiazki: Michael

S. Gazzaniga, Kto tu rzqdzi - ja czy
mdj mdézg? Neuronauka a istnienie
wolnej woli, przet. Agnieszka
Nowak, Smak Stowa, Sopot 2013,
s. 208.

Michael Gazzaniga jest jednym
z ,,0jcow zatozycieli” neuro-
nauki poznawczej, wyjasniaja-
cej mozgowe podioze procesow
umystowych — niezwykle waz-
nym wydarzeniem w historii no-
wej dyscypliny byto wydanie
przez niego, wraz z Richardem
B. Ivrym oraz George’em Man-
gunem, ksiazki o wymownym
tytule: Cognitive Neuroscience.
The Biology of the Mind (Norton,
New York 1998). Procz tego jest
on autorem wielu innych publika-
cji, takich jak The Ethical Brain.

The Science of Our Moral Di-
lemmas (Dana Press, New York
2005) czy Istota czlowieczen-
stwa. Co sprawia, ze jestesmy
wyjatkowi (Smak Stowa, Sopot
2011). Gazzaniga doktoryzowat
si¢ 1 pracowat w Caltechu, gdzie
pod kierunkiem noblisty Ro-
gera W. Sperry’ego badal wplyw
przecigcia spoidta wielkiego, 1a-
czacego poétkule mozgowe, na
funkcje poznawcze oraz zacho-
wanie (zabiegi te miaty na celu
ztagodzenie napadoéw padaczki
lekoopornej). Badania te dopro-
wadzily go to sformutowania
stynnej teorii lewopodtkulowego
interpretatora. Aktualnie Gaz-
zaniga jest dyrektorem Centrum
Badan Umystu SAGE na Uniwer-
sytecie Kalifornijskim w Santa
Barbara, cztonkiem wielu presti-
zowych towarzystw naukowych,
a takze kierownikiem projektu
Neuronauka i Prawo.

Jak dowiadujemy si¢ na
ksigzka

wstepie, najnowsza
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Michaela Gazzanigi Kto tu rzqdzi
— ja czy moj mozg? Neuronauka
a istnienie wolnej woli (w orygi-
nale: Who's in Charge? Free Will
and the Science of the Brain) po-
wstala na kanwie wygloszonego
przez niego na Uniwersytecie
w Edynburgu prestizowego cyklu
Wyktadow Gifforda. Wyktady te
zostaty ustanowione przez XIX-
-wiecznego szkockiego adwo-
kata i sedziego Adama Gifforda
i mialy na celu ,,promowac i roz-
powszechnia¢ teologi¢ naturalng
W najszerszym znaczeniu tego
stowa, czyli wiedz¢ o Bogu”.
Wspolczesnie wyklady te kon-
centruja si¢ na zwiazkach reli-
gii, nauki i filozofii. W ksiazce
Gazzanigi nie znajdziemy wpraw-
dzie zadnych odniesien do reli-
gii ani teologii, jednak dotyka
ona z pewnoscia glebokich pro-
blemoéw natury ludzkiej. Sa nimi:
swiadomo$¢, osobowa tozsamosé,
wolna wola i odpowiedzialnos¢.

Co wigcej, praca ta dotyczy tez

W pewnym stopniu tego, czym
Lord Gifford zajmowat si¢ na co
dzien, czyli prawa. Gazzaniga nie
jest jedynym badaczem modzgu
i umyshu, ktory znalazt si¢ w gro-
nie wyktadowcow prestizowego
cyklu. By¢ moze znakiem czasu
jest, ze w roku 2012 Wyklady
Gifforda wygtlosili neurokogni-
tywista Vilayanur Ramachandran
oraz psycholog ewolucyjny Ste-
ven Pinker.

Fakt, ze ksiazka powstata na
podstawie wspomnianych wyzej
wyktadow, adresowanych z zato-
zenia nie tylko do przedstawicieli
danej dyscypliny (w tym wy-
padku neuronauki poznawczej),
pozwala nam przypuszczaé o jej
popularyzatorskim charakterze.
Tak tez jest w istocie. Jak juz jed-
nak wspomniatem, ksiazka ta do-
tyka kwestii natury ludzkiej — jest
wigc ona zarazem pracg filozo-
ficzna. Ale to nie wszystko. Zain-
teresowany czytelnik (jakim jest

chyba kazdy, kto trzyma w reku
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»Zagadnienia Filozoficzne w Na-
uce”) zauwazy, ze Gazzaniga
przemycit takze sporo tresci z za-
kresu filozofii i metodologii nauk
biologicznych. By przekonac
si¢ o tym wszystkim, wystarczy
spojrzeé na gtdéwne idee poszcze-
golnych rozdziatow.

Dwa poczatkowe rozdziaty
— Jacy jestesmy oraz Mozg row-
nolegty i rozproszony — koncen-
truja si¢ na historii neuronauki
i ustaleniu paradygmatu, w jakim
powinno si¢ bada¢ moézg, umyst
i ludzkie poznanie. Zdaniem
Gazzanigi mozg to nie tabula
rasa, ktora mozna ksztaltowaé
dowolnie w trakcie ontogenezy.
Najogdlniej mowiac, twierdzi
on, ze mozg, takze na poziomie
korowym, skonstruowany jest
z wielu (w duzej mierze zdeter-
minowanych genetycznie) mo-
dutow. Moduly te wyspecjalizo-
wane sg w roznych czynnosciach,
ktore dawaly ewolucyjna prze-

wage naszym przodkom. Poglad

Gazzanigi wpisuje si¢ wigc w pa-
radygmat badawczy, jakim jest
psychologia ewolucyjna. Twier-
dzenie o faktycznej modularnej
strukturze mozgu jest obecnie ra-
czej kwestionowane (dos¢ szcze-
gb6towa dyskusj¢ na temat modu-
larnos$ci mozna znalez¢é w mojej
ksiazce Wyjasni¢ umyst. Struk-
tura teorii neurokognitywnych,
Copernicus Center Press, Kra-
kéw 2013, rozdz. 2). Panujacy
obecnie poglad w tej kwestii do-
brze obrazuje nastgpujacy frag-
ment z pracy Stephena Petersena

i Julie Fiez:

Elementarne operacje, definio-
wane na podstawie analizy prze-
twarzania informacji w wyni-
kach zadan, sa zlokalizowane
w roznych rejonach mézgu. Po-
niewaz wiele takich elementar-
nych operacji jest uwiklanych
w kazde zadanie poznawcze,
zbior rozproszonych obszaréw

funkcjonalnych musi by¢ zaan-
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gazowany w wykonanie nawet  zdaniem mozg faktycznie zorga-

prostych zadan poznawczych nizowany jest na sposob modu-

(...). Funkcjonalny obszar mo-  larny, organizacja ta ma charakter

zgu nie jest obszarem zadania  sieciowy. Powotujac si¢ na prace

[task area]: nie ma obszaru te-  Georga F. Striedtera, pisze on, ze:

nisowego ,forhendu”, ktory
moze zosta¢ odkryty. Podobnie
nie ma obszaru mozgu poswig-
conego bardzo ztozonym funk-
cjom; ,,uwaga” czy ,,jezyk” nie
sa zlokalizowane w pojedyn-
czym polu Brodmanna czy pta-
cie. Kazde zdanie czy ,,funkcja”
wykorzystuje ztozony i rozpro-
szony zbior obszaréw mozgu
(S.E. Petersen, J.A. Fiez, The
Processing of Single Words Stu-
died with Positron Emission To-
mography, ,,Annual Review of
Neuroscience” 1993, no. 16,

5. 513).

Gazzaniga nie przyjmuje
jednak tak silnej, czy wrecz ,,fre-

nologicznej”, wersji modularno-

Mobzg naczelnych ma wigc
strukturg ,,malego §wiata”: nie-
zliczone krotkie, szybkie pota-
czenia lokalne (ggsta sie¢ pota-
czen lokalnych) oraz niewielka
liczba potaczen dalekiego za-
siggu, stuzacych do przesyta-
nia wynikdw przetwarzania
w obwodach lokalnych (mata
liczba krokéw potrzebnych do
potaczenia dowolnych dwoéch
miejsc moézgu). Taka struktura
pozwala na efektywne przetwa-
rzanie lokalne (organizacja mo-
dutowa), a przy tym zapewnia
szybka komunikacj¢ w obrgbie
sieci globalnej (s. 63).

Gazzaniga dodaje do tego,

$ci mozgu, jaka krytykuja cyto- ze ,,migdzy modutami nie ist-

wani wyzej badacze. O ile jego nieja relacje hierarchiczne”
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(s. 64). Dzialanie mozgu polega
raczej na nieustannym wspot-
zawodnictwie poszczegolnych
struktur. Oznacza to, ze nie ist-
nieje zaden globalny system ste-
rowania mozgu.

Jak mozna bylo si¢ spo-
dziewac, w ksiazce przeczytamy
sporo na temat teorii lewopot-
kulowego interpretatora — ktory
réowniez okreslany jest mianem
modufu. Koncepcja ta pojawia
si¢ na wielu stronach, poczaw-
szy od rozdziatu trzeciego (Inter-
pretator). Gazzaniga probuje od-
powiedzie¢ w tym rozdziale na
pytanie, jak ze wspomnianego
wspolzawodnictwa wielu modu-
16w moze si¢ wylaniaé poczucie
jednosci §wiadomosci i tozsamo-
Sci osoby (bycia soba i1 sprawca
wiasnych dziatan). Wedtug niego
za fenomeny te odpowiedzialny
jest wlasnie zlokalizowany w le-
wej potkuli modut interpretujacy.
Jego zadaniem jest nieustanne

porzadkowanie dostgpnych da-

nych i tworzenie na ich podsta-
wie spojnej historii osobistej.
Wiele eksperymentéw — przepro-
wadzonych przez samego Gazza-
nige — pokazuje, ze interpretator
czgsto dziala ex post, dorabiajac
logiczne uzasadnienie do dziatan
wykonywanych  nieSwiadomie

i automatycznie:

Zrédlem naszej subiektywnej
$wiadomosci jest niestrudzone
dazenie dominujacej lewej pot-
kuli do wyjasnienia niepel-
nych informacji, ktére dotarty
do $wiadomos$ci. Zauwaz, ze
uzytem czasu przesztego: ,,do-
tarty”. To proces racjonaliza-
¢cji, ktory odbywa sig po fakcie.
Interpretator, ktory snuje nasza
opowies¢, wplata w nia tylko
to, co przedostaje si¢ do $wia-
domos$ci. Poniewaz $wiado-
mo$¢ jest procesem powolnym,
wszystko, co do niej trafia, juz
si¢ wydarzyto — jest faktem do-
konanym (s. 91).
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Rozdzial trzeci jest moim
zdaniem najciekawszy z catlej
ksiazki — Gazzaniga skupia si¢
w nim bowiem nie tylko na po-
wszechnie znanych eksperymen-
tach z ,kurnikiem, szuflg 1 kurza
tapa”, ale opowiada pelng szcze-
gotow, fascynujaca i wrecz oso-
bista histori¢ badan z udzialem
pacjentow, ktorzy przeszli zabieg
przecigecia spoidta  wielkiego.
Rozdzial ten jest rowniez klu-
czowy, gdyz przygotowuje grunt
pod koncepcje przedstawiane
w kolejnych czesciach ksiazki.

Rozdziat czwarty nosi prze-
korny tytut Porzucmy ideg¢ wolnej
woli. Przekorny, gdyz Gazzaniga
wecale nie sadzi, ze wszystkie na-
sze dziatania powodowane sa $le-
pym trafem. Podobnie jak Daniel
Dennett probuje on broni¢ ist-
nienia wolnej woli w $wiecie do
pewnego stopnia deterministycz-
nym. Analizy przeprowadzone
w tym rozdziale wpisuja si¢ wigc

w szeroko rozumiany nurt filozo-

fii umystu i filozofii moralnosci
zwany kompatybilizmem (w prze-
ciwienstwie do tego nurtu inkom-
patybilisci twierdza, ze albo de-
terminizm, albo wolna wola,
zwykle odrzucajac przy tym te
ostatnia). Gazzaniga rekonstru-
uje deterministyczng argumenta-
cje przeciw wolnej woli nastepu-

jaco:

(1) moézg umozliwia powstanie
umystu, a mozg jest bytem fi-
zycznym;

(2) $wiat fizyczny jest zdetermi-
nowany, wigc i nasz mozg jest
zdeterminowany;

(3) jesli nasz mozg jest zdeter-
minowany i jesli mozg jest or-
ganem koniecznym 1 wystar-
czajacym do tego, aby powstat
umyst, to wynika z tego, ze na-
sze mys$li — stanowiace wytwor
umystu — réwniez sa zdetermi-
nowane;

(4) zatem wolna wola jest ilu-

Zja, a co a tym idzie, musimy
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zweryfikowac nasze wyobraze-
nia dotyczace tego, co to znaczy
by¢ osobiscie odpowiedzial-

nym za wlasne czyny (s. 112).

Gazzaniga podkresla przy
tym, ze cho¢ determinizm idacy
W parze z zaprzeczeniem istnie-
nia wolnej woli jest pogladem
wiodacym ws$rod neurobiolo-
gow, przyjmujacych, ze mozg to
maszyna kauzalna, ,,prawda jest
taka, ze na poziomie psycholo-
gicznym nawet najbardziej zago-
rzali determini$ci 1 fatalisci nie
czuja si¢ pionkami w partii sza-
chow rozgrywanej przez mozg”
(s. 93). Motywuje go to do po-
szukiwania stanowiska kompa-
tybilistycznego. Zauwaza (choc
na marginesie), ze bez oddziaty-
wan przyczynowych pojecie ,,by-
cia sprawca” byloby pozbawione
sensu (obronca wolnej woli prze-
konany jest bowiem, ze to on sam
jest przyczyna wlasnych dziatan).

Sednem rozdziatu jest stwierdze-

nie, ze taczone z wolna wola po-
jecie ,,odpowiedzialno$ci” nie ma
sensu w odniesieniu do pojedyn-

czego mozgu:

Odpowiedzialnos¢ jest aspek-
tem zycia wywodzacym si¢
z wymiany spolecznej, a wy-
miana spoteczna wymaga wig-
cej niz jednego mozgu. Kiedy
co najmniej dwa mozgi wcho-
dza ze soba w interakcje, za-
czynaja si¢ wylania¢ nowe,
niemozliwe do przewidzenia
zjawiska i powstaje nowy zbior
regut. Dwie sposrod whasciwo-
$ci zawartych w nowym zbio-
rze regut — dotad nieobecne —
to wolno$¢ i odpowiedzialno$é
(...). Odpowiedzialno$¢ i wol-
no$¢ istnieja w przestrzeni po-
migdzy moézgami, w interak-

cjach migdzy ludzmi (s. 118).

Gazzaniga powotuje sig przy
tym na niezwykle modne, ale za-

razem problematyczne (bo dos¢
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tajemnicze) pojecie emergencyi.
Przesledzenie catej argumenta-
cji Gazzanigi, uwzgledniajacej
emergencje, pozostawiam tym,
ktorzy siggna po jego ksiazke.
Wspomng tylko, ze — jak widaé
zreszta w powyzszym cytacie —
zdaniem autora niewystgpowanie
czegos$ na niskim poziomie (po-
wiedzmy: ,,newtonowskim”) nie
oznacza, iz fenomen ten nie moze
pojawi¢ si¢ na skutek emergen-
cji na poziomie wyzszym. Mozg
nie jest odizolowany od rzeczy-
wisto$ci — porusza si¢ caly czas
nie tylko w $wiecie fizycznym,
ale i spotecznym. Napotyka przy
tym na wiele problemow spotecz-
nych i probuje je rozwiazywac.
Wszystko to moze prowadzi¢ do
pojawienia si¢ nowego poziomu,
na ktorym obowiazywa¢ moga
zupetnie inne prawa niz na niz-
szych poziomach.

Kwestii tych dotyka kolejny
rozdziat, zatytutlowany Umyst
spoteczny. Gazzaniga podkre-

sla w nim, ze dostrzezenie przez
badaczy mozgu, iz organ ten nie
dziala w prozni, doprowadzito
do powstania niezwykle waznej
wspoltczesnie dyscypliny — neu-
ronauki spotecznej. W rozdziale
tym Gazzaniga dotyka zagad-
nien zycia w grupie — altruizmu,
kooperacji czy ,,jazdy na gapg”.
Podczas lektury odniostem wra-
zenie, ze nie stara si¢ on stworzy¢
(jak w rozdziatach poprzednich)
spdjnej teorii tytutowego ,,Umy-
shu spotecznego”, ale dokonuje
przegladu danych oraz teorii ma-
jacych z ta kwestia co$§ wspol-
nego. W szczegolnosci ,,jednym
tchem” przechodzi on od omo-
wienia teorii poznania spotecz-
nego opartych na badaniach neu-
ronéw lustrzanych oraz imitacji
(nasladownictwa) do teorii pod-
kreslajacych wrodzony i modu-
larny charakter poznania spo-
lecznego. W pelni zgadzam si¢
z Gazzaniga, gdy pisze on, ze

oparte na dziataniu neuronow
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lustrzanych ,,zachowania nasla-
dowcze stanowia smar, ktory
oliwi maszyng interakcji spo-
tecznych i wzmacnia pozytywne
zachowania spoteczne” (s. 14).
Dzieje sie tak dlatego, ze imita-
cja jest podstawowym ,narze-
dziem” ewolucji kulturowej. Pro-
blem polega jednak na tym, ze
imitacyjna teoria poznania spo-
fecznego nie jest catkiem spdjna
z teoriami modularnymi, na ktore
powotuje si¢ Gazzaniga. Jak juz
pisalem, rozdziat ten jest raczej
przegladem hipotez i wynikow
badan, a nie probg stworzenia
spojnej wizji biologicznych pod-
staw moralnosci.

Przejdzmy teraz do ostat-
niego — pasjonujacego, a zara-
zem waznego spolecznie — roz-
dzialu Prawo to my. Gazzaniga
wraca tu do problematyki od-
powiedzialnosci, ale tym razem
nie tylko w odniesieniu do wol-
nej woli, ale takze do prawa. Au-

tor przytacza wiele przyktadow

z sadownictwa amerykanskiego,
w ktorych prawnicy korzystali
z dowodéw neuronaukowych
(np. w postaci ,,skandéw mozgu”).
Argumentuje on, ze tego typu do-
wody, wygladajace na ,twarde
fakty naukowe”, obarczone sa
wieloma problemami teoretycz-
nymi i interpretacyjnymi, a co
za tym idzie, nalezy zachowac
ogromng ostrozno$¢ w korzysta-
niu z nich na sali sadowej. Wspo-
mina rowniez o nowych tech-
nikach badania wiarygodnosci
zeznan (,,mézgowe odciski pal-
coOw”). Cho¢ rozdziat ten zdaje
si¢ egzotyczny z punktu widzenia
polskiej rzeczywistosci prawnej
(do ktoérej, o ile mi wiadomo, neu-
ronauka jeszcze nie przenikngta),
uwazam, ze lektura bedzie war-
tosciowa dla prawnikow i przed-
stawicieli nauk spotecznych. Co
wigcej, Gazzaniga dotyka wielu
powaznych pytan filozoficzno-
-etycznych: Jaki jest cel kary? Co

jest podstawa odpowiedzialno-
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$ci za niedozwolony czyn? Czy
nieprawidtowe dzialanie mozgu/
psychiki powinni§my traktowac
jako usprawiedliwienie wyrza-
dzonego zta, czy raczej powin-
niSmy kara¢ wtedy bardziej su-
rowo, by chroni¢ spoteczenstwo?
Czy aby orzec wing cztowicka,
winny musi by¢ tez jego umyst?
Przejdzmy do kilku stow
podsumowania catosci ksigzki.
Bez watpienia jest to praca war-
tosciowa i godna przeczytania.
Mozna traktowac jg rowniez jako
baz¢ do dalszych lektur i docie-
kan. Trzeba jednak przyznac, ze
ksiazka — w zamierzeniu popu-
larnonaukowa — moze by¢ miej-
scami do$¢ zawila dla niespecja-
listow. Cho¢ Gazzaniga ttumaczy

wigkszo$¢ zagadnien klarownie,

duza ilo$¢ przytaczanych teo-
rii 1 danych eksperymentalnych
moze przyprawi¢ czytelnika-no-
wicjusza, ktory nie mial wcze-
$niej zbyt wiele do czynienia
z kognitywistka, psychologia czy
filozofia umystu, o lekki zawrot
glowy. Z kolei czytelnik-specja-
lista moze wytkna¢ autorowi po-
dejscie zbyt ,,encyklopedyczne”,
»przegladowe”  (podkreslatem
to np. w odniesieniu do roz-
dziatu Umyst spoleczny), a na-
wet chaotyczno$¢. Mimo to uwa-
zam, ze W pierwszym przypadku
warto zada¢ sobie nieco trudu,
za$ w drugim przymkna¢ oko na
przytaczanie w tempie karabinu
maszynowego dobrze znanych

danych i teorii. Polecam.

Mateusz Hohol



