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Wstep

‘ x J obecnym, 58 numerze ,,Zagadnien Filozoficznych w Na-

uce”, czytelnik znajdzie artykuty, ktore byly uprzednio
prezentowane w formie referatow podczas posiedzen Komisji
Polskiej Akademii Umiejgtnosci. Do 2012 roku istnialy w PAU
dwie r6zne komisje podejmujace tematyke filozoficzna: Komisja
Fides et Ratio, kierowana przez ks. prof. Michata Hellera oraz
Komisja Filozofii Nauk Przyrodniczych, kierowana przez prof.
Jerzego Janika. Po niespodziewanej $mierci prof. J. Janika, oby-
dwie komisje potaczyly si¢, przyjmujac nazwe Komisja Filozo-
fii Nauk. Komisja ta kontynuuje zglgbiania tematyki podejmo-
wanej przez poprzednie komisje.

Obszar zainteresowan wszystkich tych komisji jest bliski
profilowi naukowemu ,,Zagadnien”. Uzasadnia to decyzje pu-
blikowania wybranych referatow, bedacych owocem prac wspo-
mnianych komisji, w formie trzech numeréw specjalnych ,,Za-
gadnien Filozoficznych w Nauce”.

Artykuty zamieszczone w niniejszym numerze nie od-
zwierciedlaja chronologii wystapien w PAU. Numer ten zostat
zredagowany tematycznie i stanowi wybor wystapien z r6znych

okresow dziatania komisji. Obecny zestaw artykutow skupia sig
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wokot tematyki filozofii matematyki. Numer poprzedni (57) po-
$wigcony zostal zagadnieniom relacji nauki i religii, za$ numer
nastepny (59) poswigcony bedzie problemom filozofii fizyki.
Publikowanie tych materiatdw w ,,Zagadnieniach” jest
mozliwe dzigki zyczliwosci wladz Polskiej Akademii Umiejet-
nosci, ktorym redakcja ,,Zagadnien Filozoficznych w Nauce”

wyraza serdecznie podzigkowanie.

Redakcja



Matematyka nie opisuje swiata,
lecz wychodzi mu naprzeciw

Jerzy Mioduszewski
Instytut Matematyki, Uniwersytet Slaski

Mathematics does not describe the world, but faces it

Abstract
In everyday experience mathematics rarely appears to us as a whole,
and certainly never as a system in the sense of David Hilbert’s con-
siderations from early 20™ Century. Mathematical disciplines seem
to be independent and autonomous. We do not see that specific de-
duction goes beyond particular convention applicable in given dis-
cipline. In the late 19" Century this view was shared by Felix Klein
and Richard Dedekind. The latter’s work “What are numbers and
what should they be?” (Was Was sind und was sollen die Zahlen?)
was the inspiration for writing this article. This essay is an attempt
to see mathematics not as a building, but as a living organism seek-

ing its explanation.

Keywords
philosophy of mathematics, Richard Dedekind, arithmetic, geo-
metry, number sense, calculus, incommensurability, transfinite

numbers

SLOZ ° [IIA1 | @neN m auz>yozoji4 eiusiupebez



Zagadnienia Filozoficzne w Nauce | LVIII « 2015

Jerzy Mioduszewski

ochodne i catki, wzory Eulera w rodzaju n%/6, teoria mnogo-
Ps’ci. Jedno mogloby istnie¢ bez drugiego. To wszystko ma-
tematyka. Czy jest jakas$ catoscia? Jest anegdota o Erdosu, ktory
zwierzyt si¢ swojemu rownie znakomitemu koledze, Ze nie zro-
zumiat nigdy teorii Galois. To nie dla ciebie, Paul — ustyszat
w odpowiedzi. Dla kogo zatem jest twierdzenie matematyczne?
Na czym nam w nim zalezy? Arystoteles uwazal, ze nie jeste-
$my przywiazani do samej tresci twierdzenia matematycznego.
Roéwnie dobrze przyjmujemy jego negacjg, o ile okaze si¢ praw-
dziwa. Pewne obserwacje sa za tym, by zgodzi¢ si¢ z Filozofem,
ale w wyniku naszych dalszych rozwazan dojdziemy i do innych

konkluzji, bo moze chodzi tu jeszcze o co$ innego.

Rytm Dnia Pierwszego

Lokum matematykito,Swiat S naszych my§1i”. Zwrot
pochodzi ze stynnego, chociaz niewielkiego i nie do konca zro-
zumianego przez matematykow, dziela Richarda Dedekinda
Was sind und was sollen die Zahlen? (1888).

Pomys$lmy my$§1 — pewien ustalony element wspomnia-
nego $wiata S. Umyst nie jest w stanie powstrzymac si¢ od ,,my-
$li o tej mysli”, a w rezultacie od ,,potoku mysli”, ktory jest po-
dobny do potoku liczb. Nie od razu Dedekind doszedt do
tego wniosku. Poswigcit dziesiatki stronic, aby z owego potoku
mys$li wydoby¢ wspomniang minimalna ni¢. Nie wskazywat zad-

nej konkretnej liczby, lecz ry t m przenikajacy §wiat S, ktory jest
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nieskonczony.Poprzesunigciu o jedna mysl dostajemy ten
sam $wiat S. Liczba nie jest u Dedekinda wytworem ani czasu
rozumianego fizycznie, ani przestrzeni, jak u Kanta. Mogta po-
wsta¢juzw Pierwszym Dniu,juzwsamej mysli Stworcy.

Giuseppe Peano dwa lata p6zniej zredukowat my$l Dede-
kinda do aksjomatu indukcji w zakresie liczb naturalnych. De-
dekind w milczeniu przyjat to uproszczenie.

Doswiadczenie myslowe Dedekinda sktania do wniosku, ze
w naszej mys$li moga powstawac pewne konstrukcje niezaleznie
od bodzcow zewnetrznych. Nasza mysl nie staje wobec $wiata
bezbronna. Napisat gdzies Max Scheller: zyjemy $§wiatu naprze-
ciw. Narzucamy §wiatu rytm nastg¢pstwa i widzimy go
jako nieskonczony, nie zapytujac $wiata, czy zyczy sobie ta-
kiego jego rozumienia.

Nie bylo nas w Pierwszym Dniu, a jesli byliSmy, to bez
swiadomosci, 1 do wiadomosci naszej ten pierwotny rytm nie
zawital. Nie znaczy to, by nie odcisnat si¢ w nas w jakiej$ pier-
wotnej formie na naszym $wiecie S. Dlatego nie sa nam obce
pierwsze jego takty, jakie byly nam wtedy darowane. Czy rytm
$wiata S jest fragmentem czego$ szerszego, tylko si¢ domys-
lamy. Bo czy nie podlega temu rytmowi nasz jezyk i nasze pty-
niecie w czasie?

Jest to rytm nastgpstwa. Ale znamy tez kontemplacjg, kiedy
mys$l ptynie w sposob ciagly. My wszakze wyodrgbniamy od-
dzielne stany i formutujemy oddzielne sady. Na ich rytmie i na-
stepstwie oparte sa nasze czynnosci logiczne. I chociaz mys$lenie
mogloby by¢ ciagle, to nasza jego ekspresja zdaje si¢ wymagac
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zamknig¢ w zdania, ktore sg jakby jego atomami. Atomizm my-
slowy jest wielka zagadka naszego $wiata S, nie wydaje si¢ by¢
jego koniecznoscia.

Nie panujemy nad pierwotnym rytmem naszych mysli i nie
od razu rozpoznajemy jego dla nas znaczenie. Potokowi mysli,
jakim obdarza nas indukcyjne nastgpstwo, nie towarzyszy bez-
posrednia refleksja. Jak pisze Andriej Bietyj, inspirowany mate-
matyczna filozofia swego ojca Nikotaja Bugajewa, ,,mysli same
si¢ my$la”, a wspomnijmy jeszcze potok mysli w Herzogu Saula
Bellowa. Jestesmy zniewoleni do wchodzenia w ich rytm. Nie
umiemy wylaczy¢ si¢ z ich strumienia, o czym pisal Bergson,
oraz w znanej przed laty ksiazce Ernest Dimnet, a powtarza
wspotczesny nam Eckhart Tolle. Podobnie widzi nasz grama-
tycznie uporzadkowany potok fraz jezykowych Noam Chom-
sky, co obszernie omawia w swojej niedawno u nas wydanej
ksiazce ksiazce Keith Devlin.

Naprzeciw swiatu

Swiat S jest wszakze bogatszy niz to, co daje sam rytm indukcji.
JesteSmy dzie¢mi Dnia Szdstego. To wtedy dostaliSmy
w podarunku §wiadomo §¢, to znaczy poczucie kierowania
soba, poczucie naszej odrgbnos$ci wobec tego, co nas otacza,
a jednoczesnie poczucie wspolnoty ze Swiatem.

I dano nam tego Dnia zmysty, ktére lokuja w $wiecie S cale

obrazy $wiata zewngtrznego. Swiat S nie poprzestaje na ich kon-
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templacji, ale stwarza $rodki wychodzace naprzeciw obrazom
atakujacym jego zmysty. Zastgpuje te obrazy wlasciwa sobie
konstrukcja wtasna. Nie jest przez to biernym odbiorca wrazen.

Konstrukcja, jaka swiat S obudowuje odbierane obrazy,
nie nalezy do rzeczy samych w sobie w znaczeniu Kanta. Jest
polem wewngtrznym, jakie Swiat S tworzy w odpowiedzi na ata-
kujace go z zewnatrz zjawiska. Oto tworzy pojecie kota, ktorego
formg narzuca ,,kotlom” obecnym w $wiecie zewngtrznym. Po-
strzegajac te ,,kota”, wchodzi jedynie w te ich aspekty, ktore sa
obecne we wzorcowym kole majacym siedzibg w jego wngtrzu,
to jest w naszej swiadomosci. Nie wszystkim obrazom $wiat S
potrafi przeciwstawia¢ wzorce, ale ewolucja polega na wzboga-
caniu ich zakresu.

Wzorce, ktorymi otacza sig §wiat S, stanowia mur obronny
przed nieznanym nam zewngtrzem. Chcemy, jak monada
Leibniza, by¢ odcieci od wplywoéw zaktocajacych nasze
wngtrze. Obrazy selekcjonujemy wedtug kierujacych nami
upodoban. Od siebie nawzajem odbieramy jedynie te sygnaly,
ktore przekazujq okreslony rodzaj tresci. Nie uczymy sig od sie-
bie, przelewajac sobie nawzajem cate mozgi. Odbieramy jedy-
nie izolowane sygnaly wystarczajace dla rozbudzenia w mona-
dzie jej wewngtrznego $wiata.

Jak zauwaza niezapamigtany z imienia Filozof — staramy
si¢, by nasz $wiat wewngtrzny byt nieprzystepny dla zewnetrz-
nej — jak pisze — pospolitosci. Bo przyjrzyjmy si¢ obudowie
monady w postaci pigknej muszli. Dzieto sztuki, aby obroni¢

si¢ przed przetworzeniem w kicz, zaznacza cho¢by jednym
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szczegdlem — moze by¢ to nawet skaza — swoja odmiennosé
od $rodowiska.

Ale przeciez tym srodowiskiem zewngtrznym si¢ karmimy.
Wedlug Arystotelesa, nie ma niczego w naszych myslach, co by
nie przeszto wezesniej przez zmysty. My$l pozostawiona same;j
sobie zawegza sig. | chociaz wdrukowany w nas rytm pierwotny
sprawia, ze nie zaw¢zi si¢ do konca, to jednak nie wzbogaca on
naszej $wiadomosci.

Zmysly, ktore zasiedlaja $wiat S, walcza w nim o miejsce
dla siebie. Widzimy wsérod nich réwniez zmy st, ktorego za-
daniem jest tworzenie wspomnianej konstrukcji odpowiadajacej
doznaniom zmystowym przychodzacym z zewnatrz. Nazwijmy
tenzmyst zmystem matematycznym. Zmysl matema-
tyczny odczuwa przykros$¢, jesli dla odbieranego przez siebie
spostrzezenia nie znajduje miejsca w budowanej konstrukcji.
Odczuwa zadowolenie, wrgez spelnienie, z wprawnie wykony-
wanych czynnosci.

Tworzenie poje¢ matematycznych, to koncert zmystow
bioracych w tym udzial. Zmyst matematyczny nie walczy tu
o pierwszenstwo, dajac w geometrii pole zmystowi wzroku,
w topologii zmystowi dotyku, a w nauce o ruchu poczuciu in-
tensywnos$ci zmiany, poczuciu natgzenia sity i uptywu czasu.
Zostawia wszakze dla siebie ostatnie stowo. To zmyst matema-
tyczny nadaje ostateczny ksztatt pojeciu...

Tworcy matematyki sa coraz bardziej sktonni przyjmowac,
Ze wyjasnienie istoty matematyki lezy bardziej w rozpoznaniu

natury $wiata S i zmyslow, ktore go zaludniaja, niz w rozpozna-
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niu tresci, ktdre niesie matematyka. John von Neumann w swo-
ich wezesnopowojennych esejach przyznaje, ze nie poznaw-
czo$¢, lecz estetyzm, czy wrecz samolubnos¢ — dodajmy od
siebie — jest tym, co kieruje matematyka. Hardy wrecz twierdzit,
ze taka wlasnie jest jej natura. Uksztalttowany w innym $wiecie
poje¢ Szilow rowniez twierdzi, ze matematyka kieruje si¢
w swym rozwoju wlasnymi prawami. Dotaczaja si¢ do tego po-
gladu biologowie.

Z niepokojem zauwazamy, ze $wiat S naszych mysli mogiby
si¢ zamkna¢ w zbudowanym przez siebie gmachu, je§liby zmyst
matematyczny pozostawi¢ samemu sobie. Ale dodajmy, Ze sa-

molubno$¢ nie jest cecha wytacznie tego zmystu.

Metafizyka matematyki

Nasze poznawanie $wiata poprzedzone jest przekona-
niami, nazwijmy je metafizycznymi. Metafizyka
to aprioryczne przekonania — oczekiwania, ale tez i uprze-
dzenia — wobec tego, co moze przyj$¢ z zewnatrz. Jest poda-
runkiem Dnia Széstego. Ale jako o metafizycznym wypada
nam mysle¢ takze i o darowanym nam wczes$niej rytmie Dnia
Pierwszego. Poznanie matematyczne, poprzedzone apriorycz-
nymi przekonaniami, tworzy co$ co nazwalibySmy mate-
matycznos$cia.

Dla pierwotnych wdrukowan i budowanych na nich prze-
konan $wiat S poszukuje potwierdzen, dzigki ktéorym staja si¢
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one prawdami powstatej konstrukcji. Kryterium prawdy to
wewngtrzna harmonia — spdjno§¢ — bgdaca wyrazem wza-
jemnego dopasowania elementow konstrukcji. Nie dopuszczeni
jestesmy do wgladu, jak ta harmonia ma si¢ do tre$ci prawd,
to jest do prawdy w znaczeniu powszechnie przyjetym. Swiatu
S musi wystarcza¢ ich wewnetrzna zgodnos¢, za co przed $wia-
tem zewngtrznym odpowiada jako cato$¢. Dba o te zgod-
no$¢ ze wzgledu na potrzebg zachowania swej wiarygodnosci,
gotowy — w razie pojawienia si¢ trudn o $ c i, do przebudowy
konstrukcji. Nie szuka potwierdzen w $wiecie zewngtrznym dla
kazdego swego ,,dwa a dwa jest cztery”.

Prawda matematyczna jest zy w a, jesli jest obecna w na-
szej $wiadomosci. Trwa w umys$le dopdki trwa emocja z nia
zwigzana. Sa przeblyski prawd matematycznych goszczace
w umysle przez chwilg. Bo prawdy matematyczne dotycza ra-
czej sytuacji niz tak zwanych bytow. Styszalo sig, ze
niezapisane w por¢ dowody powstate w Kawiarni Szkockiej
bezpowrotnie gingty. Ale prawdy matematyczne, nawet zapi-
sane, moglyby nie odzy¢, jesliby nie bylty dluzszy czas aktyw-
nie przezywane. Mimo to chcemy wierzy¢, ze sg trwale, a nawet
wieczne, w tym znaczeniu, ze jesli przebtysk prawdy matema-
tycznej zechce do nas zawitaé po raz drugi, bedzie ten sam, co
przedtem.

Dopoki zainteresowaniem matematyki byty figury geome-
trii 1 liczby w swych zjawiskowych indywidualnych postaciach,
ten platonski poglad na matematyke wydawat si¢ wlasciwy. Ale

wiek XIX uwidocznil, jak wiele w matematyce zalezy od nas
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samych. Brouwer na poczatku XX wieku zwrdcit uwage na
wplyw, jaki na prawde matematyczna ma nasza logika. Inter-
wencja logiczna jest interwencja ad hoc, polegajaca na zapet-
nianiu luk mys$lowych. Te moglyby pozosta¢ niezamknigte, ale
logika — cierpiac na horror vacui — zamyka je na uzytek dorazny
w zdania, ktore w tej postaci sg petryfikowane jako prawdy nie-
zmienne. Wiele z nich zawiera prawdy niepotrzebne, z ktorych
matematyka, jak kazdy organizm, musi si¢ uwalniac.

Obecnos¢ logiki w rozumowaniach matematycznych jest
najbardziej widoczna tam, gdzie dotycza one pojec¢ stabo mo-
tywowanych intuicjami. To logika wprowadza do matema-
tyki pojecie sprzecznos$ci, nie umiejac inaczej broni¢ si¢
przed nonsensem. Sama matematyka zna jedynie trudnos$ci.
Opiera sig na intuicjach, a te, jesli na ich drodze pojawiaja si¢
trudnosci, ulegaja adaptacji w przebudowanej strukturze pojec.
Dotyczyloby to i logiki, gdyby mozna byto znalez¢é zmyst, kto-
remu jest podporzadkowana i ktory pozwala nam ja sensownie
ksztattowac. Jedynie rytm pierwotny moglby by¢ postawiony
w tej roli, ale nie panujemy nad nim, mimo — a moze wiasnie
dlatego — ze matematyka i logika ptyna wspolnie tym rytmem
wspomagajac si¢ wzajemnie,

Logika nie buduje matematyki. Matematyka, taka jak ja tu
widzimy, nie jest gmachem,ktérego elementy zespojone
sa logika. Dedukcja taczy lokalnie niektére prawdy matema-
tyczne. Nici, ktoérymi taczy te prawdy, sa krotkie. Calos¢ mate-
matyki jest organizmem,ktory swoja spojnos$¢ zawdzig-
cza dalekiego zasiegu sy gnatom pobudzajacym dalekie od
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siebie autonomiczne regiony — monady $wiata S — wzboga-
cajac lokalne konstrukcje o doznania pobrane gdzie indzie;j.
Te sygnaty nie przenosza prawd na ten sposob, co dedukcja,
sa jedynie pobudzeniami. Prawda jest wypracowywana w kaz-
dej monadzie z osobna, logika niewychodzaca poza monadg.

Jest rowniez w ludzkim mysleniu jaki$ przymus zwien-
¢ z e i naszych wyobrazen o §wiecie. Zwienczamy efektownymi
zamknigciami otwarte watki myslowe, co uwalnia nas od mie-
rzenia si¢ z pytaniami, odpowiadajac na te pytania jakby nie-
swoimi my$lami. Zdarza si¢, ze ulegamy i korzystamy z wy-
godnego prezentu.

Nie wykluczamy, ze niektore z naszych zmystow i zwia-
zane z nimi doznania odzwierciedlaja sens uniwersalny. Mimo
to w samym charakterze zmystu jest efemeryczno$¢ i gra. Zmy-
sty nas zwodza, wciagajac do gry, majac swoje wlasne w niej
cele. Razem tworza wiecznie ewoluujaca zywa konstrukcje,
ktora §wiat S ustawil naprzeciw $wiatu. W zrozumieniu natury
$wiata S powinna nas wspomoc, jak sadzimy, wiedza o organi-
zmach zywych, ku ktorej z obawa jednak siggamy, by nie usty-
sze¢ prawd zbyt trudnych.

Matematyka nie jest tworem jednorodnym. Abstrakty geo-
metrii, takie jak punkt, prosta i koto, maja niemal idealnie jedno-
znaczne reprezentacje w §wiecie rzeczy objawiajacych si¢ nam
w postaci punktdéw, prostych i kot fizycznych. Abstrakcja wy-
daje si¢ tu wrecz niepotrzebna.
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Arytmetyka

Inaczej jest z arytmetyka iogolniejsza od niej arytme-
tycznos$cia, ktorej rytm — jak sadzimy — byt obecny w Swie-
cie juz od jego Dnia Pierwszego. To w tym rytmie dopatru-
jemy si¢ glebszego sensu liczby. Liczba nie pojawia si¢ nam
sama, w czystej postaci. Istnieje, jak pisze Mendelssohn, po-
przez swoje wcielenia. Jesli istnieje bezposrednio, to je-
dynie jako element §wiata S. Mendelssohn nazywa arytmetyke
,»inna nauka”, co znaczyloby, ze stawia ja poza celami poznaw-
czymi. Liczba potrafi wcieli¢ si¢ w figure jako jej aspekt, np.
ilosciowy, ale moze si¢ prezentowac jako kolekcja punktow
lub figur, to jest jako zbior elementow. Potrafi si¢ wceieli¢ takze
w liczbe 5.

Bo pewne indywidualne liczby sa zjawiskami. Najprostsze
z nich pojawiaja si¢ pobudzone juz samym rytmem indukcji,
ale ich zakres poszerza sig. Liczby 13 i 7 pojawiaja si¢ wcze-
$niej jako zjawiska mys$lowe, niz liczba 6, ktéra pojawia si¢ na-
wet pozniej niz biblijne dziesig¢ tysigey. Jan Potocki stowami
Velasqueza przekonuje nas, ze liczby zjawiskowe nieobce sa
réwniez naszym braciom mniejszym. Ten zakres liczb, rozbudo-
wany przez nas myslowo, ujawnia cechy wychodzace poza pier-
wotny potok indukcyjny, rozbudowujac si¢ w dyscypling nazy-
wang teoria liczb. Chodzi tu rowniez o aspekt ilosciowy
liczby, nieobecny bezposrednio w rytmie indukcji. Wyodreb-
niony w ten sposob zakres liczb wydaje si¢ by¢ juz kontrolo-

wany zmystowo. Nie wykluczamy, Ze ten zmyst jest tez obecny
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réwniez w naszych wyobrazeniach o zbiorach iobjawiaja-
cej sig tam nieskonczonosci.

Liczba moze si¢ tez ujawnia¢ poprzez wcielenia pozaaryt-
metyczne. Liczba 17 pojawia si¢ jako liczba bokow wielokata
foremnego mozliwego do skonstruowania w sposob klasyczny
cyrklem 1 linijka. Gauss dowiddt, ze nie tylko liczba 17, ale
tez 257 ma t¢ wlasnos¢ (maja ja, wezesniejsze niz 17, liczby
3 15). Jest to zjawisko darowane pozasystemowo liczbie 17.
Bok siedemnastokata foremnego wpisanego w koto o promie-
niu 1 spelnia pewne warunki algebraiczne konieczne dla wspo-
mnianej konstrukcji. Dzigki tej konstrukcji liczba 17 uzyskuje
wcielenie wpewna sytuacje geometryczna. To tego rodzaju
wecielenia mogt mie¢ na mysli Moses Mendelssohn. Geometria
stuzy wielu mozliwos$ciom tego rodzaju wcielen, dostatecznie
prostych dla liczb takich jak 2 i 3. Ale wspomnijmy tez trojki
pitagorejskie poczynajac od trojki (3, 4, 5).

Pewnym liczbom, takim jak 2 i 5, wcielen dostarcza juz
przyroda. To nasze pig¢ palcow stworzyto system dziesigtny,
matematycznos¢ to tylko akceptowata. Ale system dwunast-
kowy moégt juz by¢ dyktowany samym rytmem arytmetycznym,
chociaz nie wykluczamy magii zwiazanej z liczba 12. Liczne
przyktady zjawiskowego zaistnienia liczb mogty prowadzi¢ do
przypuszczenia, ze jest jaki§ magiczny system, ktory je jedno-
czy. Tak chcieli widzie¢ liczbg Pitagorejczycy.

Poglad o niezaleznosci pojgcia liczby od poje¢ o przestrzeni
przypisalismy Dedekindowi. Ale ten poglad glosit rowniez wspot-
czesny mu Gottlob Frege. Upatrywal on jednak istote liczby w jej



Matematyka nie opisuje $wiata, lecz wychodzi mu naprzeciw

aspekcie ilo§ciowym, a nie jak Dedekind w jej aspekcie porzad-
kowym, wyznaczonym przez jej rytm indukcyjny.

Pojecia o liczbie moglyby zamkna¢ si¢ same w sobie. Liczba
stara si¢ jednak by¢ obecna w catej matematyce. Liczba stuzy
matematyce. Jej rytm pierwotny styszymy w zjawiskach,
w ktore si¢ wciela. Sa wszakze zjawiska matematyczne, ktore
ten rytm omijaja. Przyktadem jest topologia, ale nie tylko. Bo
i teoria liczb w swoich najglebszych partiach rytmem indukcji

nie jest zainteresowana.

Geometria

Geometria, ta jaka widzimy u Talesa, jest wolna od pojecia
o liczbie. Jest, co widzimy u Euklidesa, fizyka naszego zmy-
stu widzenia. Ale zaczynamy dodawac do siebie odcinki
prostej, a Pitagorejczycy upominaja si¢ o ich wspolne miary. Ten
prosty sposob na arytmetyzacje zawodzi. Niedtugo pdzniej jed-
nak Euklides (a moze Eudoksos) proponuje algorytm, ktory od-
krywa bogactwo natury arytmetycznej w zakresie niewspotmier-
nosci, ktore za Teajtetem wyrazamy utamkami tancuchowymi.
Geometria nagle wzbogaca si¢ o metody nieskonczonosciowe,
ktoérych sama w swoich poczatkach si¢ nie spodziewata. Eudok-
s0s, a za nim Archimedes, staraja si¢ uchroni¢ geometri¢ od trud-
no$ci powstalych na skutek inwazji nowego zywiotu. Ustepuje
geometria. Prostej wprawdzie nie zabrania si¢ by¢ nieskonczona,

ale dla zaspokojenia wymagan arytmetycznos$ci kazdy jej punkt
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ma by¢ osiagalny odktadaniem odcinka, nawet jakkolwiek ma-
lego. Ustgpuje w ten sposob rowniez arytmetyka, rezygnujac
z pozaskonczono$ci. Dzigki temu rozszerzone prawdy matema-
tyczne nadal pozwalaja si¢ lokowac¢ w naszej $wiadomosci.

Adaptacja prawd arytmetycznych do swiadomosci matema-
tycznej uksztattowanej w Dniu Szostym bedzie odtad statym
problemem matematyki. Znane jest powiedzenie Eulera, Ze jego
olowek odkrywa rzeczy bez jego w tym udziatu.

Platon, ktory prawdy matematyczne uwazal za przed-
wieczne, musial mie¢ na mys$li prawdy arytmetyczne. Wcho-
dza w nasz $§wiat S bez naszej zgody, formujac go na swdj spo-
sob. Wedtug Fregego, od prawdy arytmetycznej nie ma apelacji,
a wedlug powiedzenia Cantora, nie ma w arytmetyce miejsca na
hipotezy, to jest na zdania, ktorych prawdziwos¢ bytaby zalezna
od czegos$ poza nia.

W geometrii nie jesteSmy biernymi widzami. Geometria,
rozwinigta pozniej topologia i budowana w oparciu o nie fizyka
matematyczna, sg konstrukcjami naszymi. To tam odnajdujemy
siebie, ksztaltujac pojgcia o §wiecie i przestrzeni. Ale bywa, ze
uprzedza nas w tym arytmetyka, przez co nasze wyobrazenia
0 przestrzeni nie sa calkiem nasze.

Gotowi bylibySmy widzie¢ geometri¢ po prostu jako mate-
matyke naszego zmystu widzenia. Nie idziemy wszakze w tym za
daleko. Koto dla Grekéw byto kotem niemal fizycznym. Jesli jed-
nak zapomnimy o wypehiajacym koto fizycznym ptaskim dysku,
to zobaczymy w nim lini¢ zamknigta, po ktorej moze co$ biec.
Istotnym aspektem kota staje si¢ ¢y k 1. A jest jeszcze koto, ktore
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moze si¢ zawezlaé, a jest tez koto, ktoére moze by¢ brzegiem
niekoniecznie dysku. Nie miat wigc moze do koncaracji Moses
Mendelssohn,bordéwniez obiekty geometrii osiagaja poziom
trwatych wzorcow wecielajacych si¢ na wiele sposobow w roz-
liczne sytuacje, jakich doswiadcza $wiat S. Jest tez takim wzorcem
nie tylko koto, bo rowniezi tr 6]k a t, chociaz moze nie kwadrat.

Przebieg ewolucji pojeé, w koncu zalezny od zdarzen nie-
przewidzianych, nie pozwolit rozwinac si¢ pojeciom geome-
trycznym w sposob czysty, jako topologiczne. Nie jest
nam jednak obca mys$l o istotach zywych, ktorych $wiat S
uksztattowany jest przez zmyst dotyku, ktore nie maja in-
nych pojeé niz topologiczne, ktorym nieobce jest pojecie linii
zamknigtej i prostej, rozumianej po prostu jako przegroda.

Woeielajac si¢ w sytuacje geometryczne, liczba ewoluuje,
wzbogacajac sig¢ o cechy swego nosiciela. Przyjmuje rolg dtu-
gosci, pola, masy i przebiegu. Dozwala na, nicobecna w same;j
teorii liczb, podzielnos¢ w nieskonczonos¢, wreszcie i ciaglosé.
Liczba ciagta ma taki wlasnie poczatek. Wyrasta z dwoch
zrodet. Jednym jest wspomniany konstrukt czysto arytmetyczny,
drugim jest czerpane z fizycznych wtasciwosci rzeczy conti-
nuum Arystotelesa, nad ktorego pozaliczbowa natura rozmy-
slat w naszych czasach Hermann Weyl. Jesliby jednak przyjac
za Cantorem, ze pojecie liczby ciaglej nie wymaga odwotan sig
do fizycznos$ci, ze mozna je wyprowadzi¢ logicznie z wlasci-
wosci tkwiacych juz w systemie liczb naturalnych, w oparciu
o czysto myslowe pojecie zbioru, znaczytoby to zgode na
petna arytmetyzacje matematyki.
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Ruch i zmiana

Matematyka starozytnych byta, jak to okreslal Arystoteles, na-
uka o bytach nieruchomych. Bylo to samoogranicze-
nie wymuszone przez paralizujaca mys$l apori¢ Zenona o strzale,
ktora nie pozwalata na rozumienie zmiany jako procesu.
Tymczasem zmiana jest istota zjawisk fizycznych. To wtasnie
wzrostowi i zanikowi poswigcit Arystoteles w swojej
Fizyce caly rozdzial. Ale sytuacje, gdzie obserwujemy zmiang,
nie maja ze soba powiazan. Moze to by¢ droga narastajaca w cza-
sie, nasilenie barwy, czy tez tempo przyboru wody w strumieniu.

Ideg ich wspolnego ujgcia matematycznego podjeli filo-
zofowie scholastyczni XIV wieku. Calculatores z Merton Col-
lege z Oksfordu i filozofowie z Paryza wyszli od spostrzeze-
nia, ze to, co bezposrednio podlega obserwacji w zjawiskach,
to nie sama wielko$¢ zmiany, leczjej intensywno $ ¢, ktora
obserwowana w okre§lonym zakresie determinuje zmiang ilo-
sciowo. Jednym z przyktadow byla intensywnos$¢ taski Bozej
splywajacej na cztowieka, ktora si¢ w nim nagromadza su-
marycznie na sposob, ktory Newton i Leibniz nazywali
pozniej catka. Jest tez intensywnos$¢ sily wttaczanej w po-
ruszajace si¢ ciato, ktora determinuje jego impet — a wigc
predkosc. Jesli wige sita —a tak jest przy spadku swobodnym
— jest niezmienna w czasie, predko$¢ wzrasta w czasie jedno-
stajnie. Scholastycy zawierzyli wdrukowanemu w nas zmystowi
pozwalajacemu nam odczuwac stopien natgzenia oddziatywan.

Galileusz nie wierzyt tej wrodzonej nam intuicji i sprawdzat.
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Pelne wlaczenie tej idei czternastowiecznej w zarysowu-
jaca sig juz konstrukcje matematyczna zawdzigczamy Newto-
nowi i Leibnizowi, chociaz pomingli$my prekursorow, Keplera
i Torricellego, a przede wszystkim Arystotelesa, bo to na grun-
cie jego planu powstawat opisywany tu nowy dzial matematyki
— analiza matematyczna — w ktorej Newton widzial
geometri¢ Euklidesa wzbogacona o nauke o ruchu.

Byt to skok w rozwoju, ale — wro¢my do naszej mitologii
— skok w obrgbie poje¢ matematyki Dnia Szostego. Zauwazmy
przy tym, ze intensywno$¢ zmiany ma jakies podobienstwo
do liczbowego rytmu Dnia Pierwszego, jest jakby tego rytmu
ciagtym wypehieniem. Podobnie jak rytm arytmetyczny, ma
on zastanawiajaca rozmaito$¢ wcielen, nadajac pojeciom ma-
tematycznym nowe szybsze tempo rozwoju. Nie trzeba bedzie
nawet stu lat, aby calculus Newtona przeszedl w rowna-
nia struny u Eulera. Przypomnijmy, Ze to wlasnie intensyw-
no$¢ — wielkos$¢, ktora byla tak trudna do okre$lenia — jest
tym, co podlega bezposrednio obserwacji, a takze pomiarowi.
Te¢ prawde¢ wyraza nam rownanie rézniczkowe, ktore z danych
zwiazkow migdzy intensywno$ciami obiecuje nam odtworzy¢
zwiazki miedzy samymi wielkos$ciami, ktore bezposredniej ob-
serwacji nie sa dostepne.

Rozumienie metod rézniczkowych nie zawsze bedzie nada-
zato za rachunkiem. Przyznawal to Euler we wstgpie do swojego
trzytomowego dzieta, a nie chodzito juz tylko o anegdotyczny
olowek. Motywacje analizy wywodza si¢ z szerszego zakresu

niz te, ktére wystarczaty geometrii. Wlacza si¢ zmyst poczucia
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czasu, nat¢zenia sity 1 poczucia nagromadzania si¢ wielko$ci, na
wiele sposobow wcielajac si¢ w matematyke.

Metafizyczno$¢ tych motywacji odczuwamy duzo silniej niz
w zakresie motywacji geometrycznych, ktorych zrodto jest nie-
mal bezposrednie. Motywacje analizy sa gteboko w nas ukryte,
najczesciej nie sa naszymi bezposrednimi przekonaniami wyni-
kajacymi z wlasnego do$wiadczenia, lecz zdaja si¢ raczej wy-
nikiem wdrukowania ich w nas — uzywajac zwrotu Kon-
rada Lorenza — we wczesnych stadiach naszej ewolucji, chociaz
moze nie chodzi tu o Dzien Pierwszy. Stowacki w Genesis z du-
cha dzigkuje mrowce, ktorej doswiadczeniem sig¢ kieruje.

My to wszystkonazywamy intuicj . Naprzykladzie intu-
icji, ktora doprowadzita do odkrycia calculusu, widzimy intuicje
jako sumaryczne do$wiadczenie przedmatematyczne, catke
z naszych do$wiadczen, nie tylko nas samych, lecz calego biegu
ewolucji. Bywa, Ze nie ufamy intuicji, ale Pascal dopowiadat,
ze to dlatego, iz az nazbyt czgsto bywa bezbtgdna. Dodajmy
wszak, ze nie kazde przekonanie powinno by¢ nazwane intuicja.

Matematyka scholastykow i Newtona, a nie pominmy Ke-
plera i Cavalleriego, zaczerpngta jeszcze raz petna garscia z do-
stepnego nam zmystami §wiata. W swoich poczatkach byta jesz-
cze wolna od wptywu arytmetycznego. Bylo to jeszcze wtedy,
kiedy Newton formutowat prawa dynamiki i poddawat im prawa
Keplera rzadzace ruchem planet, a nawet jeszcze wtedy, kiedy
Jan Bernoulli wyjasniat problem brachistochrony, a Euler pro-
blem struny.
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Matematycznos¢ przyrody

Przyroda pozwala sig widzie¢ matematycznie. Dla przedsta-
wienia problemu, wré¢my do petnego toku naszych wywodow.
Mowilismy o $wiecie S i wbudowanej wen konstrukcji pojec.
Nie dzieliliSmy jej na matematyczng i niematematyczna. Do-
piero w ktoryms$ momencie pojawila si¢ matematyka, ktora za-
zwyczaj wyodrgbnia sig sposrod ogotu dociekan Scistoscia
—inaczej rygorem — cecha wcale dla niej nie najwazniej-
sza. Nierygorystyczne fazy rozumowan sgq rowniez mate-
matyka, chociaz woleli§my je nazwaé matematycznos$cia, aby
nie wychodzi¢ poza ustalony zwyczaj. Nie wykluczamy wigc,
ze wszystko w §wiecie jest matematyczne, przynajmniej po-
tencjalnie.

Pozostaja wszakze cate obszary zjawisk przyrody, do kto-
rych z nasza matematyka nie zagladamy. Z geometria Euklidesa
mozna i$¢ w dowolnie dalekie regiony kosmiczne, uzyskujac
nadal sensowny opis zjawisk. Korzystat z tego Einstein. Ale juz
Riemann zauwazyt, ze wiarygodnosc¢ fizyczna naszej geometrii
zatraca sig, jesli przechodzimy ku mikroskali. Naiwne przeko-
nania o symetrii, w jakiej pozostaja do siebie nieskonczonosé¢
i zero, trzeba odrzuci¢. Riemann doktadnie si¢ nie wypowiadat,
ale juz w jego czasach budowa punktowa otoczenie zera byta
uswiadomiong trudnoscia myslowa.

Fizyka dwudziestego wieku, wchodzac w mikro$wiat, do-
$wiadczyta tego, co byto przeczuciem Riemanna. W mikro$wie-

cie nie ma bezposrednio nic do powiedzenia nasza matematyka,
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ktora potrafi si¢ tam dosta¢ jedynie za pomoca konstrukcji prze-
strzeni abstrakcyjnych, a wigc w istocie za pomocg czystej aryt-
metyki, ktéra w matematycznos$ci ma pozycje specjalng. Nie
uzyskujemy obrazu podlegajacego kontroli zmystéw. Wymiar,
o jakim mowi si¢ w teoriach kwantowych, nie ttumaczy si¢ na
wymiar odbierany zmystowo. Pewne rzeczy mozna przyblizaé
wyobrazni poprzez analogie w stylu Bohra, w istocie poprzez
metafory.

To, ze jakie$ zjawisko pozostaje p oz a nasza matematyka,
nie znaczy ze jest niematematyczne. Jest po prostu dla nas ma-
tematycznie pusta kraing. Na tym niewielkim fragmencie, ktory
jest nam dostepny, stwierdzenie, ze przyroda jest matematyczna,
jest nie wigeej niz tautologia.

Po6jdzmy jednak krok dalej za tautologicznos$cia tej tauto-
logii. Przyjmijmy sposob widzenia zafascynowanego Schopen-
hauerem Witkacego, ze $wiat zewnetrzny zawdzigcza swoja
matematyczno$¢ nam. Matematyka nie wnika jednak w istotg
$wiata, daje nam tylko pewien przekaz. Grawitacja jest wielka
tajemnica $wiata, a my dostrzegamy tylko kwadrat w prawie
cigzenia i zwiazek tego kwadratu z eliptycznoscia torow pla-
net. Stworca nie musial zna¢ tych wzoréw, nie byty mu one
potrzebne dla rozumienia swego zamystu. Nic nie ujmiemy,
a nawet przeciwnie, dodamy powagi Stworcy, jesli uwolnimy

Stworce od wechodzenia w nasze wzory matematyczne.
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Arytmetyzacja matematyki

Intuicje, ktore kierowaty Calculusem, a ktore jeszcze wystar-
czaty Eulerowi, zmuszone byly w koncu dac si¢ wyrgczy¢ ra-
dykalnemu $rodkowi, jakim byta arytmetyzacja analizy ma-
tematycznej dokonana w poczatkach XIX wieku za sprawa
Cauchy’ego. Analiza matematyczna Cauchy’ego jest od sa-
mego poczatku catkowicie arytmetyczna. Prostej nie musi sig
widzie¢ geometrycznie. Prosta ma by¢ teraz systemem liczbo-
wym, a funkcje — dawne fluenty — okreslone sa arytmetycznie
punkt po punkcie. Nie musimy widzie¢, by liczy¢.

Cauchy nie poszerzal matematyki na ten sposob, w jaki
kilka wiekow wczesniej poszerzyt matematyke Calculus, pod-
porzadkowujac matematyce niedostgpne jej dotad rejony o d-
czuwania $wiata. Matematyka Cauchy’ego nie poszerzata
zmystu matematycznego. Byt to nawet ruch wsteczny, wyklu-
czajacy z analizy pewne jej idee, jesli nie dawaty si¢ poddac je-
dynej w niej idei, ktora byta $cisto$ ¢ natury arytmetycznej.
Cauchy zredukowat analiz¢ Newtona do pojecia liczby.
Nie byt to wszakze powr6t do idei pitagorejskiej. Nie wchodzi
si¢ dwa razy do tej samej rzeki. Liczba u Cauchy’ego nie byta
dawna czysta idea pitagorejska, lecz tworem myslowym, ktory
wszedt do matematyki jako continuum liczbowe, po-
myslane tak, by mogto by¢ polem, na ktérym dawne pojgcia
i postulaty Newtona mogly by¢ uksztattowane w teorig i twier-
dzenia. W niedlugim czasie pojawila si¢ idea zredukowania ca-

tej matematyki do kilku prostych zasad, chociaz nie od razu
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przewidziano na jakiej drodze dojdzie do wielkiej unifikacji.
Kronecker uwazat, ze samo pojgcie liczby nalezy zostawi¢ ta-
kie, jakim byto. Protestowal, widzac proby szukania unifikacji
w pojeciach bardziej pierwotnych.

W matematyce Cauchy’ego funkcja przestawatla by¢ pra-
wem zaleznosci. Nie bylo przeszkod dla okreslania funk-
cji punkt po punkcie, co pomijato uksztattowane dotad intu-
icje, chociaz dowierzano funkcjom zadawanym dowolnym
ruchem reki, a wigc ciaglym z samej swojej natury. Oka-
zato si¢ wszakze, ze dowolny ruch reki nie wnika w petni we
wszystkie aspekty intensywnosci procesow. Ciaglos¢ nie za-
pewnia istnienia pochodnej, a catka nie zawsze jest zdolna do
odtworzenia funkcji z istniejacej wszgdzie pochodnej. Oka-
zato sig, ze to przekonanie Calculuséw i Newtona ma jakie$
wyjatki. Cata druga potowa XIX wieku i wiek XX w mate-
matyce to koncert frapujacych wyjatkow, jakie zaczgla do-
starcza¢ pozbawiona dawnych ograniczen zarytmetyzowana
matematyka.

Odczuwamy nostalgi¢ za matematyka Dnia Szostego, ale
nie wydaje si¢, by mogla ona podda¢ swojemu ogladowi rytm
Dnia Pierwszego, czemu naprzeciw wyszedt wtasnie Augustine
Cauchy. W $wiecie Dnia Szo6stego zjawiska maja charakter ja-
kosciowy i objawiaja si¢ nierowno$ciami. RoOwnosciom
pozostawiony jest status watpliwych co do zaistnienia stanéw
granicznych. Arytmetyczno$¢ to koncert rowno$ci, tozsa-
mos§ci i réwnan, awigc samych osobliwo$ci z punktu wi-

dzenia $wiata Dnia Szostego. Doznania redukuja si¢ do dwoch
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wartos$ci logicznych, otwierajac jednocze$nie furtke ku dwuwar-
tosciowej kombinatorycznej eksplozji.

Hermite i Poincare sprzeciwiali si¢ tej inwazji osobliwo-
$ci, ale tez 1 odcigeciu matematyki od jej zrodet przyrodniczych,
z ktorych matematyka juz nie wyrastata, lecz do ktorych jedynie
mogla wracac¢ poprzez zastosowania —pojecie daw-

niej nieznane.

Poszerzanie intuicji

Okazalo si¢ jednak, ze nasza wyobraznia potrafi rozbudowac
si¢ 1 adaptowa¢ wspomniane osobliwosci. Potrafili$my rozsze-
rzy¢ nasz zmyst matematyczny, wbudowujac zarytmetyzowana
analize w nasza §wiadomosc¢. Zdolno$¢ naszej swiadomosci do
adaptacji w sytuacjach daleko odbiegajacych od doswiadczen
zmystowych okazata si¢ wigksza niz ta, ktora widzieli wielcy
sceptycy. Mimo ze nie obserwujemy funkcji Cantora — Lebes-
gue’a w zjawiskach przyrody, to jednak umiemy ja umiescic nie
tylko w naszym §wiecie S, ale potrafimy sobie wyobrazi¢ pewne
stany graniczne zjawisk przyrody, w ktorych ta funkcja sig poja-
wia si¢ juz nie jako osobliwo$¢, lecz jako stan graniczny idealny.

Przyktad zarytmetyzowanej matematyki stawia przed nami
pytanie o to, jak daleko $wiat S naszych mysli moze pdj$¢ w ada-
ptacji osobliwosci arytmetycznych, wbudowujac odpowiednia
w nas zmyslowos$¢ juz $cisle matematyczna, o ktorej pisze Fe-

lix Klein w jednym ze wspomnianych na wstgpie wyktadow.
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Wydaje sig, ze ta zdolno$¢ adaptacyjna jest daleka od wyczer-
pania pod warunkiem wszakze, by nie naruszone byly prawa
jakimi $wiat S si¢ rzadzi. Dowdd komputerowy twierdzenia
o czterech barwach nie spelnia tego warunku. Swiat S nie po-
zwala si¢ wyrecza¢ w potwierdzaniu niewypracowanych przez
siebie prawd. Akceptacja prawdy jest w jego gestii i zaden do-
wod, ktory nie angazowal emocjonalnie $§wiata S, nie moze by¢
przez $§wiat S uznany. Dano to kiedy$ do zrozumienia Galile-
uszowi, ktory zwazyt pole pod cykloida i mimo ze wynik byt

prawidlowy, nie zaistnial w matematyce.

Zbior i liczba

Zbiory sajuz u Euklidesa. Stynny dowod nieistnienia naj-
wigkszej liczby pierwszej poprzedzony jest w Elementach roz-
winigciem teorii podzielnosci wykorzystujacej rytm indukcyjny
zbioru liczb naturalnych. Wraca do tego Gauss. Zbidr nie jest
u Gaussa, podobnie jak u Euklidesa, jeszcze pojeciem, lecz je-
dynie wygoda stowna. Ale teraz zbior nie musi by¢ z gory dany.
Ten zbidrsi¢ wprowadza dorozwazani wprowadza sig
dziatania na jego elementach. Przyktadem jest zbior przedsta-
wiajacy krate liczb catkowitych na plaszczyznie z dzialaniami
takimi jak na liczbach zespolonych. Po wprowadzeniu pojg-
cia podzielnosci powstaje system liczbowy inny niz znany do-
tad system liczb catkowitych. Ma sens pojecie liczby pierwszej

i prawdziwe jest twierdzenie o rozktadzie na czynniki pierw-
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sze, ale w pewnych kratach budowanych wedtug tego wzoru sa
wyjatki dla jednoznacznosci rozktadu. Dla Dedekinda — ucznia
Gaussa i tworcy algebry abstrakcyjnej — nie byto juz watpliwo-
$ci, ze zbiory sa nieodtacznym towarzyszem liczby.

Samo pojgcie zbioru nie ma wyraznego wbudowania w na-
sza zmystowos¢. Zbioru nie widzimy w formie czystej, lecz
zawsze we wcieleniu w jaka$ sytuacje matematyczna.
Z drugiej jednak strony, pojgcie zbioru czystego elementu i na-
lezenia do zbioru, zaspakaja jaka$ nasza potrzebe myslowa
i byto od dawna obecne w rozmyslaniach filozoféw. Nie byto
jednak potrzeba matematyki.

W pierwszym odruchu mysli cheieliby$my widzie¢ zbiory
czyste jako tworzywo liczby. Tymczasem, jak zauwaza Ale-
xander Wittenberg w pelnej gruntownych przemyslen
ksiazce, konkretne czysto myslowe zbiory sa dane nam od razu
wraz z liczba. Zbiér i liczba wydaja si¢ dla naszej zmystowosci
nieroztaczne. Filozof, ktory akurat widzi to zdanie, podpowiada,
ze moze to by¢ rzecz ta sama. Miejmy na uwadze $wia-
tlo, ktore objawia si¢ nam raz jako strumien czastek, a raz jako
fala, z tym, ze liczba ujawnia dwa jakby niezalezne aspekty: po-
rzadkowy i ilo$ciowy.

Frege proponowat widzie¢ liczbg jako abstrakt powstaty
po utozsamieniu wszystkich zbioréw tej samej licznosci.
Z pojec o zbiorze wyprowadzat aspekt ilosciowy liczby. Russell
wskazal na niewykonalno$¢ tego zamiaru z powodu trudnosci
zwigzanych z pojeciem o zbiorze wszystkich zbiorow. Cantor
upatrywat zalamanie tego zamystu gdzie indziej. Widziat liczby
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jako pewne wyrdznione elementy swojej skali liczb porzadko-
wych. Abstrakcja Fregego jest zbedna — twierdzit — skoro dla
abstraktow mamy zawczasu gotowych reprezentantow.

Liczbowos¢, nie pojecie o zbiorze, kierowato Cantorem,
kiedy bedac na kroku o, reprezentujacym pelny ciag liczb na-
turalnych, stawiat kroki o + 1, ® + 2 i dalsze. Ale czy byly one
oczekiwane przez jego swiadomos¢, czy byl to przymus my-
slowy, ktoremu si¢ poddawal? Z tego, co mozemy wyczytac
z jego Memoire Nr 5, byto to wymuszenie. Po przekroczeniu
progu nieskonczonosci, nie odczuwamy spodziewanego poczu-
cia poetycznosci. Skala liczb porzadkowych jest w swoich po-
czatkowych partiach, po wyjsciu poza liczby naturalne, szara.
Dopiero w duzej skali ujawnia si¢ w niej echo rytmu pierwot-
nego, nastgpstwa, nieodwracalno$ci i niemozliwosci powie-
dzenia stop.

Wobec nieokreslonoséci w naszej zmystowosci, zbiory wcie-
laja si¢ w materi¢ matematyczna nieraz podstgpnie bardzo da-
leko, a wchodzac w nieswoje role, myla nasze zmysty. Cantora
zaskoczyto odkrycie, ze ptaszczyzna ma tyle samo punktow co
prosta, i trzeba byto dopiero do§wiadczonego Dedekinda, aby
widzie¢, ze nie obala to niczego, co naruszatoby nasze wyobra-
zenia o wymiarze. Zbiory wcielaja si¢ — jak si¢ powszechnie sa-
dzi —we wszelkie sytuacje matematyczne. Wedtug Dede-
kinda, daja tym sytuacjom swoiste ich rozumienie. Rozumiemy
lepiej prosta geometryczna, jesli rozmiescimy na niej jakie$
punkty, dochodzac w koncu do zbudowania zbioru nazywa-

nego continuum, ktérego system elementow odzwierciedla
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w sensie porzadku system punktéw prostej. Wedtug Dedekinda,
continuum — nie bedac tym samym co prosta — objasnia
pewne aspekty jej budowy. Na elementy zbioru — pisze Dede-
kind — nie musimy patrze¢ jako na budulec, lecz jako na co$
co stuzy. Elementy continuum stuza wyjasnieniu jego bu-
dowy, nie sa jednak tym, co je stano wi. Tak widziat Dede-
kind role zbiorow w Stetigkeit und irrationale Zahlen.

Ale zbiory widziane jako budule ¢ konstrukcji matema-
tycznych rowniez nie sa nam obce. Juz starozytni probowali
mysle¢ o figurach geometrycznych jako zbudowanych z punk-
tow. Prowadzito to jednak do licznych trudnosci, ktére przedys-
kutowat Arystoteles, znajac wezesniej wypowiedziane obiekcje
Zenona z Elei. Widzimy nadal w tym trudno$¢. Budowa punk-
towa przestrzeni ktoci sig¢ z naszymi o niej geometrycznymi
wyobrazeniami. Ale wtasnie to dzigki tej niezgodnosci wiemy
0 przestrzeni cos$, czego bez tego testu bySmy nie wiedzieli. Ma-
tematyka penetruje teren hipotezami, ktore pelnia w niej rolg
eksperymentow.

Kiedy oderwiemy si¢ od kontekstu geometrycznego, zbior
staje si¢ dlanas zbiorem czystym izadna zmystowos¢
nie broni nas przed pomysleniem zbiorujako zbudowanego
ze swych elementow. Jest to sytuacja Cantora.

Cantor dat dwa dowody, ze liczebno$¢ punktow continuum
przewyzsza liczebno$¢ zbioru liczb naturalnych, dowodzac, ze
zaden ciag jego elementow nie wyczerpuje catego continuum.

W pierwszym dowodzie (1874) trzymat si¢ kontekstu geo-

metrycznego, patrzac na continuum jak na punktowo zbudo-
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wana prosta. Majac ciag punktow wykazywal, ze nie wypelnia
on prostej. W tym celu rozwazat odcinek omijajacy pierwszy
wyraz ciagu, nastgpnie zawarty we wnetrzu tego odcinka odci-
nek omijajacy drugi z kolei wyraz, i to post¢gpowanie kontynu-
owat. Punkt lezacy w przekroju tak otrzymywanych odcinkow
jest r6zny od kazdego z wyrazow ciagu. Istnienie tego punktu
na continuum jest zapewnione wymaganiem ciagtosci uporzad-
kowania, jakie ma continuum. Otrzymany punkt jest zmystowo
dotykalny.

W drugim dowodzie (1890) — duzo p6zniejszym — ignoruje
porzadek na continuum, a widzenie jego elementow redukuje do
ich rozwinig¢ cyfrowych. Dla uproszczenia, niech beda to roz-
winigcia dwdjkowe, z cyframi 0 1 1, w ktorych te cyfry moga
by¢ traktowane jako symbole. Poza kazdym ciggiem tego ro-
dzaju uktadow cyfrowych jest uktad niewchodzacy w sktad do-
tad rozwazanych. Przyktadem jest uktad, ktorego n-ta cyfra jest
rozna od n-tej cyfry n-tego z kolei uktadu. Ten dowod, zwany
przekatniowym, przebiega w czystej mysli, bez udziatu
wyobrazen geometrycznych, a nawet liczbowych...

Dowiedli$my, ze zbior wspomnianych uktadow jest wigk-
szej liczebnosci niz zbidr liczb naturalnych. Nic nie stoi na prze-
szkodzie, by to samo rozumowanie przeprowadzi¢ na tym wigk-
szym zbiorze, rozpatrujac na nim funkcje, ktorych warto$ciami
sa symbole 01 1. Otrzymany zbior jest liczebniejszy od poprzed-
nio otrzymanego. Nie mozna zatrzyma¢ mysli przed pomysle-
niem dalszego takiego kroku. Skala liczebnosci zbioréw oka-

zuje si¢ niczym nieograniczona!
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Poprzedni dowod, geometryczny, nie powodowat tego ro-
dzaju ek splozji. Zbiory zwiazane z sytuacjami kontrolowa-
nymi zmystowo nie eksploduja!

Podane dwa dowody sa w pewnej analogii do dwoch do-
wodow istnienia wielkosci niewspotmiernych, ktore przekazata
nam starozytnos$¢. Niewspotmiernosci byty odkryte najpierw
w geometrii na przykladach, migdzy innymi boku kwadratu
i przekatni oraz boku i wysokosci w trojkacie rownobocznym,
z indywidualnymi dla kazdego przypadku dowodami opartymi
na prawach przestawania trojkatow. Pozniejszy dowdd Eukli-
desa oparty na twierdzeniu liczbowym o jednoznacznosci roz-
ktadu liczby na czynniki pierwsze, daje jednym rozumowaniem
nieskonczong seri¢ przyktadow, co na owe czasy mozna byto

uzna¢ za eksplozjge. W dowodzie uczestniczyto pojgcie zbioru.

Dobry porzadek

Profesor Mikusinski chciat si¢ koniecznie sam przekonaé, ze
lemat Zorna mozna wyprowadzi¢ nie uzywajac liczb poza-
skonczonych, i podat tadny tego dowod. Budowat w tym celu
w danym zbiorze czgsciowo uporzadkowanym tancuch nieprze-
dtuzalny przy pomocy samego tylko pewnika wyboru. Lubit
przypominac ten swoj dowod, ale za ktoryms razem mozna bylo
ustysze¢ uwage: cheiatem ominaé liczby porzadkowe, ale kiedy
budowalem tancuch nieprzedtuzalny, ten — mimo, ze wcale tego

nie chciatem — okazat si¢ dobrze uporzadkowany.
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Podziwia si¢ Cantora za jego konstrukcje skali dobrze
uporzadkowanej, Ale nietrudna obserwacja przekonuje nas,
ze ten dobry porzadek tworzyt si¢ sam! Wcze$niej niz Cantor
przekonal nas w Was sind und was sollen die Zahlen? o aprio-
rycznym wbudowaniu w nas dobrego uporzadkowania Dede-
kind. Majac mysl, nie potrafimy uwolni¢ si¢ od mysli o tej my-
$li i wpadamy w przymus iteracji, w indukcyjnie dynamiczny
system liczb naturalnych. Ten porzadek, nazwany umownie
dobrym, daje nam w podarunku sama natura naszego my-
slenia. Porzadki zw ykte nasza my$l zapozycza ze zjawisk
spoza $wiata S.

Uwaza sig, ze dobry porzadek to wymaganie dodatkowe.
Nic btedniejszego! Znaczytoby to bowiem, ze dla uzyskania do-
brego porzadku wystarczytoby najpierw mie¢ porzadek jaki-
kolwiek, a potem go poprawi¢. Tymczasem nie umiemy do-
stac tego jakiegokolwiek porzadku sama konstrukcja myslowa.
Continuum, ktére punktami wypelnia prosta, budujemy majac
wczesniej podpowiedz od przyrody. Zgodzitby si¢ z tym Her-
mann Weyl. Ten o naturze fizycznej pret nie jest tworem
arytmetycznym. Arytmetycznie budujemy tylko jego pewna eg-
zemplifikacjeg.

Wymaganie zwyktego liniowego porzadku jest logicznie
stabsze, ale matematyka apriorycznie w nas wbudowana, nie ob-
darzyta nas zadnym przyktadem, Ogolniejsza, podobna sytuacja
jest proba pomyslenia dowolnego zbioru bez odwoty-
wania si¢ do zadnych zmystowych spostrzezen. Nie umiemy

pomysle¢ tu innych przyktadow poza systemem liczb natural-
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nych i jego odcinkami poczatkowymi. Dorzuémy to tego jeszcze
odcinki liczb porzadkowych Cantora. Nie mamy innych aprio-
rycznie wbudowanych w nas zbioréw niz wspomniane zbiory
liczDb, ktdre same sa w istocie liczbami. Wspominalismy o tym
juz wezesniej powotujac si¢ na Wittenberga. Nie zwracaja uwagi
na ten paradoks tworcy teorii mnogosci.

Matematyka aprioryczna w nas wbudowana jest matema-
tyka arytmetyczna. Ten nie nasz rdzenjest sola na-
szej matematyki. Ale jej kwiatem jest matematyka staba,
ta, ktora sami myslowo wypracowujemy. Jej przyktadem sa
kontemplacyjne zasady geometrii i calculusu. Ta matematyka,
karmiona postrzezeniami idacymi od §wiata zewngtrznego, two-
rzona jest przy pelnym udziale naszej swiadomosci, Wydaje sig,
ze moglaby zaistnie¢ bez udziatu arytmetyki. Ale mozna tez po-
mys$le¢ matematyke czysto arytmetyczna. My$lac o naturze ma-
tematyki, powinno si¢ bra¢ pod uwagg te dwie skrajnosci, weale

realne.

Eksplozja i zwienczenia

WidzieliSmy wcze$niej, jak zbdr w postaci czystej pozosta-
wiony sam sobie eksploduje niedajacymi zatrzymac sig przez
mysli myslowymi konstrukcjami. Rozpatrywana tam funk-
cja przyjmujaca na elementach zbioru symboliczne wartosci 0
lub 1, moze by¢ widziana jako podzbidr zbioru, ztozony
z tych elementow zbioru, na ktorych funkcja przyjmuje wartosé¢
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1. Twierdzenie Cantora mozna wigc rozumie¢ tak, ze zbidr
podzbiordw zbioru przewyzsza liczebnoscia sam zbior. Po-
przednia eksplozje widzimy teraz nieco prosciej.

Tak liberalne rozumienie podzbioru napotyka na okre-
slone przeszkody, jesli continuum widzimy geometrycznie. Od
podzbioréw teraz mozna czego$ wymagac, na przyktad tego,
by mozna bylo na nich rozwinaé pojecia miary i catki. Jesli
zbior ma strukturg grupy, sensowne sa podzbiory zamknigte ze
wzgledu na dziatanie grupowe, to jest podgrupy Na zbiorze czy-
stym nie ma mozliwosci niepomys$lenia zbioru, ktory da
si¢ pomysle¢, a nawet do jego usunigcia, jesli juz zawital do
naszych mysli. Nie mozemy nie pomysle¢ zbioru pustego, je-
$li juz jako$ zostal pomys$lany. Ta niemozliwos$¢ niepomyslenia
zaciazyla na catej teorii zbioréw. A jest to niczym innym niz to,
co Cantor w Memoire Nr 5 nazywal swoboda przyjecia na
mysl wszystkiego, co nie prowadzi do logicznych sprzecznosci.
W innych stowach, i raczej z troska niz z wyczuwanym tu sarka-
zmem, wypowiedziat to Profesor Andrzej Mostowski w latach
50. na Kongresie w Patacu Staszica.

Teoria zbiorow zna jeszcze jeden przymus, ktéry jest
wspolny swobodnie rozwijajacym sig teoriom. Jest to przy-
mus zwienczen. Zetkneli si¢ z tym juz Ojcowie KoSciota
i filozofowie scholastyczni (inni niz ci, ktorzy byli prekursorami
calculusu), dyskutujac o uniwersaliach takich jak praprzyczyna
i omnipotencja. Ale weczesniej byt Platon, ktory dla potaczenia
rzeczy w $wiecie oddzielonych, powotywat do §wiata S naszych
mysli idee nadrzedne, ktore miaty te rzeczy wytlumaczac.
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Ten przymus myslowy kierowat filozofow bizantynskich — jak
czytamy o tym u Focjusza — do rozumienia wielosci poprzez do-
strzezenie w niej wspdlnotowej jednosci. Surowa mysl Arysto-
telesa i Newtona odrzucata tego rodzaju myslowe konstrukcje,
wypowiadajac dumnie swoje hypotheses non fingo,
a Ockham wczesniej wypowiadat swoje: nie mnozyc¢ by-
tow bez potrzeby.

Co$ podobnego napotykamy i w matematyce czystej, bg-
dacej konglomeratem nieopowiazanych ze soba dyscyplin, wal-
czacych o miejsce w naszym $wiecie S. Rozumienie catosci, ja-
kie osiagamy rozbudowujac pojgcia poza granice wszelkiego
odczuwania zmystowego, jest w istocie utuda rozumienia. Do-
dajmy tez, ze znane nam dotad zbyt rozbudowane teorie pry-
skaly jak banki mydlane, bedac w istocie naszymi zyczeniami
mys$lowymi. Przypominaja si¢ nam przy tej okazji stowa Kro-
neckera z listu do Cantora o teoriach, ktore przemijaja, a jedyne
co z nich zostaje, to w z ory. Zastapmy wszakze to archaiczne
stowo terminem w zor z e ¢, bardziej odpowiadajacym wspot-
czesnej matematyce.

Bo matematyke mozna rozumiec¢ tez jako kolekcje wzor-
cow, unikajac budowania gmachu zwienczajacego wszystko.
Mamy tu Sierpinskiego, mistrza detalu. Wchodzimy do mate-
matyki odkrywajac jakis jej frapujacy fragment. Te frapu-
jace fragmenty sa istota matematyki, wiaza ja poprzez odczu-
cia zmystowe z prawdziwa rzeczywistoscia. W ich odkrywaniu
zmyst matematyczny wychodzi poza rolg kuriera, w ktorej wi-

dzial matematykow niechetny matematyce Filozof.
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Znane z przesztosci ,,prawa najwyzsze”, ktorymi obdarzali
nas Platon i Hoene-Wronski, daja jedynie utudg rozumienia.
Nie dala si¢ zamkna¢ analiza matematyczna w wielce obiecu-
jacy $wiat szeregébw Taylora, ani geometria w swoje formali-
zmy osiemnastowieczne. Przypominajac jednak te proby, my-
slimy w istocie o wielkich formalizmach naszych czaséw. Na
ich przyktadzie widzimy, jak po okresie rozwoju i ukazywaniu
matematyce nowych horyzontow, przychodzi moment, kiedy
zaczynaja matematyke ogranicza¢. W stadium poczatkowym
teorii zbiorow mo glismy sig cieszy¢ z tego, ze w tak wielu
rzeczach daje si¢ widzie¢ zbiory. Wspodlczesne tendencje

zmuszaja nas do widzenia w postaci zbioru kazdej rzeczy.

Spojrzenie w przysztos¢

Czytamy u przyrodnika José Delgado (1971), ze istotom zywym
konieczny jest dla ich zdrowia wewngtrznego nieprzerwany do-
ptyw nowosci i pobudzen idacych z zewnatrz. Jest to po-
k arm, bez ktdrego nasze sity myslowe stabna. Jesli ten doptyw
si¢ utrzyma, matematyka ma zapewniony rozwdj. Bo nie sg dla
matematyki przeszkoda trudnosci dowodowe. Znaczenie twier-
dzenia matematycznego nie zalezy od tego, czy znalazto si¢ dla
niego dowod, ale od tego, jakie ma miejsce w naszym $wiecie
S. Lemat Zorna i lemat Urysohna nie przestatyby mie¢ znacze-
nia, jesliby pozostaty niedowiedzionymi zasadami. Jesli stwa-

rzatyby trudnosci, takie jak kiedys$ aporie Zenona, matematyka
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znalazlaby sposoby, by siggnac¢ po przebudowg poj¢é. Dlatego
to nie twierdzenie Gddla jest tym, co mogtoby zahamowac roz-
wo0j matematyki.

Przyczyny do obaw sa gdzie indziej. Moze wydac¢ si¢ nie-
stosownym wypowiada¢ je w czasie, w ktorym na naszych
oczach padty najwigksze stuletnie problemy, a nat¢zenie po-
toku rezultatéw matematycznych przewyzsza wszystko to, co
w przesztosci. Niepokdj ma jednak swe uzasadnienie, bo nate-
zenie potoku odkry¢ matematycznych zawdzigczamy urucho-
mieniu calego nagromadzonego dotad zasobu $rodkoéw arytme-
tycznych, ktore znajduja dla siebie pokarm wsrod problemow

juz dawniej postawionych.

Wyczerpuje si¢ nasze bezposrednie odczuwanie mate-
matyki obecnej w zjawiskach. Jak pisze S.P. Zervos, nie
uczymy si¢ od naszych braci mniejszych, odcinajac si¢ od nie-
cztowieczych zrodet metafizyki. Ale i nauki przyrodnicze prze-
staty by¢ hojne w problemy. To dzigki nim matematyka rozsze-
rzata si¢ o nowe pola badan, matematyzujac nowe obszary. Nie
zaspakaja tej potrzeby zmatematyzowana krancowo fizyka, kto-
rej problemy sa najczesciej wtdrnymi problemami matema-
tycznymi. Wglad w mikro$wiat mogiby wzbogaci¢ matematyke,
ale tak nie jest. Dla jego penetracji fizycy wola eksploatowac
dawno juz rozwinigte metody matematyczne.

Mogliby$my wszakze uzna¢, ze matematyka rozwingta sie
juz w okreslonym ksztatcie i domaganie si¢ stalego jej rozwoju

ma postac¢ obsesji. Dlaczego tak nam na matematyce zalezy?
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Czy na twierdzeniach, ktore gdy zyskaja dowod, czeka status
szacownych przedmiotéw kolekcji? Nie. Bo chodzi tez o utrzy-
manie napigcia myslowego, tego niepokoju, ktory towarzyszy
pytaniu matematycznemu. Niepokdj matematyczny — jego na-
tezenie 1 jako$¢ — jest tym, co daje nam poczucie zywotnosci
mys$lowej.

Obawiamy sig¢ tez zej$cia ku matematycznosci czystej. Na-
wet przy catkowitym braku nowych zadan, nasza mysl nie za-
trzyma si¢. Poddana rytmowi pierwotnemu bedzie rozwija¢ do
wyczerpania nagromadzonych dotad mozliwosci. Poznawa-
nie $wiata, w ktorym matematyka dotad uczestniczyta, zejdzie
w niej na daleki plan. Wyobrazamy sobie stan graniczny, kiedy
zostaniemy sam na sam ze zbiorem i liczba, kto-
rych zwiazek ze Swiatem zewnetrznym jest nieoczywisty. Od-
czuwamy mozliwo$¢ tej krancowosci. Mysli beda nie tylko
myslaty si¢ same, ale beda nas zmuszaly do gonitwy wraz
z nimi bez obietnicy ich przezywania. Potok mysli moze by¢
wtedy peten prawd — przy tym absolutnych, bo koniecznych —
nieznajdujacych wszakze oparcia w doznaniach zmystowych,
przez co niemajacych nic wigcej do powiedzenia poza tym, ze

sa prawdami.
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O niektdorych aspektach
platonskiej filozofii matematyki

Bogdan Dembinski
Instytut Filozofii, Uniwersytet Slaski

On some aspects of mathematical platonism

Abstract
Modern philosophers of mathematics in their discussions tend to
refer to mathematical platonism. Usually they believe that they talk
about philosophical thought of Plato himself and understanding of
mathematics that was introduced by the ancient philosopher. Un-
fortunately, contemporary mathematical platonism has very little
in common with original platonism. In this paper I would like to

clarify this issue and present Plato’s philosophy of mathematics.

Keywords
philosophy of mathematics, mathematical platonism, history of

philosophy, Plato
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‘ x J spofczesni filozofowie matematyki czgsto sktonni sa od-
wolywac si¢ w dyskusjach do matematycznego platoni-
zmu'. Zazwyczaj sa przekonani, ze bezposrednio lub posrednio
przywoluja mys$l samego Platona i jego rozumienie matematyki.
Niestety, najczegsciej mamy do czynienia z pojmowaniem plato-
nizmu matematycznego, ktore z propozycja samego Platona nie-
wiele ma wspolnego. Cheiatbym kwestig t¢ wyjasnic i przedsta-
wi¢ stanowisko, jakie w filozofii matematyki zajmowal Platon.
Trzy sprawy wydaja si¢ istotne. Pierwsza, dotyczy platon-
skiej teorii dwu $wiatow. Druga, sposobu budowania struktury
matematycznej. Trzecia, ontologii matematyki.

Popularne przekonanie sktania do twierdzenia, ze w przy-
padku filozofii matematyki Platona mamy do czynienia z dwoma
oddzielonymi od siebie $wiatami, $wiatem zjawisk (cienie) oraz
swiatem idei. Wyprowadzany jest z takiego zatozenia wniosek,
ktory glosi, ze $wiat matematyki nalezy do platonskiego $wiata
idei, za$ poza nim istnieje jedynie czasoprzestrzenna, zjawi-
skowa rzeczywisto$¢. Przyjmuje sig, ze $wiat idei jest wieczny
1 niezmienny, zjawiska za$ sq zmienne i czasowe. W takim
$wiecie przedmioty matematyki uzyskuja status idealnego bytu
1 sa w swoim istnieniu niezalezne od podmiotu i przynaleza do
$wiata idei. Cztowiek moze jedynie odkrywaé¢ 6w autonomiczny

$wiat matematyki.

I Zob. J.R. Brown, Philosophy of Mathematics. A contemporary in-
troduction to the world of proofs and pictures, Routledge, New York
— London 2008 (II ed).
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To popularne przekonanie nie jest, niestety, zgodne ani z filo-
zofig Platona, ani z jego rozumieniem matematyki. Utrwalito sig
ono jednak w dziejach interpretacji filozofii platonskiej i przenio-
sto na grunt filozofii matematyki?. Przyczyna tkwi w uproszczo-
nej wizji samego platonizmu, ktora przyjmuje istnienie jedynie
dwu poziomdw rzeczywistosci, za ktdre uznaje sig idee oraz zja-
wiska. Przedmioty matematyki sytuowane sa za$ po stronie idei.

Tymczasem Platon analizujac sposoby istnienia przedmio-
tow matematyki uznal, ze matematyka i przedmioty matema-
tyczne nie sa zwigzane ani ze $wiatem idei, ani ze zjawiskami’.
Twierdzit, ze zajmuja one pozycjg posrednia i nie przynaleza do
zadnego z nich. Sa natomiast tworem rozumu. Stanowisko to
wymaga szczegdtowego wyjasnienia, ma ono bowiem decydu-
jacy wptyw na rozumienie filozofii matematyki Platona.

Platon stara sig¢ wyjasni¢ t¢ kwesti¢ przede wszystkim w VI
i VII ksiedze Parnstwa oraz Liscie VII.

Oryginalnym punktem wyjscia czyni przekonanie, ktore

glosi, ze pierwszy stopien poznania matematycznego wylania

2 Zob. R. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys dziejow, Wydaw-
nictwo Naukowe Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza, Poznan
2012, s. 20-22.

3 Platon, List VII. Panstwo, 509d-511e. Zob. B. Dembinski, PdZna
nauka Platona, Wydawnictwo US, Katowice 2003, s. 53-80. Ary-
stoteles wielokrotnie potwierdza przekonanie Platona, ze przedmioty
matematyczne zajmuja pozycje posrednia migdzy zjawiskami a ide-
ami. W pdznej nauce Platon przyjmuje istnienie matematycznych
idei, te jednak nie stanowig matematycznych przedmiotow, lecz sg ich
bytowym, ostatecznym uzasadnieniem, ktére wykraczaja poza sama
matematyke. Tamze.
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si¢ z obserwacji natury i jej zjawiskowej postaci. Powstaja wtedy
zmyslowe wyobrazenia, ktore dostarczaja wylacznie obrazow
zjawisk (eikasia). Widzimy, powiada Platon, odbicia rzeczywi-
stosci, ktore rodza si¢ w naszych zmystach. Sa one niedoskonate
i czgsto ztudne. Na kolejnym etapie probujemy wyobrazenia
te uwiarygodni¢ (pistis). Probujemy potwierdzi¢ dane zmysto-
wego poznania, badajac i obserwujac okreslone stany rzeczy
z mozliwie wielu perspektyw. Istotnym elementem tego bada-
nia jest umiejgtno$¢ odczytywania wzorcow, obecnych w zja-
wiskach. Wskazuja one na regularnosci i porzadek w uktadach
tych struktur. Platon ma tu na mysli wzorce ruchu, wzorce pro-
porcji uktadu czgsci, wzorce harmonii, wzorce struktur zjawi-
skowych, czy tez (w odniesieniu do dziatan czlowieka) wzorce
etyczne i estetyczne. W konteks$cie platonskiej filozofii mate-
matyki najistotniejsza rolg petnia wzorce ruchu ciat niebieskich,
ufundowane na przystugujacej cztowiekowi zdolnosci do wi-
dzenia. Platon zdolno$¢ tg uznaje za najwyzszy dar bogéw. Po-
wiada: ,, A teraz powiedzie¢ trzeba o ich (oczu B.D.) czynno-
sci, z ktorej pozytek jest najwickszy i dlatego je nam bog dat.
Wzrok, wedlug mego zdania, jest dla nas przyczyna najwigk-
szego pozytku. Bo z obecnych mysli o wszech§wiecie zadna nie
bytaby nigdy wypowiedziana, gdyby$my ani gwiazd, ani stonca,
ani nieba nie widzieli. A tymczasem ogladanie dnia i nocy, mie-
sigce i obiegi roczne wytwarzaja liczbg i pojgcie czasu, i od nich

pochodza badania nad natura wszech$wiata™.

* Platon, Timajos, 47ab.
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Obserwacja wzorcow obecnych w naturze: rytmow, moty-
woOw, harmonii, symetrii czy proporcji, kieruje uwage podmiotu
na mozliwo$¢ uchwycenia istoty zjawisk, ktore sa przedmio-
tem badania. Pojawia si¢ wtedy ,,podejrzenie prawdziwosci”,
ktore okresla Platon mianem ,,prawdziwego mniemania” (ale-
thes doksa). Jest ono podstawa formutowania naukowych hi-
potez. Hipotezy, aby potwierdzi¢ swoja warto$¢, musza zostaé
poddane dziataniu wyzszej wladzy poznawczej. Jest nia rozsa-
dek (dianoia), ktérego funkcja polega na badaniu powigzan i re-
lacji, jakie zachodza migdzy elementami wzorcow w obrgbie
danej struktury. Zdolnos¢ ta zwigzana jest z umiejgtnoscia lo-
gicznego rozumowania oraz analiza zwiazkow przyczynowych,
ktore Platon nazywa ,,przyczynowym splataniem’.

Rozsadek jest wtadza podmiotu, ktéra w rozumieniu pla-
tonskiej filozofii matematyki odgrywa role zasadnicza. Po-
siada on bowiem zdolno$¢ do tworzenia intelektualnych modeli
zmystowo danych stanow rzeczy oraz wzorcow dostrzeganych
w naturze. Umozliwia to ich rekonstrukcje na poziomie $wiado-
mosci. Model powstaje w oparciu o analiz¢ zmystowo danych
stanow rzeczy i wzorcoOw oraz badanie zwiazkow, ktore zacho-
dza migedzy jego elementami. Tworzenie modelu opiera si¢ na
umiejetnosci abstrahowania i jest wytworem czynno$ci stwier-
dzajacych stale wystgpowanie pewnego zespotu cech w pew-

nej klasie przedmiotow®. Takim modelem jest, zdaniem Platona,

5 Platon, Menon, 97¢-98a.
¢ Zob. P. Hadot, Filozofia jako ¢wiczenie duchowe, ttum. P. Doman-
ski, IFiF PAN, Warszawa 1992, s. 184.
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przedmiot matematyczny. Przystuguja mu rézne nazwy, moze
by¢ on w okreslony sposob definiowany i posiadac réozne zmy-
stowe reprezentacje (modele fizyczne). Catos¢ tych dziatan sta-
nowi podstaw¢ budowania matematycznej teorii’.

Przedmiot matematyczny jest wytworem intelektualne;j ak-
tywnosci podmiotu. Mozna rozwaza¢ wewngtrzng strukturg mo-
delu, mozna tez analizowa¢ powiazania modelu z innymi mode-
lami, bada¢, ktore z nich sa mozliwe, ktore konieczne, a ktore
catkowicie wykluczone. Platon jest sktonny twierdzi¢, ze sys-
temy powiazan w obrgbie modelu moga wyjasnié istotg jego
elementow, poniewaz to, czym sa elementy i jaka jest ich natura,
zalezy od calego systemu relacji z innymi elementami®. Dzisiaj
powiedzieliby$my, ze Platon reprezentuje stanowisko struktura-
listyczne. Zdotata to wykazaé w swojej pracy V. Hartle’.

Analiza modeli i ich struktury jest przedmiotem pracy ma-
tematykow.

Jednak matematyk, a tym bardziej filozof matematyki, nie
moze unikna¢ pytania o prawomocno$¢ przedmiotOw matema-
tyki. Pojawia si¢ bowiem pytanie: Co sprawia, ze przedmioty
matematyki, bedac tworami cztowieka, nie sa tworami dowol-

nymi?

" Platon, List VII.

8 Zob. B. Dembinski, Structuralism in the Platonic Philosophy of
Science, [w:] Between Philosophy and Science, (red.) M. Heller,
B. Brozek, L. Kurek, Copernicus Center Press, Krakow 2013.

° V. Hartle, Plato on Parts and Wholes. The Metaphysics of Structure,
Clarendon Press, Oxford 2002.
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Platon, poszukujac uzasadnienia matematyki, odwotuje si¢
do sfery idei, miar konstrukcyjnych §wiata. Chodzi o to, aby wy-
jasni¢, skad matematyka czerpie swoje uzasadnienie. Nie moze
by¢ nim wylacznie obszar zjawisk, jako ze te, zdaniem Platona,
domagaja si¢ same miar, ktore decyduja o ich uporzadkowaniu.
Miary te istnieja jednak inaczej niz zjawiska. Miary organiza-
cji zjawisk sa niezmienne i nie podlegaja procesowi powsta-
wania i ginigcia. Nie sg tez zalezne od stanowienia podmiotu.
W stosunku do miar mozemy powiedzie¢ tylko, ze sa, i ze sa
zawsze takie, jakie sa. Dlatego zgodnie z twierdzeniem Parme-
nidesa z Elei i tradycja grecka, nalezy definiowac je, jako byty,
gdyz bytem jest to, co jest, i co nie podlega zmianie. Miary
platonskie stanowia istotg struktury i procesow, ktérym podle-
gaja zjawiska. Moga wigc przyjmowac posta¢ proporcji, har-
monii, badz praw, ktore okreslaja stany zjawiskowe. Miary, jak
wspomniatem, istnieja inaczej niz ich realizacje. Celem filozo-
fii 1 nauki jest dotarcie do miar organizacji danego rodzaju po-
rzadku, niezaleznie od tego, czy bedzie to porzadek kosmiczny,
etyczny czy estetyczny. Dotyczy to rowniez porzadku matema-
tycznego. Przedmioty matematyki, bedace rezultatem podmio-
towego opisu porzadku kosmicznego, maja i musza mie¢ swoje
obiektywne (poza podmiotowe) uzasadnienie. Platon znajduje
je w istnieniu miar matematycznych, idei matematycznych. Te
jednak sa radykalnie rézne od przedmiotéw matematycznych.
Przede wszystkim maja status bytu, a wigc sa sktadowa obiek-
tywnego kosmicznego porzadku, ktory nie jest zalezny od sta-

nowienia jakiegokolwiek podmiotu. To matematyka jest zalezna
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od kosmicznego porzadku i praw, oraz zasad, ktére nimi za-
wiaduja. W tym sensie porzadek ten mozna by nazwac ,,ma-
tematycznos$cia Swiata”. Odpowiadalaby ona wlasnosci $wiata,
ktora bytaby podstawa mozliwosci opisywania go w jezyku ma-
tematyki. Ale sama ta wlasno$¢ nie jest matematyka, jest po-
rzadkiem okreslonym przez zasady i prawa kosmicznego po-
rzadku. Dlatego ,,matematycznos¢ §wiata” zwiazana by¢ musi
z ideami, za§ matematyka z podmiotowym sposobem ich opi-
sywania. Nie mozna, jak stusznie twierdzi Arystoteles, opero-
wac na ideach, mozna co najwyzej bada¢ zwiazki, jakie migdzy
ideami zachodza. To jednak jest przedmiotem nie metody ma-
tematycznej, lecz dialektycznej. O ideach rozwaza¢ mozna dia-
lektycznie, za$ matematycznie operowa¢ mozemy wytacznie na
przedmiotach matematycznych. To istota rdznicy, jaka zachodzi
migdzy $wiatem idei i matematycznych przedmiotow. Podob-
nie ma si¢ rzecz ze zjawiskami. Miary organizacji zjawisk same
nie sa zjawiskami, lecz warunkami ich istnienia. Dlatego nie
moga by¢ od zjawisk zalezne i ze zjawisk wyprowadzone. Maja
one inny status. Ale mozemy opisywac zjawiska za pomoca j¢-
zyka matematyki, tworzac modele struktur zjawiskowych i od-
krywajac miary, ktore zawiadujq organizacja ich porzadku. Mo-
zemy analizowa¢ wzorce manifestujace si¢ w zjawiskach, badac
ich istotg i strukturg. Ale i tutaj matematyka nie moze tworzy¢
struktur zjawiskowych i dziata¢, jak Bog Leibniza, ktory liczac
stwarza. Mozemy jedynie analizowac strukture zjawisk, czy-
niac taka analiz¢ podstawa rozumienia. To wylaczna domena

matematyki. Zatem rola matematyki jest rola posredniczacego
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narz¢dzia opisu $wiata, a nie odrgbnym od zjawisk i idei sa-
modzielnym $wiatem, czy Swiatem, ktory bytby tozsamy z ide-
ami. Powiada Platon: ,,Nieprawdaz — powiedziatem — tym tam
malowidlem na niebie mozna si¢ postugiwac, jako przyktadem
przy nauce o tamtych rzeczach zupeie tak, jakby kto$ natra-
fil na wykresy wykonane osobliwie i pracowicie reka jakiegos
Dedala albo innego majstra czy tam malarza. Cztowiek znajacy
si¢ na geometrii, zobaczywszy takie rzeczy, uwazalby, ze to ro-
bota bardzo pigkna, ale $miesznie bytoby patrze¢ na nie powaz-
nie, jako na prawdg i chcie¢ ja w nich uchwycic, jezeli chodzi
0 ré6wnos¢, o podwdjnosé lub o inna jakas wspotmiernos¢!e.
Mylaca dla zwolennikéw matematycznego platonizmu jest nie-
$wiadomos¢ réznicy, jaka zachodzi migdzy ideami matematycz-
nymi a przedmiotami matematyki. Platon wyjasnia t¢ sytuacjg
migdzy innymi w Liscie VII.

Proponuje Platon, aby rozwazy¢ przedmiot matematyczny,
koto. Jest ono okreslong struktura, ktorej mozemy przypisac
pewna nazweg. Moglaby ona ulec zmianie, gdyz — jak przeko-
nuje — ,,zadna, twierdzimy [nazwa — B.D.], nie przystuguje zad-
nemu [przedmiotowi — B.D.] na mocy jakiej$ pewnie ugrunto-
wanej zasady i nie ma w tym nic niemozliwego, aby to, co teraz
nazywamy okraglym, nazwac prostym, a to, co prostym, okra-
glym, i aby dla tych, ktérzy nazwy te przestawia i beda je stoso-

wac odwrotnie, nie miaty one mniejszej pewnosci w uzyciu”!'.

10 Platon, Parnistwo, 529de, thum. W. Witwicki.
1" Platon, List VII, 343ab, ttum. M. Maykowska.
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Dalej probujemy wydoby¢ to, co istotne dla kazdej z postrze-
ganych struktur. Dazymy do zgromadzenia w miarg precyzyj-
nych okreslen, ktére moglyby stanowi¢ podstawe wlasciwej de-
finicji. Nastgpnie budujemy taka definicje, twierdzac, ze jest nim
,,t0, czego wszystkie punkty skrajne jednakowo sa oddalone od
srodka”. Definicja ta obejmuje wszystko, co kragle, obte i koli-
ste'. Sledzac dzieje matematyki, nalezy mie¢ $wiadomo$é, jak
trudne moze by¢ zadanie podania wtasciwej definicji. Najczesciej
— twierdzi Platon — formutuje si¢ definicje niedoskonata, opiera-
jaca si¢ na okreslonych wypowiedziach zdaniowych, ktore ,,jezeli
sktadaja si¢ z imion, czyli rzeczownikow i czasownikéw dosta-
tecznie pewnej pewnosci nie posiadaja bynajmniej”’*. W dalszym
postepowaniu mozemy podjac probe zbudowania modelu, czy tez
schematu ogolnego tego, co definiowane. Mozemy tez przedsta-
wic¢ rysunki albo przestrzenne jego reprezentacje. Matematyczny
schemat ogolny czy model przybiera postaé przedmiotu matema-
tycznego. Analiza jego struktury i relacji z innymi strukturami
(przedmiotami matematycznymi) zostaje rozwinigta w teorie
przedmiotu, obejmujaca soba wszystkie wczesniejsze etapy ana-
lizy. Wiedza ta jest najwyzszym stopniem poznania, do ktorego
doj$¢ moze poznajacy podmiot dzigki swoim mozliwosciom po-
znawczym, tj. zmystowym spostrzezeniom, zdolnosci do abstra-
howania i analizie logicznej. Platon wyraza jednak mocne prze-

konanie, ze niezaleznie od stopnia precyzji, wtasciwej czterem

12 Tamze.
13 Tamze.
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wspomnianym poziomom poznania, nalezy mie¢ $wiadomos¢
,Jjak niejasne jest kazde z owych czterech ujawnien”", jak wiele
w nich dowolnosci i niepewnos$ci, w jak wysokim stopniu sa one
uzaleznione od poznajacego podmiotu i jego poznawczych ogra-
niczen na kazdym etapie badania. Tymczasem poznanie mate-
matyczne nie powinno takich niejasnosci ani niepewnosci do-
puszcza¢. Ma by¢ poznaniem, ktdre znamionuje koniecznosc,
powszechnos¢ 1 prawdziwos¢. Musi, zatem istnie¢ — zdaniem Pla-
tona — jaka$ podstawa obowiazywalnosci twierdzen matematycz-
nych, umozliwiajaca spetienie tych warunkow.

Jest nim, jak powiada Platon ,,koto, jako takie” (auto ho ky-
klos) uzasadniajace istnienie wszystkich czterech dotychczaso-
wych ujawnien. Nazwac je trzeba prawdziwym bytem (alethes
on) i istota (to de ti). Owo ,,kolo samo” jest bytem, ktory sytu-
uje Platon ponad czterema ujawnieniami, nazywajac je ,.tym
piatym” (tu pemptu), ktéremu najblizsze jest, umystowe uje-
cie (czwarte ujawnienie). Koto to istnieje jednak inaczej niz
to, ktore jest intelektualnym modelem, czy tez, ktore rysujemy,
badz tym, ktére sporzadza tokarz. Wszystkie one roéznia si¢ od
»kota samego”, jak powiada Platon: ,,[...] przeciwne jest zgota
‘piatemu’ — we wszystkich punktach swych, bowiem styka si¢
z prosta, podczas gdy ‘koto, jako takie’, stwierdzamy, nie za-
wiera w sobie w ogole, ani w mniejszej ani w wigkszej mierze,

czego$, co mu z natury jest przeciwne”!s. | Koto samo” jawi si¢

4 Tamze.
15 Tamze, 343a.
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jako najwyzsza, jedyna i niezmienna miara wszelkiej kolisto-
$ci, jest zatem warunkiem mozliwosci istnienia wcze$niejszych
ujawnien. Poniewaz istnieja kota w naturze, musza one posiadaé
swoja pozapodmiotowa miarg okreslonosci. Jej sposob istnienia
jest r6zny od jej manifestacji, tak jak prawo fizyczne rdzne jest
w sposobie istnienia od jego realizacji fizycznej.

Na tak rozumianej mierze kolisto$ci nie mozna prowadzi¢
zadnych matematycznych operacji. Istnieje ona obecna w ko-
smicznym porzadku i warunkuje istnienie wszelkiej kolistosci.
Warunkuje tez istnienie przedmiotu matematycznego, jakim jest
matematyczny model kota. W tym sensie decyduje tez o ko-
niecznosci, powszechnosci i prawdziwosci przedmiotow mate-
matycznych. Stanowi w ten sposob rodzaj ostatecznego uzasad-
nienia przedmiotow matematyki. Ale nie jest z nimi tozsama.

Idei miar okreslonosci przedmiotéw matematycznych jest
wiele. Platon wyrdznia liczby idealne i idealne figury geome-
tryczne. Nie s one przedmiotami matematyki, lecz ich ontycz-

nymi warunkami'®. Idei takich jest wiele. Wielos¢ ta domaga

16 Sama jednak monada nie jest traktowana jako liczba, lecz jest ro-
zumiana jako zasada liczby, gdyz z monady powstaje kazda liczba.
Kazda zatem liczba stanowi okreslona wielo$¢ monad. Czym jest jed-
nak w istocie owa wielo$¢ bedaca liczba? Jest ona tym, co precyzyjnie
daje si¢ wyrazi¢, jako okreslony stosunek monad. Ale, co najistotniej-
sze, sam stosunek nie jest liczba, liczba stanowi dopiero jego postac.
Przyktadowo liczba dwa stanowi posta¢ stosunku 2:1. W tym sensie
kazda liczb¢ matematyczna (naturalna) wyznacza ogoélna proporcja,
warunkujaca jej bycie i okreslono$é. Owa wspdlna proporcja stanowi
miarg liczby, wyznaczajaca jej niezmienna i trwalg postac. Miara ta
pozwala ,,widzie¢”, czym dana liczba matematyczna w istocie jest,
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si¢ uzasadnienia. Platon decyduje si¢ skorzysta¢ z intuicji Pita-
gorejczykow 1 wprowadza najwyzsze zasady bytowe, ktérych
funkcja jest generowanie wielosci idei oraz okreslanie ich toz-
samosci 1 zréznicowania w stosunku do innych idei. Sa nimi
dwie najwyzsze zasady: Jedno i Nieokreslona Dyada'’. Jedno
jest zasada tozsamosci, Dyada zasada wielos$ci i zréznicowa-
nia. Ich wzajemne oddziatlywanie generuje wielo$¢ idei, przy
czym kazda idea uzyskuje w wyniku dziatania zasad okreslo-
no$¢, granicg (peras) oraz zréznicowanie w stosunku do innych
idei. Idee te staja si¢ z kolei miarami okreslono$ci wszelkich
struktur zjawiskowych, wyznaczajac 1 okreslajac strukturg po-
rzadku kosmicznego. Poniewaz ostatecznym zrodtem okreslo-
nos$ci jest zasada Jedna, to Jedno staje si¢ dla Platona zasada
najwyzsza, ktora utozsami on z najwyzszym Dobrem, gdyz pod-
stawa i przyczyna kosmicznego porzadku musi by¢ uznana za

przyczyng najwyzsza i ostateczna. Z tego powodu zrozumialym

i rozstrzyga¢ w kazdym przypadku, czy mamy do czynienia z licz-
ba matematyczna dwa, czy tez nie. Platon zasadnie okresli ja mia-
nem idei, pragnac za$ odr6zni¢ ja od innych idei i liczb matematycz-
nych nazwie liczba idealna. Liczby te stanowia swoiste catosci i nie
mozna na nich prowadzi¢ operacji matematycznych, sa one bowiem
niedodawalne, tozsame z soba, niezmienne i niezalezne od podmio-
towego stanowienia. Uchwytujac miarg liczby matematycznej dwa,
tzn. liczbe idealna dwa, uchwytujemy istot¢ kazdej matematycznej
dwojki. Uzywajac jezyka opisowego, mozna powiedzie¢, ze liczba
idealna okresla cechy strukturalne kazdej liczby matematycznej. Zob.
B. Dembinski, Pozny Platon i Stara Akademia, Marek Derewiecki,
Kety 2010, s. 36-37.

17 Zob. B. Dembinski, Pézna nauka Platona, dz. cyt.
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jest rOwniez przyznanie jej miana zasady boskiej. Mysl Platona
kulminuje w uznaniu boskiej zasady Jedna-Dobra'®,

W prezentowanych rozwazaniach istotnym wydaje si¢ ko-
niecznos¢ odpowiedzi na jedno jeszcze wazne pytanie: Skad
bierze sig, przyjmowana powszechnie, teza matematycznego
platonizmu gloszaca, ze matematyka jest nauka o bytach ide-
alnych, a przedmioty matematyki sg tozsame ze Swiatem pla-
tonskich idei?

Nalezy zauwazy¢, ze zrodlem tego przekonania nie jest
Platon, lecz jego nastepca Speuzyp'. To Speuzyp zdecydowat,
ze miejsce platonskich idei powinny zaja¢ przedmioty mate-
matyczne. Przypisal im wszystkie atrybuty idei: oddzielne ist-
nienie, wiecznos$¢, niezmienno$¢ i niezalezno$¢ od podmiotu.
Uznat, ze niepotrzebne jest podwajanie §wiatow i przyjmowanie
istnienia czego$ poza sama matematyka. Usytuowat w ten spo-
sob matematyke na szczycie Swiata. Matematyka zajeta miej-
sce platonskiego §wiata idei. Arystoteles uznal ten pomyst za

najgorszy. Pewnie dlatego, ze uwazat, iz Speuzyp chce zasta-

18 Arystoteles zwykl opowiada¢, ze wiekszo$¢ sposrod tych, kto-
rzy stuchali wyktadu Platona O Dobru, odniosta takie oto wrazenie.
Sadzili, ze mowié¢ on bedzie o uznanych dobrach ludzkich, takich
jak bogactwo, zdrowie czy sila, badz o powszechnie podziwianym
szczesciu. Lecz kiedy okazato sig, ze zaczat on moéwi¢ o matematyce
i liczbach, geometrii 1 astronomii, w koncu o tym, ze Dobro jest toz-
same z Jednem, byli zaskoczeni tak paradoksalnym przedstawieniem
sprawy. Cze$¢ nie pojmowata tego, inni w ogdle ganili [takie ujgcie
— B.D.]”; Aristoksenos, Harm. elem. 11, 30-I, thum. wtasne (Testim.
Plat. 7).

19 Zob. B. Dembinski, Pézny Platon..., dz. cyt., s. 109-139.
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pi¢ w ten sposob filozoficzne poznanie §wiata a nawet samo
jego istnienie — matematyka. Filozofom Akademii Arystoteles
czynit zarzut, ze cala filozofig¢ probuja przeksztatci¢ w matema-
tyke®. Kiedy zatem dzisiaj wielu filozofujacych matematykow
twierdzi, ze istnieje samodzielny §wiat matematycznych przed-
miotdw, i Ze jest to Swiat platonski, popetniaja blad. Nie jest to
propozycja Platona, lecz propozycja Speuzypa. Stanowisko to
wzmocnit jeszcze Ksenokrates, kolejny scholarcha Akademii,
ktory zdecydowat zastapic¢ ontologie matematyka, twierdzac, ze
matematyka jest jedyna mozliwa do przyjecia ontologia, ponie-
waz $wiat jest w istocie utworzony i ukonstytuowany wedhug
matematycznych wzorcow i struktur?!.

Warto w tym konteksécie zwroci¢ rowniez uwage na mysl
Arystotelesa. Rozwijat on zazwyczaj intuicje Platona, co spra-
wia, ze chcac zrozumie¢ Platona, nalezy pilnie wstuchiwac si¢
w propozycje Arystotelesa. Jest tak rowniez w przypadku filo-
zofii matematyki.

Arystoteles uznat, podobnie jak Platon, ze przedmioty ma-
tematyki sa wylacznie tworami podmiotu, powstatymi dzigki
zdolnosci do abstrahowania. Jednak, jego zdaniem, zdolnos$¢
ta nie jest wylacznie przyczyna tworzenia modeli, lecz przede
wszystkim pozwala wydoby¢ z realnie istniejacych substancji,
stanow rzeczy, obecny w nich czynnik ilosciowy. Kategoria ilo-

$ci, obecna w realnie istniejacej substancji, jest z niej ,,wydo-

20 Arystotele, Metafizyka, 992a.
2 Zob. B. Dembinski, Pézny Platon..., s. 139-171.
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bywana” moca abstrakcji. Dlatego przedmiot matematyczny
ma swoje ufundowanie i ostateczne uzasadnienie w rzeczach
(substancjach realnie istniejacych), jako ich konieczna skta-
dowa ilosciowa. Poniewaz przedmiot matematyczny jest skut-
kiem procesu abstrahowania, zachowuje cechy, ktore musza mu
przystugiwac: powszechnos¢, prawdziwos¢ i koniecznos¢. Tak
rozumiana filozofia matematyki stata si¢ podstawa oryginalnej
dyskusji i waznego sporu filozoficznego o naturg obiektoéw ma-
tematycznych. Posta¢ i istotg tego sporu przedstawit Arystote-
les w ksiggach M 1 N swojej Metafizyki*.

Przedstawione wyjasnienia pozwalaja zrozumie¢, dlaczego
przedmioty matematyki nie moga by¢ utozsamiane z platon-
skimi ideami, a twierdzenie o ich tozsamo$ci nie ma nic wspol-
nego z filozofia Platona. Jest natomiast skutkiem dziatalnosci
jego nastepcow. Kiedy zatem rozpatrujemy poglady takich fi-
lozoféw 1 matematykow, jak K. Godel, G. Frege, R. Penrose,
G. Ellis, M. Heller czy J. Zycinski®, powinniémy pamigtaé,
ze nie odnosza si¢ one tylko do filozofii Platona, lecz, przede
wszystkim, do specyficznie i szeroko rozumianego platonizmu,

wlasciwego pogladom przedstawicieli Starej Akademii.

2 Arystoteles, Metafizyka, thum. T. Zeleznik, tekst polski oprac. M.A.
Krapiec oraz A. Maryniarczyk, Redakcja Wydawnictw KUL, Lublin
1996.

3 Zob. K. Wojtowicz, Spor o istnienie w matematyce, Semper, War-
szawa 2003; J. Zycinski, Swiat matematyki i jej materialnych cieni,
Copernicus Center Press, Krakoéw 2013; M. Heller, Filozofia i wszech-
swiat, TAIWPNU, Krakow 2006.
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Co nowego w filozoficznym
problemie matematycznosci
przyrody?

Leszek M. Sokotowski
Obserwatorium Astronomiczne Uniwersytetu Jagiellonskiego

Centrum Kopernika Badan Interdyscyplinarnych

What is new in the philosophical problem of why the
material world has mathematical structure?

Abstract
Actually the problem of the mathematical nature of the world is
a purely philosophical one, although it lies at the very foundations
of physics and mathematics (and thus is very interesting for scien-
tists) and as such it is extremely difficult to solve; in consequence
any progress in the field is slow and for many it is unconvincing.
In view of that I endeavour to give a more precise meaning to the
statement that the structure of the material world is determined by
an independent world, that of mathematical notions. The nature of
the relationship between these two worlds is a great riddle and the
core of this riddle is surrounded by a dense cloud of other philo-
sophical riddles which are closely related to it, though (it seems at

present) they are independent of it. I successively peel off these
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surrounding problems in order to get to the very core of ,,the math-
ematicality of the matter”.

First I argue that physics cannot establish whether the matter
might not be subject to mathematical laws of nature, then I discuss
two conceptions of the nature of the physical law, the dualistic and
monistic one. It seems that independently of which conception is
true, none of these helps to solve the problem. In conjunction with
the famous Wigner’s article of 1960 on unreasonable effectiveness
of mathematics in natural sciences I indicate that the problem con-
cerns solely the inanimate matter and does not apply to living or-
ganisms. As a next inevitable step I discuss the view of mathe-
matics as intellectual inquiries independent of the physical world,
which nonetheless perfectly fit this world; in particular I briefly
present the Einstein’s conception of forming physical laws. Finally
I make comments on the problem which unavoidably appears in
this context, namely of whether mathematical notions are discov-
ered or freely created; I indicate (following A. Pelczar and others)
that these two concepts do not exclude each other.

After this journey through a collection of problems closely ac-
companying that of ,,the mathematicality of the matter” it turns out
that we come back to the starting point and we are helplessly fac-

ing the Mystery.

Key words
mathematical nature of the matter, nature of the physical law, phi-

losophy of mathematics.
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ytut jest nieco mylacy', bowiem sugeruje, Ze ostatnio poja-
Twﬂo si¢ co$ istotnie nowego w tym problemie. W rzeczywi-
stosci postep jest niewielki i aby zmniejszy¢ t¢ zwodniczos$¢ za-
znaczylem w tytule, iz problem jest filozoficzny. Dla czytelnika
znajacego mysl Leszka Kotakowskiego jest to sygnat czytelny.
Filozof ten bowiem wielokrotnie powtarzal, iz zaden z wielkich
problemdw filozoficznych (najczesciej wywodzacych sig ze sta-
rozytnej Grecji) nie zostat dotad zadowalajaco rozwiazany i nic
nie wskazuje, by w przysztosci miato si¢ to zmieni¢. Zagadka
matematycznosci przyrody zapewne nie jest az tak wielkim pro-
blemem jak te, ktore Kotakowski miat na mysli, ale dla czesci
przyrodnikow, zwlaszcza sporej grupy fizykow, jest to problem
doniosty. Patrze na niego oczami fizyka i sadze, ze warto go dys-
kutowac, chociaz bez wiary, iz zblizymy si¢ do jego rozwiaza-
nia. Moim zamiarem jest wprowadzenie pewnego porzadku do
chaosu pytan otaczajacych ten problem.

Zaczaé nalezy od tego, ze fizyka nie jest w stanie odpowie-
dzie¢ na pytanie, dlaczego przyroda jest matematyczna? Mate-

matyczno$¢ przyrody jest hipoteza robocza, z jaka fizycy przy-

' Niniejszy artykul wykorzystuje w znacznym stopniu mdj wcze-
$niejszy tekst Pare uwag o matematycznosci przyrody, ktory ukazat
si¢ w pierwszym tomie serii Archai. Filozofia a nauka zatytutowa-
nym Nauka w filozofii. Oblicza obecnosci pod redakcja S. Butryna,
M. Czarnockiej, W. Lugowskiego i A. Michalskiej, Wydawnictwo
IFIS PAN, Warszawa 2011. Dzigkuj¢ prof. Malgorzacie Czarnockiej
za zgodg na skorzystanie z tamtejszego artykutu.
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stgpuja do badania materii i hipoteza, ze materi¢ nalezy badac
potaczeniem metody empirycznej (eksperymentu) i matema-
tycznego opisu przebiegu zjawisk jest w istocie tym, co odroz-
nia fizyke od pozostatych nauk zajmujacych si¢ Swiatem nie-
ozywionym, takich jak chemia czy geologia. Jest to hipoteza
robocza, a nie zatozenie wstgpne. Hipoteza robocza nie ma wia-
snego uzasadnienia a priori 1 trzeba ja sprawdzi¢ prowadzac
wedlug niej badania. Hipoteza matematycznos$ci przyrody oka-
zala si¢ niezwykle trafna i dzigki niej fizyka odniosta oszatamia-
jacy sukces. Najwigksi fizycy, Galileusz, Newton, Einstein, Di-
rac, kolejno stwierdzali, ze matematyka jest sposobem myslenia
o przyrodzie. Zawsze podkreslali, ze jest to hipoteza wyjsciowa,
ktora nastgpnie byta wspaniale przez nich potwierdzana. Fizyk
przed t¢ hipoteze cofna¢ si¢ nie moze. Wedlug fizyka pytanie
czy swiat mogtby by¢ niematematyczny? jest bez sensu. Gdyby
przyroda byta niematematyczna, to znanej nam fizyki na pewno
nie byloby. Jaki bylby taki $wiat? Przed laty Heidegger zadzi-
wiatl niemieckich mieszczan rozmyslaniami ,,dlaczego istnieje
swiat, a nie nico$¢?”. Fizyka nie ma aparatu poznawczego, by
ustali¢, czy przyroda mogtaby by¢ niematematyczna i jaka by-
laby wtedy; tu mozna tylko swobodnie dywagowac, pilnujac
si¢, by nie batamuci¢ stuchaczy. Czgsto pojawia si¢ wyobraze-
nie, iz niematematyczny §wiat bylby czyms$ na ksztalt marzen
sennych. Jako fizyk mam na ten temat odmienna hipotezg. Aby
cokolwiek dostrzec, muszg wejs¢ w oddziatywanie moimi re-
ceptorami z tym czyms, a oddziatywanie jest mozliwe dzigki

temu, Ze receptory i ten obiekt podlegaja tym samym prawom.
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Co$, co niczym nie oddzialuje, nie istnieje dla $wiata. Swiat
bez $cistych praw, bez oddziatywan, nie istnieje. Nie wdajac
si¢ w proézne rozwazania, czy ,,nie istnie¢” oznacza ,,nie istnie¢
dla innych”, czy tez ,,nie istnie¢ dla samego siebie” i jaka jest
migdzy nimi réznica, powiem krotko: dla przyrody brak mate-
matycznych praw, ktorym podlega, oznacza przemiang jej nie
w marzenie senne, lecz w nico$¢. Jednak — stwierdzam to wy-
raznie — jest to tylko niesprawdzalna hipoteza.

Tak czy owak, sukces fizyki i opartej na niej techniki jasno
méwi, ze matematycznos$¢ jest konstytutywna
cecha materii. Ijesttoprawda obiektywna, zupehie nieza-
lezna od nas i naszego istnienia; to nie jest cos, co fizycy wmo-
wili w przyrodg, a przede wszystkim w innych ludzi. Modna
w niektorych naukach spotecznych teza, iz ,,prawda obiektywna
nie istnieje, sa tylko rozne punkty widzenia” jest by¢ moze praw-
dziwa (czy aby sama siebie nie unicestwia?) w tych naukach, do
przyrody nie stosuje sig.

Dlaczego zatem matematyczno$¢ przyrody jest zagadka,
ktora zadziwiata najwigksze umysty? Mozna przeciez powie-
dzie¢, ze matematycznos$¢ identyfikuje materig, czyli odroznia
ja od tworow niematerialnych — idei — ktore na ogdt od mate-
matyki sa niezalezne. Obrazowo (i niescisle) mozna to ujaé tak,
ze matematyka jest dla materii tym, czym pidra dla ptakow. Jest
tu jednak istotna réznica. Pidra jednoznacznie charakteryzuja
ptaki (pomijam tu kopalne gady, przodkow ptakow), lecz o pio-
rach dowiedzieliSmy si¢ patrzac na ptaki, to nie byt niezalezny
od nich wytwor ludzkiego umystu. Natomiast matematyka
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i przyroda zdaja si¢ istnieé¢ niezaleznie, ma-
tematycy nie sa przyrodnikami. Wedlug Rogera Penrose’a ist-
nieja trzy Swiaty, ktore nazywa 3 M, tworzace trojkat wzajem-
nych oddziatywan i powiazan,

Mind “—> Mathematics
N 2y
Matter
Pewien fragment matematyki (bedg o tym mowic dalej) jest
systemem pojeciowym fizyki, czyli stanowi strukture praw fi-
zyki, ktore z kolei sg abstrakcyjnym i nieskonczenie skondenso-
wanym opisem zjawisk fizycznych, a jednocze$nie okresla nasz
sposob myslenia i jest wytworem naszego umyshu. Jaka jest fak-
tyczna relacja sprawcza matematyki do materii i na odwrot? Ina-
czej mowiac, czym wilasciwie jest prawo fizyki, jaki jest jego sta-

tus ontyczny?

Wydaje sig, ze mozliwe odpowiedzi na pytanie o istotg¢ prawa
fizyki maja charakter dychotomiczny.

. Dualizm
Jest to wersja matematycznego platonizmu. Prawa fizyki

znajduja si¢ w $wiecie matematyki, stanowia

jego czes$¢é sa wzgledem materii nadrzedne
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i logicznie pierwotne. Prawa fizyki rzadza nie tylko
istniejacym $wiatem materialnym; one sprawity, ze Wszech-
swiat wylonit sig¢ z pierwotnej osobliwosci (Wielki Wybuch),
ktora jest poza zasi¢giem naukowego poznania. Jezeli Wszech-
$wiat mial nie tylko poczatek, lecz jak wynika z pewnych teorii
bedzie mie¢ tez koniec (Wielki Kres), to w osobliwosci kon-
cowej zniknie materia, czas 1 przestrzen, pozostana natomiast
prawa fizyki pozbawione desygnatu. Taka koncepcj¢ prawa fi-
zyki zdaje sig sugerowac (zdaniem niektorych fizykow) ogdlna
teoria wzglednosci, ktora zakwestionowata dogmat przedrela-
tywistycznej fizyki o wieczno$ci materii i calego §wiata. Rze-
czywiscie, jezeli osobliwos$ci czasoprzestrzeni, w ktorych za-
lamuje si¢ calo$¢ poznania naukowego, sa rzeczywistoscia,
a niec wada 1 artefaktem teorii Einsteina, to bez zalozenia lo-
gicznej pierwotnosci praw fizyki wzgledem materii trudno jest
wyjasni¢, jak regularny swiat mogt wytoni¢ si¢ z osobliwosci.
Czesto przywotywana w tym kontekscie teoria kwantowej gra-
witacji jest wciaz w stadium zalazkowym i nic na ten temat po-
wiedzie¢ nie moze.

Dualistyczna koncepcja praw fizyki napotyka jednak za-
sadnicza trudno$¢: skoro prawa fizyki sa zewngtrzne wzgledem
materii, to nie wiadomo, jak one steruja materia i jak materia po-
trafi si¢ im podporzadkowac.

Trudnos$¢ te najlepiej ilustruje nastgpujacy przyktad. Nie-
mal kazdy studiujacy fizyke stwierdza, ze pojeciowo trudna jest
mechanika kwantowa i szczeg6lna teoria wzglgdnosci (wbrew

obiegowym wyobrazeniom kto$, kto zrozumiat t¢ ostatnia, nie
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ma wigkszych ktopotow ze zrozumieniem ogélnej teorii wzgled-
nosci), a potem przychodzi ich synteza, relatywistyczna mecha-
nika kwantowa. Zwlaszcza teoria elektronu Diraca przez wiele
dziesigcioleci uchodzita za najtrudniejsza teorig fizyki. Jako stu-
dent uczestniczylem w zjezdzie naukowych kot studentow fi-
zyki 1 starszy kolega zadal w swoim referacie zasadne pytanie:
»Jjezeli ja bedac fizykiem, mam trudnosci ze zrozumieniem tresci
fizycznej relatywistycznego rownania Diraca dla elektronu, to
jak durny elektron daje sobie z tym radg?”. Ta kwestia nurtowata
i nadal nurtuje wielu fizykow; pytanie to widzialem sformuto-

wane w artykule pewnego Amerykanina kilkanascie lat temu.

[l. Monizm

Prawa fizyki sa istotnie rozne od praw jurydycznych, ktore na-
ktadane sa na jednostke ludzka i spoteczenstwo w sposob czg-
sciowo arbitralny, podlegaja wigc duzym zmianom. Przysto-
wiowy Robinson Crusoe zyje na bezludnej wyspie wolny od
praw jednostkowych i spotecznych. Od praw fizyki uwolni¢ si¢
nie mozna. Prawa fizyki nie sa nakladane na
materi¢ z zewnatrz — one stanowia jej in-
herentna konstytutywna cecheg. Nieistnieje,,goty”
elektron, ktory jest nastgpnie ubierany w prawa fizyki. Elektron
to czastka materii, ktora ze swej istoty podlega prawom fizyki,
znanym i nieznanym, ktore go definiuja na rowni z charakte-
rystykami liczbowymi: masa, tadunkiem i spinem. Ostrozniej-

sze sformutowanie tej koncepcji glosi, iz rozwiazania
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rownan fizyki sa ,wdrukowane” w elektron
i inne sktadniki materii. Luznej analogii dostarczaja
ptaki. Niektore ich gatunki zadziwiaja nas misterna konstrukcja
gniazd. Ptaki nie ucza si¢ tego od rodzicow. Gdy wykluwaja si¢
z jajek, gniazdo jest juz gotowe, a w nastgpnym roku same bu-
duja takie; ta umiejgtnos¢ jest wdrukowana w ich mozgi i bio-
logicznie dziedziczona. My uczymy si¢ (z wysitkiem) rowna-
nia Diraca, natomiast elektron, bedac materialnym przedmiotem
tego roéwnania, ma je wbudowane w siebie i bez niego bytby
czyms$ zupehie innym. Nie musi si¢ uczy¢ jego rozwiazan i jak
si¢ wedtug nich poruszac, bo one tkwia w nim.

Prawa fizyki nie istnieja jako samodzielne byty gdzie$ poza
materia — to my je wymyslamy, by skompresowac w skonczonym
ciggu znakow opis wszystkich zjawisk fizycznych, ktory tacznie
ma nieskonczong dtugos¢. Innymi stowy istnieja tylko zbiory
rozwigzan rownan Diraca, Maxwella, Newtona, Einsteina i in-
nych, wcielone w materig, ktore my odczytujemy z ruchow ma-
terii. Empirycznie istnieja te rozwigzania, bo je widzimy w eks-
perymentach; prawa fizyki sg abstrakcyjnym ekstraktem z tych
obserwacji. W poréwnaniu z dualizmem ontyczny status praw fi-
zyki jest nizszy, one nie sa niezaleznymi bytami, tym niemniej sa
realne. Istnieje wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowanie po-
migdzy réwnaniem roézniczkowym i pelnym zbiorem jego roz-
wiazan, jezeli wigc empirycznie ustalimy dostatecznie duzo roz-
wiazan opisujacych ruch okreslonej formy materii (np. tadunkéw
elektrycznych), to z duza wiarygodnoscia odtworzymy odpo-

wiadajace im rownanie (np. rownania Maxwella).
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Monizm zawiera mniej nieweryfikowalnych hipotez, wpro-
wadza mniejsza liczbg niezaleznych bytow i lepiej pasuje do fi-
zyki, ktéra nie ma ambicji, by ustalac¢ ,,istotg rzeczy”, by pozna-
wac, mowiac jezykiem Kanta, ,,rzecz sama w sobie”. Dualizm
jest czgsciej postawa matematykow i ,,matematykujacych” fizy-
koéw. Przyznaje jednak, ze jest to moja intuicyjna i subiektywna
ocena, nic mi nie wiadomo, by prowadzono tu jakie$ badania
statystyczne. Problemem monizmu jest to, co wspiera dualizm:
jak Wszechswiat powstat w Wielkim Wybuchu, skoro prawa fi-
zyki rodzily si¢ razem z nim?

Zarowno monizm jak i dualizm przyjmujq za fakt dowie-
dziony przyjeta na wstepie hipotezg robocza, iz prawa fizyki
maja natur¢ matematyczna. Nie odpowiadaja zatem na zasad-
nicze pytanie: dlaczego matematyka odkrywana i wymyslana

przez matematykow ma cos wspolnego z przyrodq?

Postawione wyzej pytanie zadawato wielu wybitnych uczonych;
znane sa wypowiedzi Einsteina na ten temat. Tutaj zacytuj¢ mysl
Stevena Weinberga, wypowiedziang w 1977 r. w stynnej ksiazce
popularnonaukowej Pierwsze trzy minuty: Trudno uswia-
domi¢ sobie, ze liczby i réwnania, ktérymi
bawimy si¢ przy naszych biurkach, maja
co$ wspolnego z rzeczywistym $§wiatem. Za-

dziwienie, iz matematyka nadaje si¢ do opisu $wiata material-
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nego, najtrafniej wyraza prawo sformutowane w 1960 r. przez
matematyka i fizyka Eugene’a Wignera: niepojgta jest
skuteczno$¢ matematyki w naukach §cistych
i technice; pojawito si¢ ono w formie rownowaznika zdania
w tytule jego glosnego artykutu. Warto doda¢, ze Wigner uzyt
w tytule zwrotu ,,w naukach przyrodniczych” (natural scien-
ces), lecz z tresci artykutu jasno wynika, ze chodzito mu o fi-
zyke, chemig, astronomig, technik¢ i metody statystyczne. R6z-
nica jest istotna. W jakis$ czas p6zniej (daty nie potrafig ustali¢)
wybitny matematyk rosyjski Izrael Gelfand podat swoje prawo:
niepojgta jest nieskuteczno$¢ matematyki
w naukach biologicznych. Obserwujemy wprawdzie
powolne i state wkraczanie matematyki do rozmaitych (po-
bocznych) dziatéw biologii, lecz wiodace dziedziny nauk bio-
logiczno-medycznych korzystaja z niej w stopniu marginalnym.
Jaskrawym przyktadem tego, ze matematyka nadal pozostaje
na peryferiach biologii, byt gltosny spor (miat miejsce po roku
1987) czotowego biologa ewolucyjnego, Ernsta Mayra, ze Ste-
venem Weinbergiem. Spor dotyczyt redukcjonizmu w naukach
przyrodniczych, jest jednak jasne, ze w naukach $cistych reduk-
cjonizm jest filozoficznym okres$leniem na matematyczna nature
przyrody. Logiczno-dedukcyjna struktura tych nauk implikuje
pewna forme redukcjonizmu. Wystepujac ostro przeciw reduk-
cjonizmowi, Mayr faktycznie odmawiat matematyce wigkszego
znaczenia w biologii. Co jest tego przyczyna? Standardowa od-
powiedz brzmi, ze winna temu jest ogromna ztozono$¢ struk-

tury uktadow biologicznych w porownaniu z prostota obiektow
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fizycznych i chemicznych. W przysztosci (raczej odleglej) bio-
logia réwniez zmatematyzuje sig¢. Teza ta jest niezbyt przeko-
nywujaca. Po pierwsze dlatego, ze odpowiedz o nature (mate-
matyczng) $wiata istot zywych odsuwa si¢ w daleka przysztosé,
sugerujac zarazem, ze wiemy jaka ta odpowiedz bedzie. Z hi-
storii nauk przyrodniczych wiemy natomiast, ze przysztosc¢ jest
nieprzewidywalna i niemal zawsze okazywata si¢ radykalnie
odmienna od oczekiwan nawet najwigkszych autorytetow na-
ukowych. (Gdy przy okazji okragtych dat lub jakich$ rocznic
gazety petne sa prognoz co bedzie potrafita medycyna w roku
2050, nie warto si¢ martwi¢, ze my tych cudéw juz nie docze-
kamy. Bedzie inaczej.) Po drugie dlatego, ze idea unifikacji nauk
przyrodniczych za pomoca matematyki jest niezgodna z emer-
gentnos$cia cech materii i sposobow ich opisu na coraz wyzszych
poziomach organizacji materii.

Wyptywastad wniosek: problem matematycznos-
ci przyrody dotyczy materii nieozywionej.
To z kolei jest niezgodne z rozpowszechniong teza o jednosci
przyrody we wszystkich skalach (mikro$wiat, makroswiat, me-
gaswiat) i na wszystkich poziomach organizacji. Emergentno$¢
cech i struktur materii nie pasuje do matematycznosci przyrody.
Czy jest to niezgodno$¢ istotna, wskazujaca na fundamentalna
cechg materii, czy tez my czego$ nie rozumiemy i matematycz-
no$¢ pojmujemy btednie, pozostaje kwestia otwarta.

Centralny problem brzmi zatem: dlaczego materia nie-
ozywiona jest matematyczna? Tu juz nie mozemy ominac klu-

czowego pytania, ktore nasuwato si¢ od poczatku: co fo jest
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matematyka? Definicji nie ma i zapewne nie bgdzie. To, co kom-
petentni matematycy uwazaja za matematyke, obejmuje tak od-
mienne konstrukcje logiczne, iz rozpowszechniony jest poglad,
ze ewentualna definicja matematyki nie bytaby krotsza od ciagu
wszystkich twierdzen matematycznych uwazanych za wazne.
Z braku definicji nalezy siggna¢ do istotnych cech matematyki,
ktore daja si¢ wyrazi¢ jasno. W swoim artykule z 1960 r. Wigner
wskazat takie cechy; nie moga one stuzy¢ za definicjg, bowiem
nie okreslaja one matematyki w sposoéb wyczerpujacy i jed-
noznaczny. Wigner okre$lit matematyke jako lo-
gicznie uporzadkowana swobodna kreatyw-
nos$¢. Wedhig jego okreslenia, ktore zyskalo powszechne
uznanie, matematyka jest umiej¢tnoscia wykonywania pomy-
stowych operacji na starannie dobranych pojgciach, umiejegt-
no$cia stworzong wlasnie w celu wykonywania tych operacji
w sposOb maksymalnie pomystowy. Kluczowe jest tu tworzenie
nowych poje¢, poddanych ostrej selekcji. Matematyka szybko
wyczerpalaby zasob interesujacych twierdzen, gdyby nie wpro-
wadzano nowych pojec¢, ktorych whasnosci wyrazane sa w no-
wych twierdzeniach. Tworczo$¢ ta podlega scistym regutom
logiki, ponadto bardzo pozadane sa powigzania nowych pojec
i twierdzen z istniejaca juz matematyka. Idea tej kreatywno-
$ci jest wprowadzanie nowych bytow matematycznych, ktorym
mozna przypisac, nie jawnie w samej ich definicji, lecz w dowo-
dzonych nastgpnie twierdzeniach, bardzo interesujace wlasci-
wosci. Poréwnajmy to z malarstwem $redniowiecznym, w kto-

rym istniata okreslona liczba tematow, najczesciej religijnych,
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i w ktorym tworczo$¢ artystyczna polegata na poglebionej, ory-
ginalnej i niepowtarzalnej realizacji jednego z tych tematow.
Matematyk rowniez najczesciej pracuje w jednym z istnieja-
cych tematoéw badawczych i rozwiazuje znane (specjalistom)
problemy. Jednak zasadniczy postgp polega na tworzeniu no-
wych tematoéw, radykalnie odmiennych od istniejacych, a za-
razem majacych glgbokie z nimi powiazania, na wkraczaniu
w nowe przestrzenie mysli matematycznej. Tworczy matema-
tyk musi mie¢ ogromna wyobraznig.

To wszystko rozgrywa si¢ w zamknigtym kregu matematyki
1 matematykow, bez kontaktu ze §wiatem zewngtrznym. Ener-
gia tworczosci matematycznej nie podlega zachowaniu i nie wy-
maga zadnego zasilania z zewnatrz. Matematyka zywi si¢ sama
soba, najlepsza pozywka dla tworczej intuicji jest matematyka
juz istniejaca. Oczywiscie wazne sa tez inspiracje spoza niej
(ten czynnik jest eksponowany, gdy mowi si¢ o tym, ze twor-
czo$¢ matematykow stuzy nie tylko im), dzigki nim powstaty
m.in. teoria dystrybucji i geometria lorentzowska, jednak nie
one nadaja kierunek rozwoju. Matematyka rozwija si¢ catko-
wicie autonomicznie — zgodnie z wlasnymi zainteresowaniami
1 potrzebami.

Wielcy fizycy, Einstein, Dirac, Wigner, Weinberg, zgodnie
twierdzili, iz zagadka matematycznos$ci przyrody nie jest filo-
zoficznym pseudoproblemem, lecz problemem siggajacym pod-
staw poznania naukowego. Wszystko, co wiemy o matematyce,
jednoznacznie wskazuje, iz nie ma logicznych pod-

staw twierdzenie, ze matematyka ma cokol-
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wiek wspolnego ze Swiatem materii. OczywiScie
historia nie biegla tak prosto jak sugeruje to ta teza. W dzie-
jach matematyki mamy okresy, gdy jej rozwoj niemal w ca-
oéci byt inspirowany potrzebami fizyki i techniki. Od XVII
do XIX wieku rachunek rézniczkowy i catkowy, teoria rOwnan
rozniczkowych i geometria rozniczkowa byly tworzone na za-
moéwienie mechaniki, astronomii, hydrodynamiki i elektrodyna-
miki. Zastosowania matematyki sa tym, z czego matematycy
Zyja 1 co nadaje matematyce spoleczna range wyzsza niz uwiel-
biana przez wielu gra w szachy. Jednak w ciagu XIX wieku
utrwalilo si¢ przekonanie, iz te zastosowania sa jedynie (zycio-
dajna) premia, a matematyka jest autonomiczna dziedzing ak-
tywnosci intelektualnej, rozwijajaca si¢ wtasng dynamika okre-
slona wlasnymi potrzebami i zainteresowaniami, bez ogladania
sig¢ na $wiat zewnetrzny. W XX wieku doprowadzito to do sy-
tuacji wrecz komicznych, gdy wielu wybitnych matematykow
(np. Edmund Landau) z duma twierdzito, ze przyrodoznawstwo
ich nie interesuje i nic w tej dziedzinie nie wiedza. Powtdrzmy

zatem: dlaczego przyroda jest matematyczna?

Podejdzmy do problemu z innej strony. Jak powstaje matema-
tyczny opis rzeczywistosci fizycznej? Na ten temat istnieje ol-
brzymia literatura napisana przez filozoféw nauki i metodolo-

gow, jest to jeden z paru centralnych probleméw filozofii nauki;
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sporo jest tez wypowiedzi samych fizykow. W moim przeko-
naniu — jest to amatorskie spojrzenie fizyka na filozofi¢ nauki
— istote rzeczy najtratniej ujat Einstein, a filozofowie nauki kil-
kadziesiat lat p6zniej z mozotem i fragmentarycznie dochodza
do tez, ktére on sformutowat jasno. Zdaniem Einsteina przypo-
rzadkowanie naszym wrazeniom zmystowym poje¢ ogoélnych
porzadkujacych i klasyfikujacych obiekty fizyczne i zjawiska,
jakie w nich zachodza, a nastgpnie przyporzadkowanie tym po-
jeciom obiektow matematycznych, z ktoérych konstruujemy teo-
rie fizyczne, jest jak najdalsze od oczywisto$ci i jednoznaczno-
sci. To jest swobodna gra poje¢¢. Idea swobodnej gry
pojec¢ jest wedlug niego kluczowa dla zrozumienia istoty pracy
badawczej fizyka. Ze zbioru dostgpnych mu danych empirycz-
nych fizyk wybiera fakty, ktore uwaza za istotne i przypisuje im
ogolne pojecia fizyczne, a tym nadaje precyzyjna forme identy-
fikujac je z pewnymi obiektami matematycznymi. Przypisywa-
nie obiektow matematycznych pojgciom fizycznym moze by¢
rozciagnigte w czasie, a moze by¢ jednym aktem tworczosci na-
ukowej z samym tworzeniem tego pojecia. Zmatematyzowane
pojgcia fizyczne nie sa warto$cia sama w sobie, sa tyle warte,
ile warta jest teoria fizyczna z nich zbudowana. I znowu, kon-
struowanie teorii moze trwac¢ dlugo i moze do niej wies¢ droga
kreta, a moze teoria powsta¢ szybko, gdy pojecia i ich formy
matematyczne sa dopasowywane do tworzonej teorii (przykta-
dem jest mechanika kwantowa). Celem ostatecznym, majacym
warto$¢ obiektywna, jest teoria fizyczna, w ktorej w skonczone;j

liczbie aksjomatow jest skondensowana (,, jest spakowana” mo-
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wiac jezykiem komputerowym) nieskonczona ilos¢ informacji
o pewnej formie materii i zjawiskach w niej zachodzacych. Ta
procedura byta znana i rozumiana przed Einsteinem, on zwr6-
cit uwagg, ze zaden z jej etapdw, poczynajac od wstepnego two-
rzenia pojg¢, az po tworzenie teorii, nie jest w najmniejszym
stopniu zdeterminowany. Ztudne bylo przekonanie neopozyty-
wistow logicznych, iz teoria daje si¢ wyprowadzi¢ indukcyjnie
z dostatecznie duzego stosu faktow doswiadczalnych. Indukcja
oparta na pewnych oczywistosciach moze by¢ wrecz bledna. Je-
dyna sita niemechaniczna, z ktéra mamy na co dzien do czynie-
nia, jest sifa cigzenia; ogot doswiadczen wskazuje, iz jest to sita
przyciagajaca. Wydaje si¢ wigc oczywiste, ze teoria grawitacji
winna by¢ teoria przyciagajacej sity dziatajacej na odlegltosé.
Taka teorig jest teoria powszechnego cigzenia Newtona; nato-
miast ogolna teoria wzglednosci w ogdle nie operuje pojeciem
sity, bowiem nie jest ono dobrze zdefiniowane matematycznie,
a przyciagajacego charakteru oddzialywan dowodzi si¢ w niej
W sposob, ktory nie jest uniwersalny.

Powtorzmy za Einsteinem: konstruowanie opisu zjawisk fi-
zycznych to swobodna gra pojeé, w ktorej ograniczeni jeste-
$my tylko regutami logiki. O tym, jakie pojecia wprowadzimy
i jakie wlasnosci im przypiszemy, decyduje intuicja, spostrze-
gawczos¢, przenikliwos¢. Cata gra jest podporzadkowana ce-
lowi ostatecznemu, jakim jest zbudowanie udanej teorii fizycz-
nej i ta jest jedynym jej uzasadnieniem.

Historia fizyki jest jednym wielkim cmentarzyskiem idei,

koncepcji i teorii. Ogromna wigkszo$¢ nieudanych pomystow
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zostaje natychmiast zapomniana i o ich chwilowym istnieniu
mozemy si¢ dowiedzie¢ jedynie przegladajac stare roczniki cza-
sopism naukowych. Tylko bardzo nieliczne z nich utrwality si¢
w historii 1 pamigci: flogiston, cieplik, eter, perpetuum mobile,
w nowszych czasach idea analitycznej macierzy S, a z naszej
epoki zapamigtane zapewne zostang superstruny i wielo§wiaty.
W swobodnej grze pojeé najczesciej przegrywamy.

Udane pojecia, takie jak energia cieplna, temperatura, entro-
pia szybko zostaja przyswojone i dzisiaj dziwimy sig, ze kiedy$
sprawiaty trudnosci. Dopiero w XIX wieku jasno rozrézniono po-
jecia temperatury i ilosci ciepta. Wezesniej nagminnie mylono
rzeczy dla nas oczywiste: ze talerz goracej zupy zawiera wigcej
energii cieplnej niz ptomien zapalki, za to ptomien jest gorgtszy.

Widzimy zatem wyrazne podobienstwo pracy matematyka
i fizyka — obaj prowadza swobodna gre pojec. Zarazem kazdy
z nich prowadzi t¢ gr¢ w inny sposob. Dla matematyka gra po-
j¢¢ ma charakter wewngtrzny — jest to swobodna kreacja w za-
mknigtym $wiecie idei, byle tylko dosta¢ interesujaca matema-
tycznie konstrukcje. Gra fizyka, przeciwnie, jest skierowana
na §wiat zewngtrzny: tworzone przez niego pojecia maja sens
tylko wtedy, gdy pozwalaja skompresowac opis rzeczywistosci
fizycznej. Jak powiedziatem, w tej swobodnej grze pojec z przy-
roda najczesciej przegrywamy. Biorac pod uwagg charakter tej
gry, to jest to catkiem zrozumiate. Dziwne jest raczej to, ze zda-
rzaja si¢ sukcesy i to zdumiewato Einsteina: ,,najbardziej nie-
pojete w Swiecie jest to, ze daje si¢ w ogole pojac” (jest intel-
ligibilny).
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Tu dochodzimy do kolejnego problemu tkwiacego
w otoczce zagadnienia matematycznosci przyrody. Jak mozliwe
jest przyrodoznawstwo matematyczne? Jak to mozliwe, ze lu-
dzie bedacy produktem naturalnej ewolucji biologicznej, ktora
formowata i utrwalata tylko te zdolnosci, ktore sa niezbedne do
biologicznego przetrwania osobnika, posiedli umiejetnosci po-
znawcze daleko wykraczajace poza potrzeby egzystencjalne?
Nie znamy jak dotad odpowiedzi i raczej przypuszcza sig, ze
nalezy jej szuka¢ w biologii ewolucyjnej, aczkolwiek koncep-
cja trzech $wiatow 3 M Penrose’a sugeruje, iz ostateczne wyja-
$nienie tkwi glebiej niz siggnaé moze teoria ewolucji. Zamiast
tego ogolnego pytania stawia si¢ konkretny problem epistemo-
logiczny: czy istnieje prawo fizyki tak skomplikowane, ze jest
poza zasiggiem naszego umystu? Ten problem mozna rozwazaé
z trzech stron. Czy ,, istnieje ” oznacza prawo faktycznie obowiq-
zujqce w swiecie, czy tez chodzi o samq mozliwosé skonstruowa-
nia go przez odpowiednio potezny intelekt? Po drugie, jak rozu-
mie¢ skomplikowanie tego prawa? I po trzecie, co znaczy ,,poza
zasiggiem naszego umystu”? Nowoczesna matematyka abstrak-
cyjna jest poza zasiggiem wigkszosci ludzi. Czy chodzi zatem
o prawo, ktorego nikt nie jest w stanie pojac¢? Czy raczej cho-
dzi prawo, ktore da si¢ zrozumie¢, lecz ktore jest bardzo trudno
wykry¢ w przyrodzie? W tym ostatnim przypadku mozna podac
przyktad prawa, ktore jest praktycznie niewykrywalne, bowiem
jest nicodroznialne od chaosu.

Rozwazmy pewien uktad fizyczny, ktory ma 10 stanow fi-
zycznych ponumerowanych od 0 do 9. Uktad ten podlega prawu
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stanowiacemu, iz stan uktadu zmienia si¢ co sekundg i poczy-
najac od pewnej chwili poczatkowej ciag kolejnych stanow
przedstawia rozwinigcie dziesigtne okreslonej liczby niewy-
miernej. Zat6zmy, ze obserwujemy ten uktad od chwili poczat-
kowej i prawidtowo ponumerowali§my jego stany kierujac sig
ich wlasno$ciami. Jezeli ujrzymy ciag standéw rozpoczynajacy
sig¢ od 141592653589793238..., to na mysl przyjdzie nam liczba
7 i uznamy, ze ciag ten jest Scisle zdeterminowany. Jezeli jednak
prawo to nakazuje, by ciag stanéw byt rozwinigciem dziesigt-
nym liczby n %, e lub jakiejkolwiek innej liczby niewymiernej,
to zidentyfikowanie obserwowanego ciagu cyfr z rozwinigciem
tej liczby jest niemozliwe, bowiem zbidr liczb niewymiernych,
ktore nalezatoby sprawdzié, jest nieprzeliczalny. Poza przypad-
kiem 7 oraz e kazdy taki ciag bez watpienia uznamy za czysto
chaotyczny.

Mozna przypuszczaé, ze problemy intelligibilnosci $wiata
oraz matematycznos$ci przyrody taczy gleboki zwiazek, ktory
ujawni sig, gdy rozwiazemy drugi problem. Na razie jednak,
oprocz podobienstwa obu probleméw, zadnego zwiazku nie wi-
da¢ i nalezy je oddzieli¢. Z punktu widzenia celu, do ktérego
zmierzamy, istotne jest, ze przynajmniej niektore
prawa fizyki potrafimy odkry¢ i maja one
naturg matematyczna.

Problem formutujemy nastepujaco: dlaczego swobodna gra
poje¢ matematyka pasuje do przyrody? Przyktaddw jest wiele,
tu podam ten, ktory zrobit na mnie duze wrazenie. Od konca

XIX wieku wielu matematykow, przede wszystkim David Hil-
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bert i jego krag, zajmowato si¢ czysto matematycznym proble-
mem rozwijania funkcji w szeregi Fouriera (szeregi trygonome-
tryczne) i do potowy lat dwudziestych XX wieku sformutowali
podstawy analizy funkcjonalnej. Gdy przed 1930 rokiem po-
wstata radykalnie nowa teoria fizyczna, mechanika kwantowa,
okazato sig, ze potrzebny jej aparat matematyczny zostat wia-
$nie stworzony, trzeba je tylko skojarzy¢. Szybko rozpoznano,
ze kwantowa fala prawdopodobienistwa jest wektorem w pewnej
przestrzeni funkcyjnej — przestrzeni Hilberta, a operatory roz-
niczkowe generujace z tej fali wartosci wielkosci fizycznych sa
operatorami samosprzgzonymi dziatajacymi w tej przestrzeni.
Sam Hilbert zywo interesowat si¢ rozwojem fizyki, jednak
w powstaniu mechaniki kwantowej nie odegrat zadnej roli i nie
szukal w fizyce zastosowan dla analizy funkcjonalnej. Pomimo
niezalezno$ci swoich badan matematycznych od $wiata rzeczy-
wistego Hilbert i inni stworzyli co$, co pod kazdym wzgledem
idealnie pasowato do zjawisk kwantowych. Zbior wartosci wta-
snych operatora samosprz¢zonego w przestrzeni Hilberta na-
zwali matematycy widmem tego operatora. Mozna wyobra-
zi¢ sobie zdumienie ich oraz fizykow, gdy okazato sig, ze widmo
operatora energii stosowanego w teorii kwantdéw mozna utozsa-
mi¢ z widmem optycznym §wiecacych atomow! Brzmi to jak
,harmonia przedustawna” Leibniza.

Zadziwieni przydatno$cia prowadzonej przez matematyka
swobodnej gry poje¢ do $wiata fizycznego przypomnijmy so-
bie koncepcje 3 M $swiatow Penrose’a i sformutujmy problem

towarzyszacy: czy matematyka jest tworzona, czy odkrywana?
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Czy tworczy matematyk jest podobny do podréznika z dawnych
wiekow odkrywajacego i eksplorujacego nieznane lady, czy tez
przypomina raczej nowoczesnego artystg, ktory materializuje
to, co mu w duszy gra? Jezeli matematyka jest tworzona, jezeli
przy wszystkich restrykcjach logicznych twory matematyczne
przypominaja swobodne ,,instalacje” artystyczne, to matema-
tycznosci przyrody rozumem naukowym po prostu pojaé si¢ nie
da. Mozna jedynie wejs¢ w metafizyke i domniemywac, ze ma-
tematyk nie jest wewnetrznie catkowicie swobodny, lecz zostat
natchniony przez Stworcg, ktory w swej taskawosci chce nam
poprzez niego udostepnic¢ fragment wiedzy o swoim dziele. Je-
zeli natomiast matematyka jest odkrywana, jezeli matematyk
podrézuje umystem po $wiecie bytow matematycznych, ktore
istnieja obiektywnie bez niego, a on jedynie rejestruje ich obec-
no$¢ i ustala ich cechy, to stoimy w obliczu wielkiej tajemnicy,
lecz zglebienie jej nie jest z gory sprawa beznadziejna. Spor
0 sposoéb istnienia matematyki trwa od dawna i trwa¢ bedzie
dtugo, bowiem zupeknie nie wiadomo jak przekonac si¢ o stusz-
nosci tego czy innego rozwiazania. W moim przekonaniu inte-
resujaca tez¢ wprowadzil do tego sporu matematyk krakowski
Andrzej Pelczar®. Zwrécit on uwagge, ze mozliwosci ,,tworzona”
i ,,odkrywana” nie stanowia alternatywy. Twierdzi, ze w m a-
tematyce odkrywamy mozliwo$ci konstruk-
cji obiektow matematycznych. Obiektywnie istnieja kryteria

2 A. Pelczar, O odkrywaniu mozliwosci konstrukcji w matematyce,
[w:] Prace Komisji Filozofii Nauk Przyrodniczych Polskiej Akademii
Umiejetnosci, tom 1V, (red.) J.J. Janik, Wyd. PAU, Krakow 2010.
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konstrukeji rozstrzygajace, czy dany obiekt da si¢ zbudowac.
Matematyk ma pomyst, sprawdza mozliwo$¢ jego konstruk-
cji i od momentu jego realizacji obiekt matematyczny istnieje
obiektywnie w $wiecie matematyki jako wynaleziony przez tego
matematyka. Swiat matematyczny nie jest ponadczasowy i raz
na zawsze uformowany; on ro$nie w czasie fizycznym w miare
jak matematycy tworza nowe byty. Natomiast nieskonczony
zbiér mozliwych konstrukceji istnieje niezaleznie od $wiata ma-
terii i matematykow, ktorzy swoja pomystowoscia wydobywaja
obiekty ze stanu potencjalnosci do stanu istnienia. W tym sensie
liczby naturalne istnieja, bowiem zostaty skonstruowane przez
naszych dalekich przodkéw, zapewne juz w neolicie. Pamigtac
przy tym nalezy, iz konstrukcja konstrukcji nieréwna, jedne sa
niezmiernie doniosle, inne, wigkszo$¢, maja znikoma wage; taki
sens ma znany aforyzm Kroneckera, iz liczby naturalne stworzyt
Pan Bog, za$ reszta jest dzietem ludzi. Dzietem ludzi jest przy-
tlaczajaca wigkszo$¢ sposrod prawie dwustu tysigcy twierdzen,
ktore sa co roku dowodzone i publikowane.

Koncepcja odkrywania mozliwo$ci konstrukeji rzuca dodat-
kowe $wiatto na problem nadmiarowosci matematyki w §wie-
cie materialnym. O problemie tym pisatem obszerniej gdzie in-
dziej®, wiec tutaj zrobie krotki komentarz. Fizyka i technika

3 L. Sokotowski, Nadwyzkowos¢ matematyki, [w:] Matematycznosé
przyrody, (red.) M. Heller, J. Zycinski, Wyd. Oérodka Badan Inter-
dyscyplinarnych Przy Wydziale Filozofii Papieskiej Akademii Teolo-
gicznej, Krakow 1990, s. 56-71; II wydanie: Wyd. Petrus, Krakoéw
2010, s. 63-80.
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wykorzystuja drobny utamek istniejacej wiedzy matematycznej
i utamek ten stale maleje, bowiem matematyka rosnie szybciej
niz nowe jej dziaty znajduja zastosowania poza nia. Skoro mate-
matyka ma co$ wspdlnego z materia, to najprostsze i najbardziej
naturalne byltoby, gdyby stosowala si¢ w calosci do swiata fi-
zycznego. Tak nie jest. Gdyby wszystkie obiekty matematyczne
istniaty obiektywnie w idealnym $wiecie Platona i Penrose’a,
a matematyk wprowadzalby je tylko do swojej $wiadomosci, to
bylyby one w sensie ontycznym réwnoprawne i bytoby trudno
wyjasnié, dlaczego jedne z nich stosuja si¢ w §wiecie material-
nym, a inne — wigkszo$¢ — nie maja z nim kontaktu. Mozna przy-
puszczac, iz ranga niektorych konstrukeji jest tak wielka, ze zo-
staty szybko odkryte i docenione przez ludzi i uzyte w teoriach
fizycznych. W tym sensie ranga tych obiektow jest obiektywna
— przyroda wbudowala je w siebie. Inne obiekty matematyczne
sa dla przyrody pomocnicze, marginalne lub wrecz zbgdne.
Jezeli koncepcja Pelczara jest prawdziwa (zblizone idee
wyrazali tez inni matematycy), to twierdzimy, ze obiekty
matematyczne istnieja realnie lub poten-
cjalnie w odrgbnym $wiecie idei, przy czym nie
rozstrzygamy, czy $wiat ten jest rOwnorzedny swiatowi mate-
rii jak doskonaty Swiat Platona i Penrose’a, czy tez jest w pew-
nym sensie wzglgdem materii wtorny. Problem statusu ontycz-
nego obiektow matematycznych jest bezspornie $cisle zwiazany
z problemem matematycznosci przyrody, by¢ moze jest jego
rownowaznym sformutowaniem, lecz jezeli przyjmiemy za Pel-

czarem, ze §wiat matematyki jest r6zny od $wiata materii, to
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wracamy do wyjsciowego pytania: dlaczego te dwa swiaty sq
zgodne, dlaczego pewne pojecia matematyczne tworzq abstrak-
cyjnq strukture materii?

W tym miejscu nie pozostaje mi nic innego, jak powotac sig
na Kotakowskiego. Zagadka matematycznos$ci przyrody tkwi
w gestej otoczce probleméw mocniej lub stabiej z nig stowa-
rzyszonych. W tym artykule staralem si¢ wprowadzi¢ pewien
porzadek w tych problemach poprzez naswietlenie ich relacji do
kwestii centralnej i w konsekwencji uzyskac¢ oczyszczona forme
tej kwestii, lepiej nadajaca si¢ do konkretnej dyskusji. Okazato
sig, ze w rzeczywistosci zatoczyliSmy koto, ze wytuskana z tej
otoczki zagadka matematycznosci przyrody uchyla si¢ od przy-
jecia formy dajacej nadziej¢ na jej rozwiazanie. Potrafimy bo-
wiem tylko zapytac. dlaczego matematyka, jakkolwiek konstru-
owana, ale zawsze bez zwiqzku z przyroda, jest z przyrodq tak
Scisle zwiqzana? Kotakowski powiedziatby zapewne, Ze jest to
problem filozoficzny, a filozofowie potrafia pyta¢, a nie dawac
przekonujace odpowiedzi.

Stojac bezradnie wobec Tajemnicy chcg tylko wspomnie,
ze jest jeszcze jeden (co najmniej) kierunek dociekan, ktory
niestety rowniez rzuca na nig niewiele $wiatta. To twierdzenie
Godla i jego konsekwencje. O jego roli pisatem we wspomnia-

nym na poczatku artykule w pierwszym tomie Archai i do niego
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odsytam czytelnika. To fascynujacy temat, wokot ktorego na-
rosto wiele nieporozumien. Radykalna konsekwencja filozo-
ficzng twierdzenia Godla jest teza niektérych matematykdow, iz
to nie przyroda jest matematyczna, to mate-
matyka jest przyrodnicza. Brzmi to nader efektow-
nie, jednak niewiele wyjasnia.
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Rozumienie dowodu
matematycznego a zagadnienie
wyjasnienia w matematyce

Krzysztof Wojtowicz
Zakfad Filozofii Nauki, Instytut Filozofii UW

The Notion of Mathematical Proof and the Problem of
Explanation in Mathematics

Abstract
In the article, I present two possible points of view concerning ma-
thematical proofs: (a) the formal view (according to which the for-
malized versions of mathematical proofs reveal their “essence”);
(b) the semantic view (according to which mathematical proofs
are sequences of intellectual acts, and a form of intuitive “grasp”
is crucial). The problem of formalizability of mathematical proofs
is discussed, as well as the problem of explanation in mathematics
— in particular the problem of explanatory versus non-explanatory
character of mathematical proofs. I argue, that this problem can be
analyzed in a fruitful way only from the semantic point of view.

Key words
mathematical proof, explanation in mathematics, explanatory pro-

ofs, mathematical intuition.
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1. Dowody matematyczne: praktyka i teoria

ie ulega watpliwosci, ze przy uprawianiu matematyki za-
Nsadnicze znacznie ma rozumienie poje¢ matematycznych,
proces identyfikowania relacji migdzy nimi i swoistego ,,wnika-
nia” w ich tres¢. Mozna powiedzie¢ ze uprawianie matematyki
to bardzo wyrafinowana analiza poje¢ 1 — mowiac nieco gorno-
lotnie — badanie §wiata idei matematycznych. Z cata pewnoscia
nie sprowadza si¢ do ,,rachunkow” (z czym niekiedy kojarzy si¢
matematyka udreczonej mtodziezy). Kiedy matematycy mowia
o dowodach, zastanawiajq si¢ nad tym, czy dowad jest gleboki,
czy ,.sitowy”, czy wyjasnia zjawiska, czy jedynie wykazuje pe-
wien fakt, nie dajac glebszego wgladu w naturg zagadnienia. Ma-
tematycy mowia o tresci dowodu, a nawet o estetycznych warto-
$ciach dowodow, o swoistym pigknie zawartym w grze idei. Nie
ulega tez watpliwosci, ze przy uprawianiu matematyki mamy
do czynienia z bardzo ciekawymi zjawiskami o charakterze psy-
chologicznym — zaréwno przy prowadzeniu wlasnych badan, jak
i przy $ledzeniu wynikow czyjej$ pracy. Mozna mowi¢ o swo-
istych przeblyskach intuicji, ,,0l$nieniach”, dzigki ktorym moz-
liwe staje si¢ uchwycenie zasadniczej idei — niejako istoty — da-
nej konstrukcji matematycznej, teorii czy dowodu. Nie ulega
watpliwosci, ze przy uprawianiu matematyki mamy do czynienia
z przelamywaniem poznawczych barier — niezaleznie od tego,
czy dotycza one zrozumienia tego, jak rozwiaza¢ szkolne zada-
nie z geometrii, czy tez zrozumienia zasadniczej idei dowodu

hipotezy Poincarégo. Sg to przezycia znane wszystkim matema-
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tykom. Podstawa uprawiania matematyki (tworzenia nowych
poje¢, formulowania i rozwiazywania probleméw matematycz-
nych, konstruowania nowych teorii) sq wigc pewnego typu akty
intelektualne. Zrozumie¢ istotg dowodu to zrozumie¢ nature tych
aktow 1 wyjasni¢ aspekty semantyczne — bo to one odgrywaja za-
sadnicza role w uprawianiu matematyki.

Taki poglad mozna uzna¢ za klasyczny w historii filozofii
i matematyki. Jego przedstawicielem byt np. Kartezjusz, kto-
rego zdaniem fundamentem naszego poznania jest zdolnos¢ do
ujmowania w aktach intelektualnych pewnych podstawowych
prawd w jasny i wyrazny sposob'. Kryterium jasnego i wyraz-
nego widzenia stosuje si¢ w szczego6lnosci do matematyki, zas
intuicja — swoista zdolno$¢ umystu do ujmowania pewnych
zdan jako prawd — jest w tym wypadku kluczowa. Jednak in-
tuicja jest angazowana nie tylko przy uzasadnianiu prawd pier-
wotnych. Odwotanie do intuicji jest konieczne takze w rozumo-
waniach, kiedy chcemy uzasadni¢ prawomocno$¢ danego kroku

dowodowego: ,,owa oczywisto$¢ i pewnos¢ intuicji wymagana

! Podstawowe czynnosci naszego umystu, za pomoca ktdrych ,,moze-
my nie obawiajac si¢ omylki doj$¢ do poznania rzeczy”; (Kartezjusz,
Prawidla kierowania umystem; poszukiwanie prawdy poprzez swiatfo
przyrodzone rozumu, thum. L. Chmaj, PWN, Warszawa 1958, s. 12)
to intuicja i dedukcja. Intuicje Kartezjusz okresla jako ,,nie zmien-
ne $wiadectwo zmystow, lub zwodniczy sad Zle tworzacej wyobraz-
ni, lecz tak tatwe 1 wyrazne pojecie umyshu czystego i uwaznego, ze
o tym, co poznajemy, zgota juz watpi¢ nie mozemy, lub, co na jed-
no wychodzi, pojecie niewatpliwe umyshu czystego i uwaznego, ze
o tym, co poznajemy, zgola juz watpi¢ nie mozemy”’; tamze.
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jest nie tylko dla samych wypowiedzi, ale takze dla jakichkol-
wiek rozumowan... Zdania [...] poznaje si¢ [...] juz to przy po-
mocy intuicji, juz to przy pomocy dedukcji; same za$ pierw-
sze zasady tylko przy pomocy intuicji; natomiast ich odleglte
whnioski jedynie przy pomocy dedukcji”?. Mozna wigc powie-
dzie¢, ze rozumowania matematyczne stanowia proces oparty
na naszym rozumieniu poj¢¢, a nie na formalnych wtasnosciach
systemow symbolicznych. O prawomocnosci dowodu decyduje
wigc — mowiac skrotowo — jego tresé, a nie forma’.

Istote tego punktu widzenia mozna w czytelny sposdb przed-
stawi¢ na przyktadzie geometrii. W znanej wszystkim ze szkoty
geometrii elementarnej wszelkiego typu elementy pogladowe,
wyobrazeniowe sa w dowodach angazowane w sposob bardzo
silny. Niekiedy wystarczy szkic, aby przekaza¢ ide¢ dowodu
W sposob przekonujacy, zas towarzyszace owemu szkicowi wy-
jasnienia (formalne) wydaja si¢ by¢ nieomalze zbgdne. Mowiac
z pewna przesada: pewno$¢ uzyskujemy nie poprzez wypisanie

2 Tamze, s. 13—14.

3 Owe akty intelektualne dotycza nie tylko pojedynczych krokéw
dowodu. Kartezjusz pisze: ,,Dla uzupetnienia nauki nalezy wszystkie
i poszczegodlne rzeczy, ktore odnosza si¢ do naszego celu, przeglad-
na¢ ciagltym i nieprzerwanym ruchem mysli i objaé je w dostatecznym
i uporzadkowanym wyliczeniu... Dlatego przebiegng je kilkakrotnie
swego rodzaju ciagtym ruchem wyobrazni, ktora widzi od razu cztony
poszczegolne w chwili, gdy do innych przechodzi, az si¢ naucze od
pierwszego stosunku do ostatniego tak szybko przechodzi¢, iz bede
mogt niemal zupetnie bez pomocy pamigci objac jednym spojrzeniem
cato$¢”; tamze, s. 31-32. Mamy wigc do czynienia z aktem ,,ogarnig-
cia” calosci dowodu.
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dowodu, ale poprzez swoisty ,,wglad w geometryczng istote za-
gadnienia™. Wyrazicielem tego typu opinii jest np. Jean-Victor
Poncelet (1788-1867), ktory pisal: ,,W zwyklej geometrii [...] opi-
sywana jest figura, nigdy nie tracimy jej z oczu, zawsze rozumu-
jemy zuzyciem wielkoS$ci i form, ktore sg rzeczywiste, 1 nigdy nie
dochodzimy do wnioskow, ktore nie moga by¢ odzwierciedlone
w wyobrazni lub przed naszymi oczyma za pomoca obiektow
zmystowych™. Niezaleznie od przesadnosci tego stwierdzenia,
nie ulega watpliwosci, ze zazwyczaj odwotujemy si¢ do pewnej
formy geometrycznej intuicji, za§ rozumienie sytuacji jest klu-
czowe w elementarnych rozumowaniach geometrycznych.
Jednak w miar¢ rozwoju matematyki do glosu coraz sil-
niej zaczat dochodzi¢ odmienny punkt widzenia. W tym no-
wym ujeciu kryterium poprawnosci dowodu stanowi zgodnos¢
z pewnymi okreslonymi formalnie regulami — nie za$ intu-
icyjna akceptacja. Wida¢ to bardzo wyraznie na przyktadzie
geometrii, gdzie postulat ,,intuicyjnego wgladu” zostat zasta-
piony postulatem mozliwo$ci sformutowania dowodu czynia-

cego zados¢ pewnym czysto formalnym wymaganiom®. W tym

4 Odrebna sprawa jest to, ze niekiedy takie ,,dowody rysunkowe”
bywaja mylace.

5 Cytat za M. Detlefsen, Formalism, [w:] The Oxford Handbook of

Philosophy of Mathematics and Logic, (red.) S. Shapiro, Oxford Uni-
versity Press, Oxford 2005, s. 265.

¢ Wazna role odegrat tu takze rozwdj algebry, w ktorej dokonywano
czysto symbolicznych operacji na wyrazeniach matematycznych (wy-
korzystujac np. jednostke urojona, ktorej nie nadawano realistycznej
interpretacji). Nie ma tu jednak miejsca na prezentacj¢ historyczna.
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kontekscie warto wspomnie¢ o badaniach Pascha i Hilberta,
w ktorych ta zmiana paradygmatu staje si¢ wyrazna. Pasch
pisat: ,,Jesli geometria ma naprawde¢ by¢ nauka dedukcyjna,
proces wnioskowania musi we wszystkich fragmentach by¢
niezalezny od znaczenia poje¢ geometrycznych, podobnie
jak musi by¢ niezalezny od diagraméw; pod uwage moga by¢
brane jedynie relacje wyrazane w twierdzeniach i definicjach.
W czasie wnioskowania jest uzyteczne i dopuszczalne, ale nie
konieczne myslenie o znaczeniach terminoéw; faktycznie, je-
$li jest to konieczne, to w ten sposéb widoczna staje si¢ nie-
poprawnos$¢ dowodu™’. Postulat wyeliminowania elementow
o charakterze ,,wyobrazeniowo-pogladowych” (i — de facto
— nawet odwotan do tresci pojg¢) jest radykalnie odmienny
od postulatu intuicyjnej kontroli nad krokami dowodowymi.
Przytoczony wczesniej poglad Ponceleta Pasch uznalby za cat-
kowicie niedopuszczalny. Kontrola opierajaca si¢ na naszej in-
tuicyjnej zdolnosci do postrzegania przejs¢ dowodowych jako
prawomocnych nie ma znaczenia z punktu widzenia oceny po-
prawnosci dowodu. Dowody — w szczegolnosci dowody geo-
metryczne — mozna (i nalezy!) traktowa¢ w czysto formalny
sposob, podobnie jak przeksztatcanie wyrazen algebraicznych
zgodnie z regutami formalnymi. Jesli za§ w jakim$ dowodzie

musieliby$my odwotaé si¢ do naszego rozumienia tresci

7 M. Pasch M., Vorlesungen iiber neuere Geometrie, Teubner, Le-
ipzig 1882, s. 98 (cytowane za M. Detlefsen, Formalism, dz. cyt.,
s. 250-251).
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pojec 1 intuicyjnego postrzegania sytuacji, jest to Swiadectwo
tego, ze w dowodzie jest po prostu luka?®.

W takim duchu utrzymana jest praca Hilberta Grundia-
gen der Geometrie (1899). Hilbert dokonuje tam formalizacji
geometrii poprzez zinterpretowanie jej w terminach struktur
liczbowych. W takim ujeciu szkice czy wizualizacje przestaja
mie¢ znaczenie dowodowe (zachowujac oczywiscie znacze-
nie heurystyczne). Po dokonaniu takiej reinterpretacji geome-
trii, dowody geometryczne mogty nabrac pelnej Scistosci. Zas
kryterium owej Scistosci jest katalog regut dowodowych o for-
malnym charakterze. Mowigc obrazowo: w miejsce rozwazan
geometrycznych dotyczacych np. potozenia figur wzgledem
siebie, stycznosci figur, przecinania si¢ prostych etc. pojawiaja

8 Hahn podsumowal 6w proces pojawiania si¢ nowej wizji dowo-
du w nastgpujacy sposob: ,,Poniewaz intuicja okazata si¢ zwodni-
cza w tak wielu przypadkach i poniewaz twierdzenia akceptowane
na mocy intuicji okazywaty si¢ falszywe (na mocy wnioskowania
logicznego), matematycy stawali si¢ coraz bardziej sceptyczni w od-
niesieniu do intuicji. Uznali, Ze nie jest rzecza bezpiecznag opieranie
jakiegokolwiek stwierdzenia matematycznego [...] na intuicyjnych
przekonaniach. Pojawito si¢ dazenie do wyeliminowania intuicji z ro-
zumowan matematycznych i catkowitej formalizacji matematyki. [...]
[K]azde nowe pojecie matematyczne miato by¢ wprowadzane przez
czysto logiczne definicje; kazdy matematyczny dowdd przeprowa-
dzany za pomoca czysto logicznych srodkow”; H. Hahn, Empiricism,
Logic and Mathematics, D. Reidel, Dordrecht — London — Boston
1980, s. 93. Niezaleznie od tego, iz jest to by¢ moze zbyt radykalna
prezentacja owego procesu, nie ulega watpliwos$ci, Ze w matematyce
nastapita istotna zmiana.
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si¢ procedury rozwiazywania pewnych rownan algebraicznych
(ktore moga by¢ — do pewnego stopnia — zmechanizowane)’.

Mamy zatem ujecie ,kartezjanskie”, akcentujace rolg
aktow intelektualnych i ujecie ,,formalistyczne”, akcentu-
jace konieczno$¢ — i fundamentalna wrecz rolg! — formaliza-
cji dowodow i podajace kryteria o charakterze formalnym.
Rzeczywiscie, nie ulega watpliwosci, iz istotng rol¢ w ma-
tematyce odgrywa formalizacja, za$ niektére operacje mate-
matyczne moga by¢ prowadzone w czysto formalny, niejako
mechaniczny sposob. Z czysto formalnymi regutami rachun-
kowymi stykamy si¢ w szkole (np. wiemy, ze mozna przenies¢
dane wyrazenie na druga strong rOwnania zamieniajac znak

owego wyrazenia, znane sa nam rozmaite formalne reguty do-

? Nalezy pamigtaé, ze oczywiScie istnienie tych regut nie powodu-
je, iz matematyka staje si¢ nauka o przeksztatcaniu niezinterpreto-
wanych symboli, czysto formalna gra. Owa gra ma swoje zrddla,
gdyz reguly naszego myslenia maja charakter systemowy. Celem
analizy logicznej ma by¢ wige ,,stworzenie protokotu regul, zgod-
nie z ktérymi przebiega nasze myslenie. Myslenie, tak si¢ sktada,
przebiega rownolegle do méwienia i pisania: tworzymy wypowie-
dzi i umieszczamy je jedna za druga”; D. Hilbert, Die Grundlagen
der Mathematik, ,,Abhandlungen aus dem mathematischen Seminar
der Hamburgischen Universitit” 1928, 6, s. 65—85. Angielskie thu-
maczenie [w:] From Frege to Gédel: A Sourcebook in Mathemati-
cal Logic, 1879—1931, (red.) J. Van Heijenoort, Harvard University
Press, Cambridge, Mass. 2002, s. 475. (Nie jest to bynajmniej rady-
kalny formalizm w duchu np. Curry’ego). Mozna doda¢, ze postulat
poszukiwania $cisto$ci i pewnosci w geometrii znalazt rozwinigcie
i dojrzata posta¢ w programie Hilberta, ktorego celem byto ugrunto-
wanie matematyki jako takie;j.
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konywania przeksztatcen algebraicznych efc.)'’. Mamy z tym
do czynienia takze w bardziej zaawansowanych dziatach ma-
tematyki, gdzie zdarzaja si¢ przeksztalcenia majace charakter
nieomalze mechaniczny — ktdérych mozemy dokonywac nie za-
stanawiajac si¢ nad ich znaczeniem. To sugeruje formalistyczne
spojrzenie na istotg dowodzenia, jako na manipulacje symbo-
lami. W takim ujgciu dowdd matematyczny bylby w gruncie
rzeczy ciagiem operacji formalnych — czy $cisle: ciagiem na-
pisow, bedacych wynikiem prowadzonych operacji. W bada-
niach logicznych tak wtasnie patrzymy na dowody. Dzigki roz-
wojowi logiki, mamy do dyspozycji ogdlny model wnioskowan
matematycznych i szereg narzedzi stuzacych do analizy tychze.
Logiczna definicja dowodu jest klarowna: jest to ciag formut
precyzyjnie zdefiniowanego j¢zyka formalnego, spetiajacego
pewne (zadane w sposob czysto sktadniowy) warunki. Definiu-
jac jezyk formalny musimy okreslic odpowiednie klasy wyra-
zen (termow, formut, aksjomatow etc.), a takze reguty tworze-
nia dowodow. Poprawno$¢ dowodu jest rozpoznawana poprzez
zastosowanie kryteriow syntaktycznych, gdzie abstrahujemy
od interpretacji, czy rozumienia tresci dowodu. Abstrahujemy
takze od kwestii ograniczen praktycznych (zwiazanych np. z do-

stgpnoscia papieru, wielko$cia pamigci komputera czy wiekiem

10°Szkolny algorytm znajdowania najwiekszego wspolnego dzielnika
ma charakter czysto mechaniczny: ,,Jesli na danym etapie liczby si¢
ro6znia, odejmuj mniejsza od wigkszej. Powtarzaj czynno$é, do mo-
mentu, kiedy beda rowne. Wypisz wynik”. Nie musimy rozumieé tego
algorytmu, aby go skutecznie zastosowac.
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Wszechs$wiata). Przy tej czysto logicznej analizie nie badamy
zagadnienia, czy dowod formalny moglby by¢ faktycznie przez
kogo$ przeprowadzony, ani problemu, czy jakikolwiek matema-
tyk poczulby si¢ nim przekonany — pomijamy wigc aspekty se-
mantyczne i pragmatyczne.

Pojawia sig zatem pewnego rodzaju napigcie miedzy prak-
tyka matematyczna a analiza teoriodowodowa. Traktowanie
dowodu matematycznego jako konstrukcji czysto formalnej
niewatpliwie nie znajduje potwierdzenia w praktyce matema-
tycznej. Jest oczywistg rzecza, ze dowody znane z praktyki ma-
tematycznej (z podrecznikow, artykutow naukowych, referatow
efc.) maja Scisty charakter, jednak z pewnoscia nie sa dowodami
formalnymi (rozumianymi jako ciagi napisow przeksztatcanych
zgodnie z czysto syntaktycznymi regutami). Jgzyk praktyki ma-
tematycznej to jezyk naturalny wzbogacony o pewne symbole!'.
Matematycy tworza dowody w jezyku zrozumialtym dla kole-
gow po fachu, nie w jezyku, jaki jest przedmiotem zaintereso-
wania specjalistow od teorii dowodu'?. Rekonstrukcja logiczna

stawia sobie inne cele, niz sprawne komunikowanie idei doty-

" Moze lepiej powiedzieé, Ze jest to pewnego typu mieszanka jezyka
naturalnego i symbolicznego — jednak to nie ,,procentowa zawarto$¢
znaczkow” jest tu istotna, ale fakt, ze z cata pewnoscia nie jest to ciag
napiséw czysto formalnych.

12 Tak jest w kazdym razie w wypadku ,,zwyktych” dzialow mate-
matyki. Kiedy przedmiotem badania jest np. tworzenie systemow
automatycznego dowodzenia twierdzen, formalizacja jest konieczna.
Jednak takze tutaj na metapoziomie pojawiaja si¢ rozwazania niefor-
malne.
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czacych np. geometrii rozniczkowej czy rachunku prawdopodo-
bienstwa — za§ dowod z zakresu geometrii r6zniczkowej ma za
zadanie rozwiazanie problemu matematycznego w sposob prze-
konujacy dla specjalistow — nie za$§ podanie rekonstrukcji w ulu-
bionej przez logika formie! Z pelng formalizacja (abstrahujac
od wzgledow praktycznych) nie wiazataby si¢ zadna poznaw-
cza korzys¢'®. Prawdopodobnie (prawie) zaden autor dowodu
(z zakresu ww. geometrii rozniczkowej czy innych dziatow
»prawdziwej matematyki”’) nie bylby w stanie rozpoznac sfor-
malizowanej wersji swojego wlasnego dowodu, a nawet gdyby
uwierzyt w to, iz przedstawia si¢ mu t¢ wtasnie formalizacje,
nie bytby nia raczej zainteresowany, uznajac, iz lezy ona poza
obszarem badan jego dyscypliny. Jego przedmiotem zaintere-
sowania jest bowiem rozwiazywanie problemow (z czym czg-
sto wiaze sig tworzenie nowych pojec, metod dowodowych etc.)
— a nie formalizowanie dowodow, ktore juz zostaly zaakcep-
towane. Przypuszczam, ze gdyby nawet okazato sig, ze jakis$
uznany dowdd matematyczny wymyka sig petnej formalizacji
(np. ze mimo wieloletnich préb nie udato si¢ poda¢ formalizacji
dowodu hipotezy Poincarégo w jezyku ZFC), nie wptynegtoby to

13- Gwoli wyjasnienia: z punktu widzenia teorii dowodu petne sforma-
lizowanie twierdzenia bytoby koniecznym etapem do podjgcia badan
nad tym dowodem i oczywiscie pozwalaloby na wzbogacenie naszej
wiedzy. Jednak z punktu widzenia praktyki matematycznej nie mia-
loby to Zadnego sensu. To wlasnie mam na mysli mowiac o braku zy-
sku poznawczego: dotyczy to stanu wiedzy matematyka (za$ odrgbna
sprawa jest to, ze z punktu widzenia logika dokonanie takiej formali-
zacji moze pozwoli¢ na istotne wzbogacenie jego wiedzy).
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na jego akceptacjg¢ w srodowisku specjalistow. Mozna nawet za-
ryzykowac tezg, ze gdyby w jaki$ sposob wykazano, ze forma-
lizacja dowodu nie jest mozliwa, specjalisci nie uznaliby tego
faktu za dyskwalifikujacy dla dowodu'. Zapewne stwierdziliby,
iz z punktu widzenia ich dyscypliny problem
zostat rozwiazany, za$ posiadany przez nich dowdd jest przeko-
nujacy. To, ze nie jest mozliwe jego przettumaczenie na jgzyk
notacji logicznej — to juz nie ich problem (to problem ciekawy
dla logikow, zajmujacych sig takimi rekonstrukcjami). Ich zada-
niem jest zdobywanie nowej wiedzy na temat rozmaitosci roz-
niczkowalnych, rozwiazywanie otwartych problemow — a nie
przeformutowywanie (skadinad w petni satysfakcjonujacych)
dowodow do postaci, jaka lubig logicy.

Dowody matematyczne znane z praktyki nie sq wigc sfor-
malizowane. Z drugiej jednak strony, trudno zaprzeczy¢ temu,
iz jesteSmy przekonani o zasadniczej formalizowalno$ci dowo-
dow matematycznych. Je$li w dowodzie pojawia sig luka, mo-
zemy ja wypetni¢ — i taki proces uszczegdtowienia mozemy
przeprowadzi¢ w sposob niezwykle pedantyczny. Nie sa znane
przypadki, w ktorych autorzy dowodu o$wiadczaja, ze uscisle-
nie dowodu nie jest mozliwe, i ze trzeba po prostu dac sig unies¢
,hastrojowi dowodu”, ktory wytworzy w nas poczucie przeko-
nania. Dowodzenie nie jest zestawem zabiegéw perswazyjnych,

a matematyka nie jest postmodernistyczna publicystyka. Cho¢

4 Nie podejmuje tu problemu, co znaczy, ze wykazano, iz formaliza-
cja nie jest mozliwa.
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wigc w praktyce dowody nie sa przesadnie sformalizowane, to
jednak matematycy sa przekonani, iz takie petlne uscislenie do-
wodu jest mozliwe. Co do zasady sa wigc przekonani, ze do-
wody matematyczne daja si¢ sformalizowac¢'®. Najczesciej tez
przyjmuje sig, ze ramy takiej rekonstrukcji formalnej sa wyzna-
czone przez teorig¢ mnogosci'®. Mozna wige powiedzieé, ze do-
wodom ,,z zycia” odpowiadaja (potencjalne) dowody sforma-
lizowane. Pojawia si¢ wigc pytanie o nature ,,mostu Hilberta”,
ktory taczy ,,dwa krolestwa: formalne krolestwo obiektow syn-
taktycznych... z krélestwem nieformalnego dyskursu matema-
tycznego™".

Postulat sformulowania uniwersalnych, ogélnie przyjetych
ram dowodowych ma swoje zréodto w potrzebie klarownego
ustalenia standardow matematycznej argumentacji, ustalenia
»kodeksu postgpowania matematycznego” — i w szczegolno-
$ci uwolnienia matematyki od elementdéw czysto subiektyw-
nych. Jeszcze w wieku XIX owe standardy nie byty do konca
jasne, za$ zabiegi m.in. Pascha i Hilberta miaty tg trudnos¢

15 Indukcyjnego argumentu na rzecz tej tezy dostarczaja badania doty-
czace formalizowania obszernych fragmentéw matematyki (w szcze-
golnosci polski projekt Mizar).

16 W wielu przypadkach taka formalizacja moze si¢ odbywac z uzy-
ciem stabszych systeméw formalnych — np. fragmenty teorii liczb
mozna sformalizowa¢ w arytmetyce Peano, za$§ znaczace fragmenty
matematyki w arytmetyce drugiego rzedu. Szczegdty techniczne nie
maja w kontekscie tej dyskusji wigkszego znaczenia: wazne jest to, ze
w ogble mozna dokona¢ takiej formalizacji.

17Y. Rav, Why do we prove theorems?, ,,Philosophia Mathematica”
1999, 7, s. 31.
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usunac¢'®. Z tego punktu widzenia teza o zasadniczej formali-
zowalnosci dowodow matematycznych moze by¢ postrzegana
jako postulat metodologiczny.

Zauwazmy jednak, ze mozemy owa tez¢ interpretowac na
dwa rozne sposoby — odzwierciedlajace nasze rozumienie tego,
czym jest dowdd matematyczny i jaka jest jego natura. Mozemy

bowiem owa tezg traktowac jako:

(a) tezg ujawniajaca istote¢ dowodow matematycznych;

(b) postulat o charakterze normatywnym.

Ad (a). Z tego punktu widzenia teza o zasadniczej formalizo-
walnoS$ci stanowi po prostu tez¢ o charakterze empirycznym,
ktora ujawnia posiadanie przez wszystkie dowody matema-
tyczne pewnej wspodlnej cechy: s one formalizowane. Mozna
powiedzieé, ze jest to teza zawierajaca definicj¢ sprawozdaw-
cza dowodu matematycznego, jako rozumowania, ktére pod-
lega formalizacji. To odréznia rozumowania matematyczne od
— najbardziej nawet przekonujacych — analiz prawniczych, so-
cjologicznych czy psychologicznych. Mozna powiedzie¢, ze
w mysl tej tezy, ,,w tle” kazdego zwyklego dowodu tkwi jego

(potencjalna) formalna wersja'®. W pewnym sensie nasze do-

18 Pamigtamy spory dotyczace np. metod niekonstruktywnych, dys-
kusj¢ na temat pewnika wyboru z pierwszych lat XX wieku etc. Prace
Pascha i Hilberta stanowia jeden z etapodw (czy: nurtdw) procesu ry-
goryzacji matematyki.

1 Tak sprawe stawia Azzouni w pracy The derivation-indicator view
of mathematical practice, ,,Philosophia Mathematica” 2004, 3 (12),
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wody sa jedynie swoistymi skrotami dla owych prawdziwych
dowodow, lezacych u podtoza naszego — mowiac zartobliwie
— ,,machania rgkami”. Za$ tym, co powoduje, zZe nasze dowody
sa skutecznym $rodkiem argumentacyjnym jest wlasnie istnie-
nie owego dowodu formalnego w tle, ktory jest uprawdziwia-
czem dla twierdzenia. Analizy pojgciowe prowadzone przez

matematykOw maja swoje ugruntowanie w tych systemach®.

s. 81-105: dowody matematyczne sa pewnego rodzaju skrotami dla
dowodow sformutowanych w pewnych systemach algorytmicznych.
Azzouni nazywa swoja koncepcjg ,,derivation-indicator view”. Zda-
niem Azzouniego, realnie badane dowody sa w gruncie rzeczy pew-
nymi wskaznikami (stad: indicator) istnienia stosownej procedury
obliczeniowej stanowiacej idealng wersje dowodu (stad: derivation).
Ta procedura jest okreslona w pewnym systemie algorytmicznym.
Azzouni pisze wigc ,,jesli dowody w gruncie rzeczy stanowia narzeg-
dzia, za pomoca ktorych matematycy przekonuja siebie nawzajem
o istnieniu takiej czy innej mechanicznie weryfikowalnej derywacji,
fakt ten wystarczy do wyjasnienia, dlaczego matematycy zgadzaja si¢
ze soba co do tego, kiedy pewien dowod faktycznie dowodzi pew-
nego twierdzenia” (tamze, s. 84). Tezy Azzouniego mozna interpre-
towac w taki sposob, ze znany nam realny dowod stanowi argument
na rzecz istnienia takiej derywacji ,,w takim czy innym nieformalnie
okreslonym systemie algorytmicznym” (tamze, s. 85). Analiz¢ kon-
cepcji Azzouniego Czytelnik znajdzie w pracach: Y. Rav, 4 critique
of a formalist-mechanist version of the justification of arguments in
mathematicians’ proof practices, ,,Philosophia Mathematica” 2007,
15, s. 291-320 1 K. Wojtowicz, O pojeciu dowodu w matematyce,
seria Monografie Fundacji Na Rzecz Nauki Polskiej, Wydawnictwo
Naukowe UMK, Torun 2012.

20 Odrebna sprawa jest pytanie dotyczace poznawczych mechanizmow,
ktdre ,,na powierzchni” ujawniaja si¢ w formie pojgciowych analiz, sta-
nowiac reprezentacjg pewnych algorytmicznych mechanizmow ,,w tle”.
Jest to znacznie szerszy problem z zakresu filozofii umystu.
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Ad (b). Z tego punktu widzenia postulat o formalizowalnosci
stanowi postulat metodologiczny, definiujacy zakres pojgcia
dopuszczalnej argumentacji w matematyce. O tym, czy dany
dowod jest ,legalny” stanowi to, czy daje si¢ sformalizowac.
Formalizacja stanowi rgkojmig (i warunek konieczny) akcepto-
walno$ci dowodu. Pojawia si¢ pytanie o status tego postulatu:
czy bylby on zaakceptowany przez matematykow w takiej po-
staci? Wydaje si¢ — ze raczej nie. W praktyce matematycznej
matematycy akceptuja dowody bynajmniej nie dlatego, ze kto$
wskazat formalizacj¢ tego dowodu. To w ogole nie odgrywa
zadnej roli, matematycy nie sa zainteresowani formalnymi od-
powiednikami ich dowodéw. Celem dowodu matematycznego
jest bowiem przekazywanie idei, a nie tworzenie formalizacji?'.

Powyzsze rozwazania dotycza w gruncie rzeczy tego, czym
sa dowody matematyczne i jaka jest ich istota. Mozna tu wska-

za¢ dwa przeciwstawne punkty widzenia.

2l Barwise pisze iz ,,pomysl, aby rozumowanie moglo zosta¢ w ja-
kis sposob zredukowane do postaci czysto syntaktycznej w pewnym
formalnym, sztucznie skonstruowanym jezyku jest stosunkowo no-
wym pomystem w historii matematyki. Wyrasta z programu Hilber-
ta. Dowody matematyczne istniaty przez tysiace lat zanim pojawili
si¢ logicy i1 zmatematyzowali to pojecie. [...] O zadnym systemie nie
mozna powiedzie¢, ze to wlasnie on jest tym rzeczywistym pojgciem
dowodu, poniewaz istnieja niekonczace si¢ warianty [...]. One wszyst-
kie nie moga by¢ rzeczywistym pojeciem dowodu [...] istnieja dobre
dowody, ktore nie sa modelowane w zadnym wspotczesnym systemie
dedukcyjnym”; J. Barwise, Mathematical proofs of computer system
correctness, ,,Notices of the American Mathematical Society” 1989,
36, s. 844-851; cytowanie za Y. Rav, 4 critique of a formalist-mecha-
nist..., dz. cyt., s. 302.
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(1) Prawdziwe dowody to znane z praktyki dowody niefor-
malne. One sa zrodlem wiedzy matematycznej. Ich formalne
wersje nie sa poznawczo istotne — stanowia jedynie pewnego
typu artefakty, pojawiajace si¢ przy okazji (meta)analizy pro-
wadzonej przez logikow. Z punktu widzenia praktyki matema-
tycznej sa jedynie sztucznymi imitacjami prawdziwych dowo-

dow i prawdziwej matematyki®2.

(2) To formalne dowody stanowia o istocie dowodu — i to one
sa prawdziwymi dowodami. Nieformalne dowody stanowia je-
dynie pewnego rodzaju skroty, wskazniki (tak jak twierdzi Az-
zouni, por. przypis xxx), za§ akceptujemy je jedynie dlatego, ze
wiemy, iz moga zosta¢ sformalizowane. Formalizacja odkrywa
ich prawdziwa nature. Zas fakt, ze matematycy zadowalaja si¢
dowodami nieformalnymi stanowi ciekawe zjawisko psycholo-

giczne — ale nie odkrywa prawdziwej natury dowodow.

Rozstrzygnigcie tego zagadnienia nie jest mozliwe w tym
tekscie — i by¢ moze w ogoéle nie jest mozliwe... Zapewne oba
punkty widzenia ukazuja wazne aspekty zagadnienia i ukazuja

pewien fragment prawdy na temat natury dowodu.

22 Mowiac metaforycznie: formalna wersja dowodu nie ujawnia jego
istoty, podobnie jak zapis zdjgcia gor w postaci ciagu zerojedynkowe-
go nie ujawnia bezposrednio ich pigkna.
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2. Problem wyjasniania w matematyce

Problem wyjasniania jest jednym z centralnych probleméw w fi-
lozofii nauki, jednak w filozofii matematyki jest on podejmo-
wany w stopniu stosunkowo znikomym. Jedna z nielicznych
prac na ten temat to artykul®, w ktérym autor postuguje si¢ po-
jeciem dowodu wyjasniajacego (explanatory proof)**. Steiner
omawia to zagadnienie na przykladzie dowodu identyczno$ci
dwach zbiordéw (przy czym problem jest wyrazniej postawiony,
kiedy bedzie mowa o koekstensjonalnosci dwoch wiasnosci).
Wyjasnienie owej koekstensjonalnosci bedzie mozliwe dzigki
wykazaniu zwiazku migdzy wlasno$ciami. Jesli natomiast nie
uda si¢ takiego zwiazku wykazaé, to nawet jesli podamy do-
wod identycznosci odpowiednich zbiorow, 6w dowod nie be-
dzie miat charakteru wyjasniajacego®.

Inng praca podejmujaca problem wyjasnienia jest artykut
autorstwa Resnika i Kushnera®. Autorzy nawiazuja w niej do

3 M. Steiner, Mathematics, explanation and scientific knowledge,
»Nous” 1978, 12, s. 17-28.

24 Nie znaczy to bynajmniej, ze dopiero Steiner zwrdcil uwage na
fakt, iz pewne dowody maja taki charakter, a inne nie. Rozroznienie
na argumenty wyjasniajace i jedyniec wymuszajace zgodg jest znane
od starozytnosci.

% Mozna dodaé: w tej sytuacji bedziemy wiedzie¢, ze dwa zbiory sa
identyczne, ale fakt ten nie bedzie si¢ nam jawit jako bardziej natural-
ny, niz gdyby byto inaczej.

26 M.D. Resnik, D. Kushner, Explanation, independence and realism
in mathematics, ,,British Journal for the Philosophy of Science” 1987,
38 (2), s. 141-158.
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analiz Steinera, odnotowujac fakt, iz ,,matematycy zadaja wy-
jasnien czysto matematycznych problemoéw i takowe oferuja;
niektore dowody sa bardzo pouczajace podczas gdy inne sa ra-
czej nieprzejrzyste”?’. W odniesieniu do problemu wyjasniania

w matematyce Resnik i Kusher zauwazaja, iz:

(1) Jesli uznamy, ze systematyzacja stanowi wyjasnianie (w kaz-
dym razie tak mozemy to pojgcie rozumie¢ w jednym z jego zna-
czen) — to w matematyce spotykamy si¢ z wyjasnianiem. Nie
ulega bowiem watpliwosci, ze tworzone sg teorie systematyzu-
jace (wezesniej luzno powigzane i rozproszone) wyniki.?

(2) W matematyce mozemy zasadnie stawiaé pytania typu ,,dla-
czego...?”. Mozemy uzyskiwac¢ odpowiedzi na takie pytania za
posrednictwem dowodow, ale nie tylko: pewne zjawiska mate-
matyczne mozna wyjasnia¢ poprzez odwotanie si¢ np. do mozli-
wosci (re)interpretacji poje¢. Autorzy podaja tutaj przyktad defi-
nicji dodawania w terminach sum zbioréw: ich zdaniem stanowi
ona dobre wyjasnienie przemiennosci i tacznosci dodawania.
Podaja tez przyktad dowodu twierdzenia o wartosci $redniej,

dla ktérego kluczowe jest zalozenie dotyczace spojnosci zbioru.

27 Tamze, s. 142.

28 7 tego typu procedurami wyjasniajacymi mamy do czynienia np.
wtedy, kiedy dokonuje si¢ aksjomatyzacja teorii: dzieje si¢ to zazwy-
czaj wtedy, kiedy juz posiadamy pewna liczb¢ wynikow, dla ktorych
poszukujemy podstawy w postaci fundamentalnych zasad lezacych
u ich podtoza. Jest to mechanizm powszechny w matematyce — nie
tylko w fazie aksjomatyzacji formalnej, ale przy porzadkowaniu pola
pojeciowego teorii.
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Poniewaz jedynymi spdjnymi podzbiorami R sg przedziaty (i pot-
proste oraz caty zbioér R), ten fakt stanowi wyjasnienie, dlaczego
twierdzenie to nie zachodzi dla innych podzbioréw R. Nie jest to
wyjasnienie przez dowodd, raczej przez kontrprzyktady wskazu-
jace na rolg istotnych zatozen w dowodzie.

(3) Wyjasnienia w matematyce czg¢sto polegaja na wskazaniu
pewnego zestawu wynikow, opatrzonych odpowiednim komen-
tarzem — a nie jedynie pojedynczych twierdzen”. Mozna bytoby
wigc powiedzied, ze to cale teorie czy koncepcje matematyczne

stanowia wyjasnienie*.

Niezaleznie od szczegotowych uwag dotyczacych dowo-
dow wyjasniajacych, Resnik i Kushner formutuja pewna ogdlna
obserwacj¢ dotyczaca dowodoéw matematycznych: wszystkie
(mozna tu doda¢: poprawne) dowody maja charakter przekonu-
jacy — dowiadujemy si¢ dzigki nim, ze dany fakt zachodzi. Jed-
nak niektére z dowoddéw pozostawiaja nas w stanie swoistego

zdumienia, dlaczego 6w fakt zachodzi. Wynika to z faktu,

» Przyktadem podanym przez autorow jest zagadnienie kategorycz-
nosci arytmetyki drugiego rzedu, skonfrontowane z brakiem kate-
gorycznosci arytmetyki pierwszego rzedu. Roznia si¢ one tym, ze
w arytmetyce drugiego rzgdu mamy peten aksjomat indukcji, nato-
miast w arytmetyce pierwszego rzedu schematy aksjomatéw induk-
cji. Fakt ten wyjasnia roznice, ale nie mozna uznac, iz to pojedyncze
twierdzenie (czy pojedynczy dowod) stanowi wyjasnienie: raczej cata
grupa dowodow.

3 Tamze, s. 151-152.
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ze moga istnie¢ dowody, ktore sa w pelni poprawne, ale zara-

zem nie ujawniajg istoty zagadnienia®'.

W systematyczny sposob problem wyjasniania podejmo-
wany jest w pracy Mancosu*?. Formutuje on 5 zasadniczych py-

tan dotyczacych wyjasniania w matematyce:

(1) Czy w matematyce wystepuja wyjasnienia?

(2) Jaka przybieraja formg?

(3) Czy problem wyjasniania to nowos$¢ w filozofii matematyki?

(4) Jakie sa filozoficzne podejscia do problemu wyjasniania
W matematyce?

(5) Jaka jest zalezno$¢ miedzy wyjasnianiem w matematyce

a teoriami wyjasniania w nauce?

Autor wyraznie odroznia dowody, ktore wyjasniaja od ta-
kich, ktore wprawdzie dowodza (mozna powiedzie¢: wymu-

szaja nasza zgode¢ na pewien fakt), ale nie wyjasniaja gigbszych

31 Matematycy nie odkrywaja dowodow poprzez dedukowanie na
Slepo wnioskow ze znanych wczes$niej wynikow, raczej najpierw
staraja si¢ poznac struktur¢ matematyczna, w ten sposob sa w stanie
zobaczy¢, co jest o niej prawdziwe, i jak te podstawowe prawdy wy-
nikaja z jej podstawowych wlasnosci”’; tamze, s. 153—154.

32 P, Mancosu, Mathematical explanation: problems and prospects,
»Topoi” 2001, 20, s. 97-117.

3 Tamze, s. 98.

SLOZ ° lIIA1 | @>neN m auz>yozoji4 elusiupebez

109



Zagadnienia Filozoficzne w Nauce | LVIII « 2015

110

Krzysztof Wojtowicz

przyczyn tego faktu*. Mancosu odnosi si¢ takze do problemu
metodologicznej spdjnosci (czy: jednolitosci) dowodow — np.
aby metody nieelementarne nie ingerowaty wtedy, kiedy nie jest
to konieczne, gdyz moga zaburza¢ nasze rozumienie danej sy-
tuacji matematycznej®.

Mancosu w swoich analizach nawiazuje do faktu, iz w ma-
tematyce zdarza sig, iz motywacje dla przyjeciach takich a nie
innych aksjomatow wynikaja ze wzgledow metodologicznych:

kryterium jest nie tyle ich oczywisto$¢, co raczej rola w danej

3% Mancosu odwotuje si¢ tutaj do rozwazanej przez Pringsheima pro-
pozycji nowego ujecia teorii funkcji analitycznych zespolonych, ktore
mialo (zdaniem Pringsheima) umozliwi¢ naturalne wyjasnienie sze-
regu faktéw z zakresu analizy zespolonej. Pisal m.in., iz dzigki temu
ujeciu ,,podstawowe fakty, ktore w teorii Cauchy’ego pojawiaja si¢
jako sensacyjne wyniki dziatania tajemniczego mechanizmu prowa-
dzacego do cudownych zjawisk, w ramach naszej teorii uzyskuja na-
turalne wyjasnienie”; A. Pringsheim, Vorlesungen iiber Zahlen- und
Funktionenlehre, Zweiter Band, Erste Abteilung: Grundlagen der
Theorie der analytischen Funktionen einer komplexen Verdnderli-
chen, B.G. Teubner, Leipzig — Berlin 1925, s. V (cytowanie za P. Man-
cosu, Mathematical explanation..., dz. cyt., s. 109). W swojej pracy
Mancosu przedstawia dos¢ szczegotowo koncepcje Pringsheima (por.
tez K. Wéjtowicz, O pojeciu dowodu w matematyce, dz. cyt.). Od-
rebna sprawa jest to, ze propozycja Pringsheima raczej nie znalazta
uznania ,,na rynku idei matematycznych”.

3 Nastepujacy przyktad pozwoli na wyjasnienie tego komentarza.
Zauwazmy, ze twierdzenia szkolnej geometrii euklidesowej (np. ze
prosta jest styczna do okrggu) mozemy dowodzi¢ wiasnie metodami
geometrycznymi, ale takze poprzez zastosowanie technik geometrii
analitycznej. Po przetlumaczeniu na jgzyk geometrii analitycznej mo-
zemy odwotywac si¢ do roznych silniejszych wynikoéw matematycz-
nych, takze bardzo abstrakcyjnych. Z punktu widzenia pierwotnego
problemu geometrycznego, te techniki nie wnosza rozumienia, w za-
sadzie jedynie zaciemniajg obraz (cho¢ daja dowod).
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teorii (mozna powiedzie¢: rola porzadkujaca). Mancosu przy-
wotluje tutaj m.in. stanowiska Russella*® i Godla.

Odnoszac si¢ do koncepcji Godla, Mancosu ma na mysli
oczywiscie kryterium owocnosci jako pragmatyczne kryterium
przyjecia aksjomatow w danej teorii. W swoim komentarzu do
koncepcji matematyki Russella, Godel pisze, iz ten ,,poréwnuje
...aksjomaty logiki i matematyki z prawami przyrody, a oczywi-
sto$¢ logiczna z percepcja zmystowa, tak ze aksjomaty nie mu-
sza koniecznie by¢ oczywiste same przez sig, ale ich uzasadnie-
nie bazuje (doktadnie tak, jak w fizyce) na fakcie, iz pozwalaja
one wydedukowac te ‘dane zmystowe’”*’. Mamy zatem do czy-

36 Kiedy badamy zasady matematyki [...] mamy tendencj¢ do wiary
w przestanki, poniewaz widzimy, ze ich konsekwencje sa prawdziwe,
zamiast wierzy¢ we wnioski, poniewaz przestanki sa prawdziwe. Jed-
nak wyprowadzanie przestanek z wnioskow jest istota indukcji, a zatem
metoda badan zasad matematyki jest metoda indukcyjna, zasadniczo
identyczna z metoda odkrywania ogdlnych praw w dowolnej nauce™;
B.A.W. Russell, Essays in Analysis, (red.) D. Lackey, George Allen &
Unwin, London 1973, s. 273-274 (cytowanie za P. Mancosu, Mathema-
tical explanation..., dz. cyt.). ,,Gdy czysta matematyka jest zorganizo-
wana jako system dedukcyjny [...] staje si¢ oczywiste, Ze nie wierzymy
w prawdy czystej matematyki tylko dlatego, ze wierzymy w prawdzi-
wos¢ przestanek. Niektore z przestanek sa mniej oczywiste niz ich kon-
sekwencje i wierzymy w nie gtéwnie ze wzgledu na ich konsekwencje.
Tak jest zawsze, kiedy nauka jest przedstawiona jako system dedukcyj-
ny. [...] Nasze racje dla wierzenia w logike i czysta matematyke sa, po
czegscel, indukeyjne”; B.A.W. Russell, Logical Atomism, [w:] Contempo-
rary British Philosophy, (red.) J. M. Muirhead, George Allen & Unwin,
London 1924, przedrukowane [w:] Logic and Knowledge, (red.) R.C.
Marsh, London, George Allen & Unwin, s. 325-326 (cytowane za
P. Mancosu, Mathematical explanation..., dz. cyt.).

37 K. Godel, Russell’s Mathematical Logic, [w:] The philosophy of
Bertrand Russell. Library of Living philosophers, vol. 5, (red.) P.A.
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nienia z zasada o charakterze heurystycznym: uzasadnieniem
(i swoistym wyjasnieniem) dla danego aksjomatu jest to, ze po-

siada on owocne konsekwencje.

3. Uwagi koncowe

Moim zdaniem analizy dotyczace pojgcia wyjasniania w ma-
tematyce beda znacznie bardziej owocne, jesli zostana oparte
o ,tresciowa” koncepcje dowodu. Samo istnienie dowodu nie
stanowi bowiem jeszcze wyjasnienia — i tym bardziej takiego
wyjasnienia nie stanowi istnienie dowodu formalnego. Z punktu
widzenia praktyki matematycznej, znacznie wazniejsza jest ana-
liza pojg¢¢ matematycznych. Zarazem dobre ujgcie problematyki
wyjasnienia jest trudne, poniewaz kategorie znane z nauk empi-
rycznych nie moga by¢ tu zastosowane wprost — za$ kategoria
wyjasnienia ma charakter po czgsci psychologiczny. Mimo tych
trudnosci (a moze wiasnie dlatego), problem wyja$niania w ma-
tematyce — w szczegdlnosci problem eksplanacyjnej roli dowo-
dow matematycznych —uwazam za jeden z kluczowych proble-

moéw przy poszukiwaniu istoty matematyki.

Schlipp, Open Court Publishing Company, La Salle, I1l. 1944. Polskie
thumaczenie [w:] Wspdlczesna filozofia matematyki. Wybor tekstow,
(red.) R. Murawski, Wydawnictwa Naukowe PWN, Warszawa 2002,
s. 81.

3% Podobne mysli znajdziemy u Lakatosa, na co zwraca uwage Manco-
su (por. tez K. Wojtowicz, O pojeciu dowodu w matematyce, dz. cyt.).
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Matematyka eksperymentalna -
kilka refleksji historyka nauki

Krzysztof Maslanka
Instytut Historii Nauki PAN

Warszawa — Krakow

Experimental mathematics - several remarks
from historian of science

Abstract

The paper deals with the ever growing role of computers in pure

mathematics. Several examples, mainly from number theory, when

numerical experiments did shed some light on difficult problems
are given.

Key words

number theory, history of computations, computer-assisted proof

Pamieci Profesora Andrzeja Pelczara (12 1V 1937 — 18 V 2010)

Beati mortui qui in Domino moriuntur,
opera enim illorum sequuntur illos.
Apokalipsa 14,13
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1. Refleksje ogdlne

ekst niniejszego referatu, wygloszonego przeze mnie 7 lu-
Ttego 2011 r., jest kontynuacja i rozwinigciem niektorych
watkow, ktore przedstawilem wspdlnie ze $p. profesorem An-
drzejem Pelczarem 10 maja 2010 roku'. Przedwczesna $mieré
Profesora, ktora nastgpita osiem dni pdzniej, sktania do kilku
nieformalnych refleksji i wspomnien. Przedstawig tez szerzej
motywacje dla wyboru tematyki obydwu referatow.

Profesor Pelczar byt recenzentem mojej rozprawy habi-
litacyjnej pt. Liczba i kwant (OBI 2004) dotyczacej pewnych
hipotez w analitycznej teorii liczb oraz ich nieoczekiwanych
zwiazkow z fizyka kwantowa. Zwiazkow, podkresimy, nieocze-
kiwanych, bowiem taczacych teorig liczb — czyli najczystsza
z dziedzin matematyki — z zywa, doswiadczalna fizyka mikro-
swiata. A przeciez jeszcze kilkadziesiat lat temu wybitny mate-
matyk angielski G.H. Hardy z niektamang duma podkreslat, ze
teoria liczb nie ma i nigdy nie bedzie mie¢ zadnych zastosowan
w praktyce.

Kolokwium habilitacyjne odbylo si¢ w Instytucie Histo-
rii Nauki PAN w Warszawie 14 kwietnia 2005 r. w pamigt-
nym okresie pomi¢dzy pogrzebem Jana Pawla Il a rozpocze-
ciem konklawe. Pozniej profesor Pelczar kilkakrotnie bardzo
pozytywnie nawiazywat do mojej rozprawy. W potowie lutego

I K. Maslanka, Cwier¢ wieku od obalenia hipotezy Mertensa (1985).
Refleksje na temat dowodu komputerowego, ,,Prace Komisji Filozofii
Nauk Przyrodniczych PAU”, t. V, 2011, s. 19-39.
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2010 r. zaproponowat mi wspolny referat na Komisji Filozofii
Nauk Przyrodniczych PAU. Uczynit to w sposob dos¢ niefor-
malny i zartobliwy: ,,Jest zamach na pana...”. Oczywiscie zgo-
dzitem sie.

Planowany na kwiecien referat opdznit si¢ o miesiac z po-
wodu zatoby po katastrofie smolenskiej. 10 maja Profesor pomy-
lit godziny i pojawit si¢ w sali nr 26 PAU o godzing za wcze$nie:
o 15-tej. Poczatkowo byt trochg zazenowany swoja pomyika.
Ostatecznie jednak mieliSmy, wraz z przewodniczacym komisji
prof. Jerzym Janikiem (1927-2012), cata t¢ godzing na luzniej-
$za rozmowg, wspomnienia i anegdoty. Dzi$ sktonny jestem sa-
dzi¢, ze nie byla to pomytka: to raczej Przeznaczenie podaro-
wato nam t¢ godzing...

Wspomniany referat z 10 maja 2010 r., jak i jego konty-
nuacja z 7 lutego 2011 r., dotyczyly tzw. matematyki ekspery-
mentalnej; mniej formalnie méwi si¢ o ,,komputerach w mate-
matyce”. Kwestia ta, jak czgsto podkreslat Profesor, stanowi od
niedawna autentycznie nowa jako$§¢ ijako taka domaga
si¢ usprawiedliwienia. Jest rzecza wiadoma, ze nawet wybitni
matematycy nie stronili od obliczen numerycznych majacych
dopomdc intuicji, cho¢ w ostatecznych wersjach swych publi-
kacji starannie, jakby wstydliwie zacierali wszelkie $lady po ta-
kich probach. Na temat obliczen Gaussa i Riemanna mowitem
w poprzednim referacie. Cho¢ nieczgsto si¢ to podkresla — a je-
§li juz, to bardziej w niezobowiazujacych wypowiedziach ma-
tematykow, ale nigdy w podrecznikach — poczatkiem kazdego

twierdzenia i kazdego dowodu jest intuicja. Trafnie wyrazit
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Rys. 1. Ostatnie zdjecie prof. Pelczara wraz z przyjaciétmi, wykonane
w dniu Jego $mierci 18 maja 2010 r., wkrotce po zakonczeniu uro-
czystego posiedzenia Senatu Uniwersytetu Jagiellonskiego w Col-
legium Maius z okazji jubileuszu 50-lecia doktoratu prof. Jézefa
Siciaka. Od lewej profesorowie: Bolestaw Szafirski, Czestaw Olech,
Jozef Siciak i Andrzej Pelczar. (Zdjecie ze zbioréw prof. Siciaka, dzieki
uprzejmosci prof. Szafirskiego).

to matematyk wegierski George Polya (1887-1985): ,,Intuicja
przychodzi do nas znacznie wcze$niej niz $ciste, formalne argu-
menty, ale tych z kolei nie mozemy do konca zrozumie¢, dopoki

nie osiagniemy odpowiednio wysokiego stopnia abstrakcji’?.

2 G. Polya, Odkrycie matematyczne. O rozumieniu, uczeniu si¢ i na-
uczaniu rozwiqzywania zadan, ttum. A. Goralski, WNT, Warszawa
1975.
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2. Pare uwag o dowodach

Z metodologicznego punktu widzenia matematyka zawsze roz-
nita si¢ od nauk przyrodniczych ze wzgledu na swa nature for-
malna oraz nacisk na rozumowanie dedukcyjne. Atrybutem
matematyki byt — i zawsze bedzie — $cisty dowdd, rozumiany
oczywiscie jako dzieto ludzkiego umyshu. Eksperymenty i ob-
serwacje, czyli kamien wegielny nauk przyrodniczych oraz osta-
teczny probierz poprawnosci ich teorii, nie graly dotad w ma-
tematyce specjalnej roli. Przynajmniej tak bylto jeszcze 30 lat
temu.

Zaaprobowany przez srodowisko matematykow dowod jest
albo poprawny, albo nie jest dowodem i w zasadzie nie powinno
tu by¢ miejsca na subiektywne wartosciowanie. Pomimo tego,
szczegolnie cenione sa dowody ,.estetyczne”, np. bardzo zwig-
zte lub korzystajace z zaskakujacych powiazan z roznymi dzia-
fami matematyki. Klasycznym przyktadem jest znaleziony przez
pitagorejczykow elementarny dowod typu nie wprost pokazu-
jacy niewymierno$é liczby V2, jak rowniez dowod Euklidesa
na to, ze liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele. To ostatnie
nie jest oczywiste. Wiadomo, ze w miare przechodzenia do co-
raz wigkszych liczb naturalnych, znajdujemy coraz mniej liczb
pierwszych. Jest to niewatpliwie wynik numerycznych eks -
perymentow. Czy jednak napotkamy gdzie§ hipotetyczna
najwicksza liczbg pierwsza? Czystym rozumowaniem Eukli-
des pokazat, ze tak nie jest i wyrazil to w stowach: ,,O1 tpwtot

aplpotl TAE0LVG €161 TAVTOG TOL TTpotedevtog TAnBovg TpWTOV
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apBpov” (,,Liczb pierwszych jest wigcej, niz jakiekolwiek dane
ich mnostwo”, Elementy, ksigga 1X, twierdzenie 20).

Obydwa te starozytne dowody przytaczane sa do dzi§
w podregcznikach w formie podanej przez odkrywcow, co dobit-
nie $wiadczy o trwatos$ci matematycznych prawd: raz odkryte
trwaja, niewrazliwe na uplyw czasu lub zmiany naukowej mody.

Alternatywny dowdd pokazujacy, ze liczb pierwszych
jest nieskonczenie wiele odkryt w roku 1737 Leonhard Eu-
ler (1707-83). Uzywajac ulubionego poroéwnania profesora
Pelczara mozna powiedzie¢, ze dowdd Eulera to jakby inna

Rys 2. Starozytny papirus zwany Oxyrhynchus zawierajacy najstar-
szy znany zapis fragmentu stawnych Elementéw Euklidesa. Nazwa
pochodzi od miejscowosci w Gornym Egipcie (obecnie El-Bahnasa,
160 km na potudnie od Kairu), gdzie natrafiono na olbrzymie ilosci
starozytnych papiruséw z czaséw, gdy Egiptem rzadzili Ptolemeusze
i Rzymianie (IV w. przed Chr. - VIl w. po Chr.). Miejsce to, jako zrédto
cennych papirusoéw, jest eksploatowane bez przerwy od stu lat!
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sciezka prowadzaca na ten sam szczyt. Wigcej, jest to Sciezka,
z ktorej roztacza si¢ bogatszy widok. Euler pokazal bowiem
ponadto, ze gestos¢ liczb pierwszych wsrdd liczb catkowitych
jest na tyle duza, ze suma ich odwrotnosci jest rozbiezna —
w przeciwienstwie np. do kwadratow kolejnych liczb natural-
nych, ktore z kolei sa na tyle rzadkie, ze suma ich odwrotno-
$ci jest skonczona. Euler pokazat rowniez, ze ta ostatnia suma
wynosi ©%/6. (Odkrycie to stanowito rozwiazanie zagadnienia
znanego pod nazwa problemu bazylejskiego; dla wielu zna-
nych matematykow byt to prog nie do przekroczenia i dopiero
mtody Euler rozwiazat go poprawnie, ujawniajac tym samym
swiatu swoj wielki talent).

Dowdd Eulera opiera si¢ na odkrytej przez niego glebokiej
tozsamosci, w ktorej pojawia sig definicja matematycznej funk-
cji dzeta:

=1 1
{(s) = E — = | ! ——— BRes>1
ns . 1 —p =
n=1 WEIV =)

liczby piarwsza p
Przechodzac w tej formule ze zmienna s do jedynki dosta-
jemy po lewej szereg harmoniczny, ktdry, co mozna pokazac
w sposob elementarny, jest rozbiezny. Gdyby liczb pierwszych
byto skonczenie wiele, to iloczyn po prawej byltby skonczona
liczba wymierna, co stanowi sprzecznosc.
Jeszcze inna wersja tego dowodu polega na podstawieniu

w formule Eulera s = 2:
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2 P
(2)=—= | ! —
6 wizysthis P 1

liczby pierws=z p

W roku 1794 Adrien-Marie Legendre (1752-1833) w swym
dziele Géométrie pokazal, ze n* jest liczba niewymierna, o czym
sam Euler nie wiedziat. Gdyby zatem ilo$¢ liczb pierwszych byta
skonczona, po prawej stronie mieliby$my warto$¢ wymierna, co
ponownie stanowi sprzeczno$¢. Tu wiasnie tkwi wspomniany ele-
ment zaskoczenia, ten przejaw matematycznego pigkna i ukry-
tej, globalnej koherencji catej matematyki, ktora nie jest zbiorem
konwencji, ale spdjnym logicznie systemem. Na pierwszy rzut
oka niewymierno$¢ liczby @ (ktora to liczba ma naturalny rodo-
wod geometryczny) oraz nalezacy do teorii liczb problem ilosci
liczb pierwszych zdaja si¢ nie mie¢ ze soba nic wspolnego.

Dlaczego piszg tu tyle o liczbach pierwszych? Kto§ moze
podejrzewac, ze dlatego, iz wiaza si¢ one z funkcja dzeta, gdzie
mam swoje skromne osiagnigcia®. Kazdy czytat w prasie o hipo-
tezie Riemanna, czyli jednym z Problemow Milenijnych i milio-
nie dolaréw nagrody za rozstrzygnigcie kazdego z nich. Prawda
jest jednak bardziej skomplikowana i ciekawsza. Tu wiasnie
koncza si¢ ambicje oraz finanse, a w naturalny sposob pojawia
si¢ glgboka filozofia matematyki.

3 Wiecej szczegotow zawiera moj tekst w internetowym wydaniu
,,PAUzy Akademickiej”, nr 130, 30 czerwca 2011. Por tez L. Baez-
-Duarte, On Maslanka s reprezentation for the Riemann zeta-func-
tion, arXiv:math/0307214v1 [mathNT] 16 Juni 2003.
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Rys 3. Fragment rekopisu Riemanna jego pracy z roku 1859, prze-
chowywany z pietyzmem w bibliotece uniwersyteckiej w Getyndze.
Zawiera on jedno z najbardziej doniostych zdan w catej literaturze
matematycznej. Jest to hipoteza dotyczaca funkcji dzeta méwiaca,
ze wszystkie zespolone pierwiastki tej funkcji leza doktadnie na linii
prostej. Gdyby faktycznie tak byto, miatoby to wielkie znaczenie dla
naszej wiedzy o liczbach pierwszych.,Oczywiscie - pisze Riemann -
Scisty dowdd bytby tu bardzo pozadany. Po kilku krétkich, nieuda-
nych prébach odtozytem na jakis czas poszukiwania tego dowodu”.

Leopold Kronecker (1823-91) powiedziat kiedys, ze ,,wszel-
kie wyniki najbardziej podstawowych badan matematycznych
musza ostatecznie dac si¢ wyrazi¢ w prostej postaci — jako wila-
snosci liczb catkowitych™. Idac krok dalej mozna doda¢, ze skoro
liczby pierwsze sa elementarnymi ,,atomami” wszystkich liczb
catkowitych, to ostatecznie wszystko, co matematyczne ma swoj
poczatek w liczbach pierwszych. A z kolei zagadka ich rozmiesz-
czenia ukryta jest w niepozornej funkcji dzeta odkrytej przez Eu-
lera i wnikliwie zbadanej przez Riemanna...

Poglad skrajny i niewatpliwie kontrowersyjny. Krytycy za-
rzuca Kroneckerowi to, ze teoria liczb przestonita mu inne galezie

* D. Schumayer, D.A.W. Hutchinson, Physics of the Riemann Hypo-
thesis, arXiv:1101.3116v1 [math-ph] 17 Jan 2011.
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matematyki i zaszereguja takie stwierdzenie jako radykalny, ten-
dencyjny i nieuzasadniony redukcjonizm. Przyjmijmy jednak na
moment poglad Kroneckera, i to nawet w mocniejszej wersji, ze
matematyka (i opisywana nia rzeczywistos¢ fizyczna) ma swe
zrodto w funkcji dzeta. Matematyk niemiecki Jorn Steuding wy-
powiedzial sentencjonalne zdanie: Wer die Zetafunktion kennt,
kennt die Welt! (Kto poznat funkcj¢ dzeta, ten poznat [caly]
swiat!)®. Jak zobaczymy dalej, nie jest to tylko pusty slogan.

W roku 1975 Siergiej Michajtowicz Woronin (1946-97)
z Instytutu Matematycznego im. W.A. Sticklowa w Moskwie
udowodnil twierdzenie dotyczace funkcji dzeta, dla ktorego —
dopuszczane czasem przez matematykow — okreslenia: ,,glebo-
kie” ewentualnie ,,estetyczne” sa stanowczo zbyt skromne; naj-
chetniej nazwatbym ten wynik sensacyjnym, gdyby okreslenie
to nie mialo rozmaitych prymitywnych i naduzywanych w pra-
sie skojarzen. Nosi ono nazwe twierdzenia o uniwersalnosci

funkcji dzeta®. W jezyku precyzyjnym brzmi:

Twierdzenie: Rozwazmy pas na plaszczyznie zespolone;j:

1
{SEE:E{Resﬁi}

5 J. Steuding, Primzahlverteilung, wyktad z teorii liczb w Uniwersy-
tecie Goethego we Frankfurcie.

¢ S.M. Voronin, Theorem on the Universality of the Riemann Zeta
Function, Izv. Akad. Nauk SSSR, Ser. Matem. 39, s. 475-486. Prze-
druk w ,,Math. USSR 1zv.” 1975, 9, s. 443445,
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oraz zwarty podzbioér U w tym pasie taki, ze jego dopetienie
jestrowniez zwarte (czyli, mowiac zwyczajnie, U nie ma dziur).
Niech funkcja /: U — C bedzie ciagta na U, holomorficzna we-
wnatrz U i nie posiada miejsc zerowych wewnatrz U. Wowczas

dla dowolnego ¢ > 0 istnieje taka wartos¢ ¢ = #(¢), ze:
|{(s+it)—f(s)| <& dlasel

Innymi stowy: zadajmy w obszarze U spelniajacym po-
wyzsze warunki d o w o I n a, dostatecznie regularna funkcje f.
Przesuwajac U rownolegle do osi urojonej odpowiednio da-
leko znajdziemy ksztatt zadany na U przez f odtworzony z za-
dana z gory doktadnoscia ¢ przez funkcj¢ dzeta! Natomiast
w jezyku dostgpnym dla laikéw (oczywiscie nieprecyzyjnym,
co nie znaczy, ze gorszym) mozna powiedzie¢, ze funkcja
dzeta zawiera w sobie wszelkie ksztalty, dostownie wszystko:
Biblig, dzieta Szekspira, symfonie Beethovena, niniejszy tekst
— nawet sama siebie’... OczywiScie, miejsca na ptaszczyznie
zespolonej Gaussa, w ktorych znajduja si¢ owe tresci, pozo-
stang zapewne zawsze poza zasi¢giem naszych komputerow,
niemniej mamy absolutna pewnos¢, ze takie miejsca, cho¢ nie-
dostepne, istnieja.

Trzeba by¢ matematycznym daltonista, by nie zatrzymac

si¢ nad takim wynikiem i nie poczu¢ w nim tej autentycznej ta-

7 S.C. Woon, Riemann zeta function is a fractal, arXiv:chao-
-dyn/9406003 v1, 11 Jun 1994.
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}\ .lL-q ” : .r =
Rys. 4. Siergiej Michajtowicz Woronin (11 marca 1946 — 18 pazdzier-
nika 1997).

jemnicy, ktorej na imi¢ Nieskonczonos$¢. Czy moze by¢ lepszy
punkt wyjscia dla uprawiania filozofii krolowej nauk?
Zauwazytem, ze ulubione tematy filozoféw matematyki to
odwieczne pytanie o istnienie obiektéw matematycznych (pla-
tonizm), ,,niepojeta skuteczno$¢ matematyki w naukach przy-
rodniczych” (pytanie E. Wignera o racjonalnos¢ przyrody) oraz
twierdzenia Godla o niezupetnosci (komentowane czgsto bez
zrozumienia szczegdtow jego dowodu). Niezwykly wynik Wo-
ronina nie doczekat sig takiego uznania w ich oczach. Moze dla-
tego, ze znaleziono go za ,,zelazna kurtyna”, a jego odkrywca
zmart przedwczesnie? A moze dlatego, ze koncepcje rozktadu
warto$ci funkcji dzeta albo krzywych wszedzie gestych nie wy-
gladaja dla filozofow zbyt zachgcajaco? Ktz to moze wiedziec?
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3. Komputery: za i przeciw

Mozna sentencjonalnie powiedzie¢, ze komputer to liczby ucie-
le$nione z pomoca elektroniki, ktora z kolei jest namacalnym,
praktycznym tryumfem mechaniki kwantowej, tej nader sku-
tecznej, cho¢ budzacej tyle zdumienia i niedosytu teorii. Pla-
tonskie byty sprowadzone ze $wiata idei na ziemi¢ za pomoca
krzemowych uktadow scalonych. Dla praktykéw to powdd do
satysfakcji i dowdd poteznej skutecznosci ludzkiej inwencji. Ale
dla purystéw to znak sprofanowania §wiata wzniostych i nieza-
leznych od eksperymentu idei, penetrowanych dotad jedynie
przez czysta mysl cztowieka.

Wszechobecne dzisiaj komputery kolejnych generacji oraz
liczne przyktady pouczajacych eksperymentow numerycznych
sprawily, ze powstala nowa galaz wiedzy: matematyka
eksperymentalna. Jednak w $§wietle tego, co napisatem
powyzej o matematycznych dowodach, juz samo zestawienie
tych stow brzmi jak sprzecznos$¢ albo wrecz rozmyslna prowo-
kacja. Czy nie jest to tylko, tak modne ostatnio, szukanie na sit¢
nowych dziedzin nauki w celu otwierania kolejnych wydziatow
na coraz stabszych uczelniach? Jeszcze krok dalej i ustyszymy
o teologii doswiadczalnej lub socjologii kwantowej! Czegoz to
si¢ teraz nie robi, by tylko byta sensacja i nabor na nowe kie-
runki? Ale wr6¢my do tematu.

Jeden z prekursordéw i entuzjastow matematyki ekspery-
mentalnej, matematyk kanadyjsko-brytyjski Jonathan Borwein
(obecnie w University of Newcastle, Callaghan, Australia), sfor-
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mutowatl nastgpujacy program badawczy, swoista deklaracje ide-
owa matematykow, ktorzy nie gardza komputerami jako skutecz-
nym narzedziem. Wedhug niego, matematyka eksperymentalna to
pewna metoda uprawiania matematyki, ktorej zadaniem jest:

1. Zdoby¢ doglebne zrozumienie, wglad (insight) w dany
problem oraz intuicjg,

2. Odkry¢ nowe prawidlowos$ci oraz powiazania,

3. Przy uzyciu mozliwos$ci graficznych komputera zapo-
stulowac glebsze, ukryte, lezace u podstaw reguty ma-
tematyczne,

4. Testowac [niedowiedzione] zatozenia, a w szczegolno-
$ci szuka¢ kontrprzyktadow,

5. Zbada¢ znaleziony wynik w celu odpowiedzi na pytanie,
czy jest on wart formalnego dowodu,

6. Zasugerowac podejscie do takiego formalnego dowodu,

7. Unika¢ dlugich, nuzacych obliczen zastepujac je ra-
chunkami komputerowymi,

8. Weryfikowa¢ wyniki znalezione analitycznie®.

Nie sa to gotostowne deklaracje, bowiem za nimi ida co-
raz liczniejsze fakty i zastanawiajace przyktady. Kilka z nich
przytoczytem w poprzednim referacie’. Oto kolejny: w kwiet-
niu 1993 r. Enrico Au-Yeung, student w University of Waterloo,

eksperymentujac na komputerze zauwazyt, ze:

8 J. Borwein, D. Bailey, Mathematics by Experiment: Plausible Re-
asoning in the 21st Century, 2004..
? Prace Komisji Filozofii Przyrody PAU.
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ik‘9(1+1+ +1)2—45993? VA
L 2 k) T 360"

i pokazat ten wynik Borweinowi. Ten poczatkowo byt bardzo
sceptyczny; uwazal, ze to tylko przypadkowa koincydencja
oraz, ze na ktoryms z dalszych miejsc nastapi wyrazna rozbiez-
no$¢ w ostatniej, przyblizonej rownosci. Ale kiedy zgodno$¢ nu-
meryczna obu stron tej domniemanej tozsamosci osiagngta 100
cyfr po przecinku, trudno juz byto przypisa¢ to przypadkowi.
Borwein zaczal uwaznie bada¢ takie sumy — i udowodnit hipo-

tezg studenta. P6zniej udowodniono tez druga tozsamos$¢:

i(k+1}‘2(1+1+ +1)2—11 *
L 2 K T360"

Do dzi$ jednak nie udato si¢ dowies¢ kolejnej hipotezy, ze:

- 1 12 7 17
Z(k+1}“(1 +§+"'+E) = ﬁﬂS}H(E}@’B}
k=1

Nie wszyscy jednak sa takimi entuzjastami komputerdw,
jak wspomniany Borwein. Komputery weszty juz pod przysto-
wiowa strzeche, co ma sporo zalet, ale tez niemato ubocznych
skutkdw. Jest faktem, ze czerpana z Internetu wiedza jest w spo-
leczenstwie coraz szersza; jednoczesnie jednak jest coraz bar-
dziej powierzchowna. Roman Galar z Instytutu Informatyki,
Automatyki i Robotyki Politechniki Wroctawskiej w swoim
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odwaznym artykule!'® podkre$la z naciskiem, ze w komputerze,
inaczej niz w rzeczywistosci fizycznej:
— wszystko ma charakter przyczynowo-skutkowy, celowy
i poznawalny,
— wszystko podlega kontroli rozumu — kompetencja uzyt-
kownika w peli kontroluje wydarzenia,
— wszystkie bledy sa zawinione i mozna zawsze je odkry¢
oraz skorygowac,
— w przypadku katastrofy mozna zawsze system ,,zreseto-

wac” 1 zacza¢ od poczatku.

W dalszym ciagu Galar formutuje dwa brutalnie szczere wnio-

ski na podstawie wlasnych obserwacji srodowiska studentow:

— maleje korelacja migdzy pasjami komputerowymi i ta-

lentami matematycznymi; typ psychologiczny rasowego

komputerowca zdaje si¢ ewoluowaé w strong intuicyjnej
osobowosci kierowcy rajdowego,

— zainteresowanie komputerami wypiera zainteresowa-

nie reszta rzeczywistosci; zmierza to do sytuacji, w kto-

rej osoby potrafiace zastosowa¢ komputery do wszyst-

kiego, nie znaja si¢ na niczym.

10°R. Galar, Krajobraz z komputerem, ,,Matematyka” 2010, 4, s. 223. —
Jak napisano w komentarzu od redakcji, ,,gtéwne tezy zostaty sformuto-
wane przez Autora kilka lat temu 1 odebrane wowczas jako prowokacja.
Zycie pokazato jednak stuszno$¢ diagnozy i przewidywan Autora”.
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Jest zatem jasne, ze w kwestii komputerow trzeba by znalez¢
jakis$ ztoty $rodek, a to stanowi dobrg okazj¢ do przedstawienia
refleksji ogolnych w celu rzetelnego zrozumienia przyczyn wielu
tych jakos$ciowych zmian oraz ich potencjalnych skutkow, sto-
wem — dla filozofii nauki, jej metodologii oraz historii.

4, Zgryzliwa dygresja socjologiczna

Powyzej pokazatem, ze refleksje filozoficzne, oparte oczywiscie
na rzetelnych podstawach i majace jako punkt wyjscia solidne
wyniki, sa nieuniknione i moga by¢ inspirujace.

Z drugiej strony wiadomo, ze — w przeciwienstwie do huma-
nistow — przedstawiciele nauk typu science czgsto jawnie lekce-
wazg ogolne refleksje dotyczace ich dziedzin nauki i §wiadomie ich
unikaja. Czynia tak gtéwnie z powodow pragmatycznych: wspot-
czesny system ocen naukowych, oparty na przeszczepionych ze
sportu rankingach ilo§ciowej wydajnosci, promuje niekoniecznie
glebokie, ale konkretne wyniki, za ktore wyszkolony w sumowa-
niu liczb urze¢dnik przyznaje potem punkty i fundusze na badania.

Znajdujacy si¢ na fali domniemanych sukces6w naukowiec,
w atmosferze bezwzglednej konkurencji, wsrdd licznych formu-
larzy grantowych 1 goraczki czgstych wyjazdow konferencyj-
nych —aby tylko by¢ na biezaco w swej tematyce — po prostu nie
moze sobie pozwoli¢ na luksus glebszej refleks;ji filozoficznej,
czy studia nad historig swej dyscypliny. Co wigcej, refleksje tego
typu sa mato wymierne, nie maja szans na zastosowania prak-

tyczne i trzeba by niezwyktej zrecznoscei, zeby jakos wples¢ w nie
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puste, ale obowiazkowe teraz hasta w rodzaju: ,,znaczenie dla go-
spodarki”, ,,zarzadzanie zasobami ludzkimi”, ,,innowacyjno$¢”,
kreatywno$¢” czy ,.konkurencyjnos$¢”. Refleksje takie nie maja
wigc szans wobec urzedniczej mentalnosci. Funkcjonuja tu oso-
bliwe implikacje: ,,trudne” to ,,niezrozumiale”, a z kolei ,,nie ma-
jace zastosowan” to automatycznie ,,bezwartosciowe”. Stowem,
nauka jako biznes, a instytuty jako przedsigbiorstwa produkcyjne.
Absurdy te, lansowane oficjalnie i bez zazenowania przez polity-
koéw, zyskuja ostatnio normy prawne; dochodza nawet do redak-
¢ji naukowych periodykdw, ktdre odrzucaja rzetelne prace jako
Hhieatrakcyjne dla czytelnikow”.

Rozmawialem niedawno na ten temat z pewna blyskotliwa
osoba, ktora zartobliwie zasugerowata mi, jako antidotum, taki
oto — niewatpliwie atrakcyjny! — tytut artykutu z mojej dzie-
dziny: Skandal w teorii liczb...

Kto$ nawet powiedzial, ze ,,filozofia nauki jest tak potrzebna
naukowcom, jak ornitologia ptakom™"'. Powiedzenia lapidarne,
inteligentne, ztosliwie, a niewatpliwie tez pozyteczne, bo inspi-
rujace do rzetelnej, przemyslanej obrony historii i filozofii nauki.
A tymczasem proponuj¢ rzut oka na ponizszy cartoon znanego
rysownika amerykanskiego Sidneya Harrisa, ktorego ironiczne
grafiki i trafne spostrzezenia inspirowane sa glownie naukami $ci-
stymi. Na koniec tego tekstu przytocze jeszcze dwa obrazki dow-

cipnie ilustrujace kwesti¢ dowodow matematycznych.

" Cytat anonimowy za: S. Weinberg, Newtonianism, Reductionism
and the Art of Congressional Testimony, ,,Nature” 1987 (3 XII), 330,
s. 433.
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Wielka nauka Mata nauka
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Rys. 5. Autor: Sidney Harris, zrédto: http://www.sciencecartoonsplus.
com/pages/gallery.php.

5. Dygresja historyczna: dwie nieudane
proby ataku na hipoteze Riemanna

W dalszym ciagu przedstawie dwie pouczajace, cho¢ z dzisiej-
szego punktu widzenia do$¢ naiwne i zupetnie nieudane proby
ataku, za pomoca maszyn analogowych, na problem skrajnie
trudny — na hipotezg¢ Riemanna. Dzi$ niektdrzy byliby sktonni
pochopnie uzna¢ takie pomysty za maniackie, ale obydwa byty
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Pierwsza z nich pochodzi od powszechnie znanego mate-
matyka, kryptologa i pioniera informatyki Alana M. Turinga
(1912-54), ktory krotko przed druga wojng §wiatowa postano-
wil skonstruowaé¢ mechaniczne urzadzenie w celu analogowego
znajdowania kolejnych zespolonych miejsc zerowych — pier-
wiastkow funkcji dzeta. (Stawna hipoteza Riemanna, najwaz-
niejszy z nierozstrzygnigtych probleméw teorii liczb, dotyczy
wlasnie potozenia tych pierwiastkow na plaszczyznie zespolo-
nej i mowi, ze wszystkie one leza doktadnie na pewnej li-
nii prostej zwanej tradycyjnie, cho¢ niezbyt logicznie, prosta
krytyczna. Ewentualna prawdziwos$¢ tej hipotezy bytaby fun-
damentalna dla naszej wiedzy o liczbach pierwszych). Trzeba
przyznac, ze rozumowanie Turinga byto dos¢ osobliwe jak na
matematyka: skoro nikomu przez prawie sto lat nie udalo sig
udowodni¢ hipotezy Riemanna, to najwidoczniej jest ona fal-
szywa. Musi zatem istnie¢ kontrprzyktad dla niej: pierwiastek
funkcji dzeta lezacy poza prosta krytyczna.

Wspomniane urzadzenie mialo taki kontrprzyktad efektyw-
nie znalez¢. By je odroznic¢ od stawnej maszyny Turinga,
z ktora nie ma nic wspoélnego, i ktora jest pomystem czysto
teoretycznym, bede dalej mowit o ,,maszynce Turinga”. We-
dtug jego planu, byt to uktad kilkunastu kot zgbatych oblicza-
jacych pewna zawila, cho¢ elementarna sumg funkcji trygo-
nometrycznych.
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Rys 6. Swiattokopia (tzw. blueprint) planu projektu maszynki Turinga
w negatywie.

Ku zdziwieniu swych kolegow-matematykow, Turing oso-
biscie nadzorowat wytaczanie tych kot przez studenta, a jedno-
czesnie inzyniera, niejakiego MacPhaila. Byto to bardzo jawne
odstepstwo od uswigconej tradycja matematycznej czystosci,
znacznie gorsze od inzynierskich oszacowan z uzyciem suwaka
logarytmicznego.

Inspiracja dla idei Turinga, w zasadzie poprawnej, byta inna
maszyna stuzaca od dawna w Liverpoolu do praktycznego przewi-
dywania wartosci ptywow morskich i obliczajaca analogowo po-
dobna sumg trygonometryczna, cho¢ oczywiscie o innej interpre-

tacji. I tu dygresja: jakze cenna jest w nauce ,,intuicja wazniejsza
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od wiedzy” (poglad Einsteina), ktora pozwala trafnie skojarzy¢
dwa pozornie odlegle problemy! Jest to tez wymowna ilustracja
potegi analogii w nauce oraz tej trywialnej prawdy, ze ,.te same
réwnania maja te same rozwigzania” —niezaleznie od interpretacji
ich wspotczynnikow. Oczywiscie, dzi$ taka suma nie stanowi pro-
blemu dla posiadacza lepszego kalkulatora, ale opisany projekt
powstal, zanim pojawily si¢ pierwsze komputery elektroniczne.

Rys 7. Analogowe urzadzenie do przewidywania ptywéw morskich
w Liverpoolu zbudowane przez Williama Thomsona w roku 1872.
Urzadzenie to skutecznie zainspirowato Turinga. Widac¢ uktad kot
sumujacych analogowo funkcje trygonometryczne oraz rejestrator
wynikéw na tasmie papierowej (u dotu).
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Turing wystapit do Royal Society o grant w wysokosci
40 funtéw na wykonanie swej maszynki i uzyskat go dzigki po-
zytywnej rekomendacji matematyka, eksperta od funkcji dzeta
i autora podstawowej do dzi§ monografii na ten temat, Edwarda
Titchmarsha (1899-1963). Inny wspomniany powyzej matema-
tyk, Hardy, byt takze pozytywnie nastawiony do tego pomystu.
Jednak wkrotce potem wybuchta wojna i do gtosu doszedt anty-
naukowy pragmatyzm: w nowych warunkach Turing, jako pra-
cujacy dla armii kryptolog, okazat si¢ bardziej przydatny niz
Turing jako teoretyk liczbowy z platonskiego §wiata matema-
tycznych idei. Kotka zgbate nie doczekaty si¢ zlozenia w dzia-
lajaca calos¢ i prawdopodobnie zagingty.

Dzi$ wiemy, dzigki eksperymentom numerycznym wyko-
nanym z pomocg nowoczesnych superkomputeréw, ze hipoteza
Riemanna nie jest na pewno naruszona az do miejsca zerowego
o numerze 10", Liczba ta to, z jednej strony, ,,bardzo duzo” w po-
réwnaniu z prawie sze§cioma tysigcami takich miejsc bedacych
w zasiegu maszynki Turinga; z drugiej jednak strony, to bardzo
niewiele w porownaniu z atrybutem teorii liczb — nieskonczono-
$cia, ktorej z pewnoscig nie osiagnie nigdy zaden komputer.

Drugi przyktad analogowego aparatu do badania funkcji
dzeta jest pozniejszy o prawie dziesi¢¢ lat i pochodzi od am-
bitnego inzyniera z Holandii, Balthasara van der Pola (1889—
1959), znanego gtéwnie ze swych osiagnig¢ w teorii propagacji
fal radiowych oraz projektéw odbiornikéw radiowych dla zashu-
zonej firmy Philips. Biografowie piszg o nim, ze ,,mial niewat-

pliwie talent, cho¢ byl wyjatkowo prézny”. Van der Pol dopro-
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$A M. Turing RS
King’s College,
~ Cumbridge.
24 March 1939,

 “1. It is proposed to make calculstions of the Riemann
zeta-function on the criticul line for 1,450 <7 ¢ <C6,000 with a
view to discovering whether all the zeros of the function in this
range of t lie on the critical line. An investigation for 0 <t <
1,464 hos already been made by Titchmarsh, The most laborious
part of such caleulations consists in the evaluation of certuin
trigonometrical sums

! r%;}:‘m(clogr-ﬁ)- ”"“[’\/ﬁtﬂ

In the present caleulation it is intended to evaluate these sutns
approximately in most cases by the use of apparatus somewhat
similar to what is used for tide prediction. When this method
does not give sufficient accuracy it will be necessary to revert
to the straightforward calculation of the trigonometric sums, but
this should be only very rarcly mecessary. I am hoping that
the use of the tide-predicting machine will reduce the amount
of such calculation necessary in a ratio of 50: 1 or better, It
will not be feagible to use already existing tide predictors because
the frequencics occurring in the tide problem are entirely different
from those occurring in the zeta-function problem. 1 shull be
working in collaboration with D. C. MacPhail, a reseurch student
who is an engineer. We propose to do most of the machine-shop
work ourselves, and are therefore applying only for the cost of
materials, and some preliminary computation,

2. Cost of materials for making tide predictor, estimated ut
£25, and not exceeding £35. Cost of preliminary computation,
estimated at £3 10s., and not exceeding £5. Some further
computation may be necessary after the work with the tide
predictor, but the amount of this cannot be accurately estimated
ut this stage, and might be negligible. No upplication i3 being
made on this account at present.
|, 4. Fellow of King's College, Cambridge.

L Alppurﬂm would be of little permanent value, Tt could
be added vo for the purpose of carrying out similur caleulations
for a wider range of ¢, und might be used for some other investi-
gations connected with the zeta-function, 1 cannot think of uny
applications that would not be connected with the zeta-function,

* 6. At Cambridge University, principally in the Engineering
Laboratories. Professor Hurdy and Professor Titchmarsh are,
I believe, willing to support this application.” :

Rys 8. Opis projektu maszynki Turinga w jego prosbie do Royal So-
ciety o dofinansowanie. Autor wypehnit standardowy, kilkupunktowy
formularz 6wczesnego grantu (istota pomystu, koszt wykonania, sta-
nowisko autora, wnioski, kto popiera projekt). Catos¢ miescita sie na
jednej stronie. W poréwnaniu z dzisiejszymi stosami szpargatéw, ktére
trzeba wypetnic aplikujac o grant, jest to godna polecenia zwieztosc.
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wadzit swoj pomyst do skutku i opublikowat (1947 1.), cho¢ nie
znalazt niczego przetomowego w dotychczasowej wiedzy. Byto
to urzadzenie elektromechaniczne, ktore poprawnie wykryto po-
lozenia pierwszych kilkunastu pierwiastkow funkcji dzeta. Nie-
stety, wyzsze zera pozostaly nieosiagalne z powodu matej czu-
oci 1 nieusuwalnych szumow aparatury.

28

sa ) 100 "w 120 130 140 150 160 170 I8 1% 200 20
v v 3 v 3 7 ¢ 3 ¢

Rys 9. Wynik pracy elektromechanicznego urzadzenia van der Pola.
Minima obwiedni chaotycznej krzywej, kreslonej piérkiem na pa-
pierowej tasmie, znajduja sie w czesciach urojonych kolejnych pier-
wiastkow funkgji dzeta: 14.1347..., 21.0220..., 25.0109..., 30.4249...,
32.9351....

Oczywiscie, przewaga naszej wiedzy pozwala nam patrzeé
z wyzszoscia na naiwne proby Turinga i van der Pola. Trzeba
jednak by¢ pobtazliwym, jak rowniez mie¢ t¢ Swiadomos¢, ze za
kilkadziesiat lat niektore z naszych, obecnie najlepszych prob,
rowniez wydadza si¢ naiwne. Historia nauki uczy, ze nie mozna

przeskoczyépewnychobowiazkowychdlarozwojunaukiprogow.
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6. Po sladach Jerry’ego B. Keipera

Sadze, ze dobrym pretekstem i punktem wyjscia do obrony
zdrowo rozumianego filozofowania w nauce moze by¢ jakas po-
sta¢ niebanalnego uczonego, ktory osiagnat trwate wyniki na-
ukowe i w swych pracach kierowat si¢ wtasna intuicja, a nie ak-
tualnie zalecana moda. Bohaterem niniejszego rozdziatu bedzie
przedwczesnie i tragicznie zmarty w roku 1995 amerykanski
matematyk oraz informatyk Jerry B. Keiper (1953-95). Dowie-
dzialem si¢ o nim przypadkiem i od razu poczutem silng wigz
duchowa z jego pogladami i stylem pracy.

Wedhug obiegowych pogladow Keiper byt tylko niezycio-
wym dziwakiem, niepoprawnym idealista, przywiazujacym
nadmierna wage do wiasnych marzen oraz do religii (byt czton-
kiem Ko$ciota mennonitow, jednego z nurtow protestanckich,
ktory powstat w 1539 r. w Holandii). Byt niby przystowiowy
kot: nieprzekupny i chadzajacy swoimi drogami. Ale to bardzo
powierzchowne wrazenie; w glebi kryt si¢ wrazliwy czlowiek
oraz zdolny i skuteczny uczony.

Oto zupetnie niezwykly rys jego osobowosci. Nie jest tajem-
nica, ze znaczna (i zupetnie niekontrolowana przez spoteczen-
stwo) czes¢ podatkow idzie na zbrojenia wojskowe. Nikt jednak
nie odczuwa z tego powodu szczegolnego dyskomfortu. Kwestii
tej nie naglasnia sie, a wigkszos$¢ podatnikow albo o tym nie wie,
albo odpedza od siebie takie mysli wzruszajac ramionami: a c0z
jamoge na to poradzi¢? Albo wreszcie skuteczne zatruwa sumie-
nie jakim$ gladkim sloganem o bezpieczenstwie panstwa, o roz-
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Rys. 10. Jerry B. Keiper (1953-95). (Fotografia dzieki uprzejmosci Mi-
chaela Trotta, Wolfram Research).

maitych poczynaniach, ktore dla dobra spoleczenstwa musza by¢
tajne itp. Wobec logicznego argumentu, ze skrajnie dochodowy
handel bronia jest niemoralny wobec tragicznego ubdstwa i gtodu
w wielu regionach $wiata, dyskretnie zmienia si¢ temat. Mozna
tez otrzymac etykietke pacyfisty, w sensie negatywnym — jako
kogo$ oderwanego od rzeczywistosci lub wrecz tchorza unikaja-
cego stuzby wojskowej. I tak zignorowany, albo wy$miany pro-
blem pozornie znika ze swiadomo$ci spoteczne;.

Na mys$l przychodza tu rozterki owego anonimowego ro-
botnika, bohatera mtodzienczego wiersza Karola Wojtyty pt.
Robotnik z fabryki broni z tomu Profile Cyrenejczyka (1957 t.):
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Nie wpltywam na losy globu, nie wszczynam wojen.

Czy idg z Toba, czy przeciw Tobie — nie wiem.

Nie grzeszg.

Dregczy mnie wiasnie to, Ze nie ja wplywam i nie ja grzeszg,
ze toczg drobne zakretki i gotuj¢ fragmenty zniszczen,

a nie ogarniam cato$ci, nie ogarniam doli cztowiecze;.

W tej kwestii Keiper byt bardzo radykalny: za zadna ceng
nie chcial wspotfinansowac zbrojen, chocby i bezwiednie. Nie
zatruwal swego sumienia pseudopatriotycznymi sloganami
o bohaterstwie i poswigceniu dla kraju ,,naszych chtopcow”
z Korei, Laosu, Wietnamu czy Iraku, przelewajacych swoja
krew za ojczyzng w walce z terrorystami. (Nawiasem mowiac,
pojgcie ,terrorysty” stato sig¢ ostatnio rownie pojemne, jak po-
jecie ,,bandyty” w czasie Il wojny §wiatowej).

Z drugiej strony, nieplacenie podatkéw od dochodow jest
naruszeniem prawa, a wykrycie tego sprowadza powazne kto-
poty. Czy zawsze? Czy mozna bezkarnie nie ptaci¢ podatkow?
Na to pytanie Keiper znalazt odpowiedz tylez zdumiewajaca
w swej prostocie, co zupetnie nie do przyjecia dla wigkszosci
ludzi. Podatek jest stosowna czg$cia dochodow. Zerowy do-
chod oznacza zerowy podatek. Catkowita rezygnacja z docho-
dow zwalnia wigc z podatku. Keiper $wiadomie wybrat takie
wlasnie mato spektakularne i rownie mato amerykanskie roz-
wiazanie. W tej sytuacji jego pracodawca, firma Wolfram Rese-
arch, w ktorej byt od poczatku niezastapionym pracownikiem,

zapewnita mu elementarny byt powotujac pewna niedochodowa
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fundacje. Jak potem powiedzial pastor Larry Wilson z KoS$ciota
mennonitow w rodzinnym miesécie Keipera, on ,,autentycznie
zyt swoja wiarg” 1 dlatego taki styl zycia uznat za zupehie na-
turalny. Z kolei promotor jego pracy Kenneth B. Stolarsky na-
pisat mi, ze Keiper byt ,,w jakims$ sensie po prostu za dobry, jak
na ten $wiat” (In a way he was just too good for this world)".

Czujac wewngtrzng potrzebe poswigcenia si¢ pracy dydak-
tycznej, Keiper zlozyl tez propozycje pracy w kilku koledzach.
Jednak posady nie dostal: na decydentach zte wrazenie zrobila
drobna uwaga, ktora wpisat w formularzu aplikacyjnym: ,,pen-
sja bez znaczenia” (salary goal: not an issue). W istocie Keiper
nie chcial zadnej pensji. Gdyby zazadat wiele, bylby typowym,
»swoim” cztowiekiem; tymczasem zachowat si¢ w sposob niezro-
zumialy, co dla wielu jest rownoznaczne z epitetem ,,podejrzany”.

Prawdziwie ewangeliczna prostota i doskonata zgodnos¢
pogladow z zyciem. W dobie obtudy, konformizmu i dyploma-
tycznych masek przywdziewanych na kazda okazje, posta¢ Kei-
pera wydaje si¢ jakby wyjeta z innej epoki, po prostu nienor-
malna. Jesli przez normalno$¢ rozumie¢ typowa, akceptowana
przez ogo6t postawe, to Keiper byl z pewnos$cia nienormalny,
oczywiscie bez odcienia pejoratywnego. Ale to takie wlasnie
jednostki stanowia przystowiowa ,,s01 ziemi”. To oni pozostaja
w pamigci. Jednych bulwersuja, innych niepokoja, jeszcze in-
nych zmuszaja do refleksji, niekiedy podziwu. Na og6t jednak

nie znajduja nasladowcow.

12 Mail z 16 listopada 2006 r.

SLOT ° IIA1 | @neN m auzdyozoji4 eiuaiupebez

143



Zagadnienia Filozoficzne w Nauce | LVII « 2015

144

Krzysztof Maslanka

*

Okoto roku 1997 w swoich — do$¢ jeszcze wtedy amator-
skich — badaniach nad funkcja dzeta Riemanna obliczalem m.in.
tzw. state Stieltjesa y , ktore de facto sa wspotczynnikami roz-
winigcia na szereg Laurenta tej stawnej i bardzo waznej funkcji,

wokot jej jedynego bieguna dla s = 1:

R G bl .
z(s}=s_1+; ——Ya(s— D)

State te pojawily si¢ po raz pierwszy w listach Thomasa J.
Stieltjesa do Charlesa Hermite’a (1885 r.)"* w postaci definicji:

_ i‘,lmg?2 k lng”ﬂm
L~ k n+1

k=1

Jak to zwykle w kwestiach numerycznych bywa, formalna,
Scista i naturalna definicja jest bezwartosciowa, gdy chcemy nu-
merycznie obliczy¢ warto$¢ danej statej z zadana z gory doktad-
noscia, np. 100 cyfr znaczacych. Naiwne zastosowanie powyz-
szej definicji dla jednej chocby stafej, np. y,, wymagatoby mocy
obliczeniowej wszystkich dostgpnych teraz na $§wiecie kompu-
terow pracujacych przez czas wielokrotnie dtuzszy od wieku
Wszechswiata. Wymyslitem wigc wlasna formule, ktora, choé¢

13 Thomas Jan Stieltjes, [w:] B. Baillaud, H. Bourget, Correspon-
dance d’Hermite et Stieltjes, Gauthier—Villars, Paris 1905, s. 160—164.
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lepsza (szybciej zbiezna), daleka byta od skutecznosci. W li-
teraturze znalaztem kilka innych reprezentacji tych waznych
liczb, ale wszystkie one nie nadawaty si¢ do praktycznych obli-
czen. Zdesperowany skorzystatem wigc z profesjonalnego pro-
gramu Mathematica firmy Wolfram Research, ktory w utamku
sekundy (ponizej 1/10 s) podawat kolejne wartosci y, z doktad-
nos$cia 100 cyfr. Zaintrygowany zajrzatem do pliku pomocy tego
programu, gdzie wyczytatem: ,,StieltjesGamma uses Keiper’s
algorithm based on numerical quadrature of an integral repre-
sentation of the zeta function and alternating series summation
using Bernoulli numbers”.

Programy komputerowe maja zawsze obszerny plik po-
mocy. Dla niecierpliwych jest tez skrot pomocy, czyli plik FAQ
(Frequently Asked Questions — Czgsto Zadawane Pytania), ale
z reguly nie podaje si¢ tam odno$nikow do fachowej literatury.
Nie bytem wigc w stanie odtworzy¢ i zrozumie¢ ,,zaimplemento-
wanego” w programie algorytmu. Niemniej byto to moje pierw-
sze spotkanie z Jerrym Keiperem. Wkrotce potem z nekrologu
napisanego przez zatozyciela i szefa firmy Wolfram Research
Stevena Wolframa dowiedziatem sig, ze rozpoczynajac pracg
w jego firmie Keiper podjat si¢ ambitnego zadania opracowa-
nia i efektywnego zastosowania w Mathematice optymalnych
algorytmow, ktore by pozwalaty obliczy¢ wartos¢ dowolnej
funkcji specjalnej dla dowolnych wartosci jej, na ogot ze-
spolonych, argumentoéw. Zadanie to zostato przez wielu, w tym
przez samego Stevena Wolframa, uznane za nierealistycznie

trudne, ale cierpliwy i metodyczny Keiper powoli wywiazywat
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si¢ z niego. W szczegdlnosci znalazt stosowny, szybko zbiezny
algorytm dla wspomnianych statych Stieltjesa i opublikowat go
w roku 1992 w czasopi$mie ,,Mathematics of Computations”'.

I tu nastapito kilka epizodow, ktore ze wzniostego $wiata
matematycznych idei Platona skutecznie sprowadzity mnie do
twardej rodzimej rzeczywistosci. Okazato si¢ bowiem, ze wspo-
mniany artykut Keipera znajduje si¢ w obszernej internetowej ba-
zie czasopism JSTOR, gdzie mozna go kupi¢ za istotny utamek
i tak juz gtodowej pensji pracownika PAN-u. Standardowy na Za-
chodzie legalny zakup przez macierzysta instytucj¢ tutaj grozitby
zachwianiem jej budzetu. Natomiast ostawiona i nielegalna strona
internetowa Pirate Bay (Zatoka Piratow) nie oferuje tak nieatrak-
cyjnego towaru, jak publikacje z teorii liczb; zreszta skorzystanie
z takiej strony wiazatoby si¢ z ryzykiem, ze kto$ ,,zyczliwy ina-
czej” naglosni sprawe i lojalnie doniesie gdzie trzeba.

Na szczgécie z pomoca przybyt moj niezawodny przyja-
ciel z Wenezueli matematyk Luis Baez-Duarte, ktory polecit ze-
skanowa¢ bibliotekarzowi 6w artykut i przestat mi go mailem.
Zamiast zastanawia¢ si¢ na legalnoscia takiego postepowania
i ewentualnym znaczeniem funkcji dzeta dla zastosowan w go-
spodarce narodowej, zaczatem wnikliwie studiowac otrzymany
tekst. Okazato sig, ze jest tam nie tylko wspomniany algorytm
obliczania statych Stieltjesa; sa takze prawdziwe perly anali-
tycznej teorii liczb. Ale to juz temat na kolejny referat.

14 J.B. Keiper, Power Series Expansions of Riemann's Zeta Function,
,Mathematics of Computations” 1992, 58, 198, s. 765-773.
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Jerry B. Keiper zmart tragicznie bedac w pelni swych sil twor-
czych i ambitnych planéw. Smieré dopadta go niespodziewanie
na skrzyzowaniu Prospect Avenue i John Street w miejscowo-
$ci Champaign w amerykanskim stanie [llinois. W zimowy wie-
cz6r 18 stycznia 1995 r. wracat do domu po pracy swoim statym
zwyczajem, czyli w sposob raczej mato amerykanski: nie samo-
chodem, lecz rowerem. Bylo okoto godziny osiemnastej, kiedy
czekat na skrzyzowaniu na zmiang $wiatet na prowadzacym na
potnoc pasie Prospect Avenue, zeby skreci¢ w lewo. Najpierw
niezidentyfikowany samochdd uderzyt rowerzyste z tylu i ze-
pchnat na sasiedni pas, ktorym akurat z wielka predkoscia je-
chat z naprzeciwka wielki bialy buick. Jego kierowca, starszy
cztowiek, zatrzymat si¢ dopiero parg przecznic dalej. Wrociw-
szy na miejsce wypadku thumaczyt, Ze nie zauwazyt lezacego
na jezdni cztowieka; sadzit, ze trafit na wybdj w asfalcie. Zostat
zwolniony z braku dowoddéw winy.

Przewieziony do szpitala Carle Foundation Hospital w sa-
siednim Urbana, Keiper zostal poddany bezskutecznej reani-
macji. O godz. 18:22 stwierdzono formalnie zgon wskutek roz-
legtych obrazen, gtéwnie ran glowy'’. Potem okazato sig, ze
w pracowni jego macierzystej firmy na kilku komputerach od

15 Lokalna gazeta internetowa ,,Daily Illini Online Archive”, http://
www.illinimedia.com/di/archives/1995/January/20/driver-p3.html
(plik wycofany).
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wielu miesiecy ,,zapuszczonych” jest kilka programow w Ma-
thematice testujacych nowe algorytmy.

Dzi$ nazwisko Keipera znane jest tylko waskiej grupie spe-
cjalistow. Ale z jego intelektualnych dokonan oraz z odkrytych
przez niego algorytméw w kazdej chwili korzystaja rozsiani po
$wiecie uzytkownicy zywiotowo rozwijajacego si¢ juz ponad
dwadziescia lat programu Mathematica, chociaz tylko nieliczni
wsrod nich zdaja sobie z tego sprawe. Moglby wigc Keiper po-

wtorzy¢ za Horacym: Non omnis moriar.

Na koniec dwa rysunki Sidneya Harrisa dotyczace dowodow
matematycznych. Sporo zachodnich ksiazek naukowych za-
mieszcza cartoons tego grafika, jako humorystyczne przeryw-
niki. Znajac poczucie humoru nieodzatowanego profesora Pel-
czara mogg¢ mie¢ nadziejg, ze zaakceptowalby takie nieznaczne
naruszenie uswigconego tradycja stylu takze w niniejszej pu-
blikacji.
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To jest swietny dowad,
ale brakuje mu ciepla i uczucia.

Chcesz dowodu? Ja ci pokaze dowad!

SLOZ ° 1IA1 | @>neN m suzdyozoji4 eluaiupebez

Rys. 11i12. Autor: Sidney Harris, zrédto: http://www.sciencecartoon-
splus.com/pages/gallery.php.
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Bezgtosna
komputerowa
rewolucja

w naukach
eksperymentalnych

S. Leciejewski, Cyfrowa rewolucja
w badaniach eksperymentalnych:
studium metodologiczno-
filozoficzne, Wydawnictwo
Naukowe Uniwersytetu im. Adama

Mickiewicza, Poznan 2013, ss. 168.

Komputery na dobre zago-
Scily w naszym codziennym zy-
ciu. Nie sposob wyobrazi¢ sobie
bez nich rowniez wspotczesnej
nauki — wystarczy wspomnie¢,
ze dzi§ kazdy tekst o charakte-
rze naukowym przetwarzany jest
komputerowo. Komputery shuza
rowniez jako doskonale narze-
dzia komunikacji naukowej, dos¢
wspomnie¢, ze ustuga e-mail zo-
stala stworzona przez naukow-
cow 1 na potrzeby komunikacji

naukowej. Cho¢ komputery wy-

petnity roznorakie sfery naszego
zycia, to wciaz malo rozumiemy
zmiany, jakie si¢ pod ich wply-
wem dokonaty.

Z pewnoscia przemiany te sa
ogromne, ale czgsto umykaja nam
niezwykle wazne ich aspekty. Sta-
womir Leciejewski w swej najnow-
szej monografii stawia odwazna
tezg — prawie wszystkie wspolcze-
sne filozoficzne opracowania nauk
przyrodniczych wykazuja zastana-
wiajaca Slepote. Filozofowie nie
dostrzegaja waznej rewolucji, ktora
dokonata si¢ w metodologii badan
eksperymentalnych kilku ostatnich
dekad. Chodzi mianowicie o rewo-
lucj¢ zwiazana z wprowadzeniem
do tych badan zautomatyzowanych
systemow cyfrowych. Rewolucja
nie zostala dostrzezona, bo roz-
grywa si¢ bezglosnie, a filozofo-
wie nie podjeli jeszcze do tej pory
wysitku zmierzenia si¢ z przemia-
nami metodologicznymi rozgry-
wajacymi si¢ w naukach przyrod-
niczych.

SLOZ ° lIIA1 | @>neN m auzdyozoji4 elusiupebez

151



Zagadnienia Filozoficzne w Nauce | LVIII « 2015

RECENZJE

Nalezy wspomnieé, ze tezy
o rewolucyjnym wptywie kompu-
teréw nafilozofig nie sanowe. Wy-
starczy wymieni¢ chocby ksiaz-
ke Aarona Slomana The Computer
Revolution in Philosophy: Philo-
sophy, Science and Models of Mind
z roku 1978, czy ksiazke Jaya D.
Boltera Turings Man: Western
Culture in the Computer Age z roku
1984. Stawomir Leciejewski posta-
wit sobie jednak bardzo precyzyjny
cel: ukazanie, w jaki sposéb pod
wplywem komputeréw zmienity
si¢ nauki eksperymentalne (gltow-
nie fizyka i chemia) i jakie nowe
problemy w zwiazku z tym poja-
wily si¢ dla filozofii nauki.

Ksiazka rozpoczyna si¢ od
przedstawienia podstawowej ramy
teoretycznej stuzacej analizie me-
todologii badan eksperymental-
nych. Autor wywodzi si¢ ze §ro-
dowiska poznanskiego, nie dziwi
wigc fakt, ze jako punkt wyjscia
przyjete zostaly poglady zwia-
zane z nowym eksperymentali-

zmem. Trzeba przyznac, ze jest to
dogodna ptaszczyzna dla dalszych
analiz, a poglady Hackinga nie sa
traktowane dogmatycznie, co wig-
cej Leciejewski wchodzi z nimi
nawet w tworcza polemike. Prze-
ciwstawienie teoretycyzmu i eks-
perymentalizmu oraz prezentacja
glownych pomystow Hackinga
dokonane zostaty sprawnie, tak ze
i dla studenta, i dla wytrawnego
badacza powinny okaza¢ si¢ inte-
resujace.

Taksonomia prac ekspery-
mentalnych zastosowana przez
Hackinga w pracy The Self Vindi-
cation of the Laboratory Science
stala si¢ punktem odniesienia dla
dalszych analiz. Warto podkreslic,
ze uczyniono z niej doskonaty uzy-
tek — udato si¢ ukazac roznorodne
sposoby wykorzystania sprzgtu
komputerowego w badaniach
eksperymentalnych (niekiedy je-
den zestaw komputerowy spel-
nia¢ moze rownoczesnie kilka od-

miennych rol w eksperymencie).
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W drugim rozdziale szczego-
fowo oméwione zostaty elementy
uktadu eksperymentalnego wspo-
maganego komputerowo: urza-
dzenia pomiarowe, przetworniki
analogowo-cyfrowe,  interfejsy,
komputer z oprogramowaniem
oraz przetworniki cyfrowo-ana-
logowe i uklady wykonawcze.
Dzigki odpowiedniej dawce tech-
niki udato si¢ ukaza¢ specyfikg
tych elementdéw i ich rolg w pra-
cach eksperymentalnych. Opisy
sa kompetentne, ale powinny by¢
réwniez czytelne dla oséb posiada-
jacych wiedzg z informatyki co naj-
mniej na poziomie szkoty $redniej.

W kolejnej czgéci autor roz-
wija analiz¢ metodologiczna eks-
perymentow wspomaganych
komputerowo. Juz na wstepie sta-
wia tezg¢ o tym, ze wprowadze-
nie takiego sprzgtu powoduje, ze
Hhiewatpliwie zwigksza si¢ ‘odle-
glo§¢’ pomigdzy podmiotem eks-
perymentu (P) a jego przedmio-
tem (O)” (s. 62). Jaki jest wptyw

zwigkszonej ,,odleglosci”? Czy
zmusza nas to przeformulowania
metodologicznych podstaw nauk
empirycznych? Odpowiedz au-
tora jest twierdzaca — uwaza, ze
wprowadzenie cyfryzacji sygnatu
wprowadza nowe problemy epi-
stemologiczne 1 metodologiczne.
Z drugiej strony w monografii
odnajdziemy rozwazania o nie-
zbedno$ci wprowadzenia technik
komputerowych do badan eks-
perymentalnych — wszak bada-
nia prowadzone sa na takim po-
ziomie wyrafinowania, ze reczne
manipulacje ukladami ekspery-
mentalnymi i tradycyjne zbiera-
nie danych przekracza jakiekol-
wiek rozsadne granice ludzkich
mozliwosci. Wprowadzenie kom-
puteréow cyfrowych obarczone
jest jednak réwniez pewnymi pro-
blemami: pojawiaja si¢ artefakty
poznawcze, ktérych nie mozna
wyeliminowa¢ przy pomocy do-
tychczas stosowanych metod.

Z drugiej strony ograniczona jest
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rowniez doktadnos¢ pomiarow
albo ich szybkos¢ (wielkosci te
sa negatywnie skorelowane ze
soba) — pojawiaja si¢ wigc ogra-
niczenia wyplywajace z apara-
tury technicznej, ale o charakte-
rze fundamentalnym, bo wynikaja
z procesOw fizycznych lezacych
u podstaw przetwarzania analo-
gowo-cyfrowego. Okazuje si¢
zatem, ze warstwa techniczna —
traktowana dotad jako niepro-
blematyczna z punktu widzenia
fundamentalnych ograniczen po-
znawczych — wprowadza jednak
(niejako tylnymi drzwiami) silne
ograniczenia. Sa one nieuniknio-
nym kosztem, ktory ptacimy za
mozliwos¢ prowadzenia wyrafi-
nowanych badan.

S. Leciejewski zwraca row-
niez uwage na dodatkowe ogra-
niczenia wprowadzane przez
oprogramowanie komputerowe.
W przypadku programéw na li-
cencjach zamknigtych nauko-

wiec w zasadzie nie ma mozli-

wosci weryfikacji poprawnosci
dzialania narzedzia, musi za-
tem bezkrytycznie zaufaé twor-
com oprogramowania. W tym
kontekscie zrozumiate staja sig
glosy nawotujace do tworzenia
Free and Open Source Software
— wowczas naukowiec (grupa)
nie jest pozbawiony mozliwo-
$ci wgladu w mechanizmy pro-
gramu. Z drugiej strony autor
wskazuje, ze intersubiektywna
sprawdzalno$¢ — uznawana za
podstaweg metody eksperymen-
talnej — staje si¢ powoli mitem.
Uzalezniona jest ona choc¢by od
posiadanych $rodkéw finanso-
wych i w praktyce coraz czgsciej
staje si¢ tylko epistemologicz-
nym ideatem. Autor stwierdza:
,Intersubiektywna sprawdzal-
no$¢ w badaniach eksperymen-
talnych wspomaganych kompu-
terowo zamieniona zostala na
procedury autokalibracji unika-
towego sprzgtu badawczego (np.
LHC w CERN)” (s. 74-75).
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Interesujace sa rowniez roz-
wazania dotyczace statusu ekspe-
rymentatora w badaniach wspo-
maganych komputerowo 1 jego
niezbednosci. To ostatnie dotyka
kwestii mozliwo$ci pelnej auto-
matyzacji procesu odkrycia na-
ukowego. Jak mozna si¢ spo-
dziewaé¢, dotychczasowe proby
nie napawaja w tej kwestii zbyt-
nim optymizmem. Okazuje si¢ bo-
wiem, ze to co tatwe dla cztlowieka
jest trudne dla komputera i na od-
wrot. Zatem uktad eksperymenta-
tor-system komputerowy (ogdélnie
czlowiek-komputer) okazuje sig
najbardziej wydajnym potacze-
niem, ktore nie ma na razie zadnej
rozsadnej alternatywy po stronie
systemow sztucznej inteligencji.

W monografii pojawiajq si¢
rozwazania o symulacjach kom-
puterowych i ich epistemologicz-
nej roli. Sa one podporzadkowane
glownym celom pracy, w zwiazku
z czym wypadly mocno ograni-

czone. Z pewnoS$cia warto bedzie

rozwina¢ to zagadnienie w przy-
sztosci, bo kryje si¢ w nim wiele in-
trygujacych, filozoficznych kwes-
tii, jak to ukazat Eric Winsberg!®.
Interesujaca jest rowniez zwia-
zana z tymi zagadnieniami kwe-
stia eksperymentu w matematyce,
ale to z pewnoscia temat na zupet-
nie inne opracowanie.

Rozdzial czwarty przynosi
dwa najbardziej wazkie watki fi-
lozoficzne. Po pierwsze, mamy
tu kompetentng i dobrze uza-
sadniona krytyke nowego eks-
perymentalizmu. Gléwny zarzut
mozna sprowadzi¢ do nieade-
kwatnosci rekonstrukcji prak-
tyki eksperymentalnej. Krytyka
ma na celu raczej przeformulo-
wanie nowego eksperymentali-

zmu niz jego catkowite obalenie.

16 E.B. Winsberg, Science in the age
of computer simulation, Chicago
2010. E.B. Winsberg, Computer
Simulations in Science, [w:] http://
plato.stanford.edu/archives/fall2014/
entries/simulations-science/ (ostatni
dostep 21 X 2014).
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Po drugie, autor stawia tezg, ze
wytworzyl si¢ nowy, kompute-
rowy styl badan eksperymental-
nych (w sensie stylu myslowego
w ujeciu L. Flecka). Wprowadze-
nie tego stylu uwaza autor za ty-
tutowa rewolucj¢. Uzasadnienie
rewolucyjnosci tej zmiany nasta-
pito poprzez odwotanie do czte-
rech najwazniejszych koncepcji
rewolucji naukowej: T. Kuhna,
I.B. Cohena, S. Shapina i I. Hac-
kinga. Stosujac kryteria rewolu-
cyjnosci zmiany naukowej sfor-
mutowane przez wspomnianych
filozoféw S. Leciejewski ukazat,
ze wigkszo$¢ tych kryteriow jest
dobrze spelniona przez zmiany
wprowadzone dzigki zastosowa-
niu komputerow do badan eks-
perymentalnych, najlepiej pasuja
za$ one do zalozen Hackinga.
Praca wyr6znia si¢ bardzo
dobrym metodycznym i meto-
dologicznym podejsciem. Kon-
strukcja logiczna pracy jest bar-

dzo klarowna, podobnie jak jezyk

stosowany przez autora. ROwniez
i od strony edycyjnej praca opra-
cowana jest wysmienicie (w ca-
tym tekscie udato sig¢ znalezé
zaledwie dwa drobne bledy lite-
rowe: s. 79 i 25). Z uwag histo-
riograficznych warto wspomnie¢
jedynie, ze zbyt silnym uprosz-
czeniem jest stwierdzenie, iz
E. Mach jest prekursorem pozy-
tywizmu, podane bez zadnych
zastrzezen (s. 20) — wszak histo-
rycy filozofii prekursoréw pozy-
tywizmu doszukuja si¢ w poczat-
kach XIX wieku.

Podkresli¢ nalezy, ze autor
swobodnie porusza si¢ zar6wno
w kwestiach technicznych, jak
i filozoficznych. Znakomicie po-
kazuje rowniez, dlaczego bez
zrozumienia warstwy technicz-
nej nie mozemy zrozumie¢ no-
wych probleméw metodologicz-
nych pojawiajacych si¢ w nauce,
jak choc¢by problem niemozliwo-
Sci wyeliminowania artefaktow

poznawczych z cyfrowych ukta-
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doéw pomiarowych. Wydaje sig,
ze w tym kontekScie wezesniej-
sze analizy Hackinga — mimo
wielkiego ich znaczenia w kon-
tek$cie analizy eksperymentu na-
ukowego — rzeczywiscie cierpia
z powodu niezrozumienia specy-
fiki technicznej warstwy instru-
mentarium naukowego. Oczy-
wiscie Hacking nie jest jedyny,
raczej jest typowym przyktadem
XX-wiecznego filozofa nauki,
ktory nie zaprzata sobie glowy
techniczna tkanka odkry¢ na-
ukowych. Warto wspomnie¢, ze
po pracach Pierre’a Duhema —
doskonatego eksperymentatora
i mysliciela — brakto w filozofii
nauki 0sob, ktére bytyby w sta-
nie dostrzec glgbsze filozoficzne
znaczenie technik eksperymen-
talnych w nauce. Na szczg$cie
w ostatnich latach sytuacja za-
czyna ulega¢ zmianie, rOwniez na
polskim gruncie, czego dowodem
sg omawiane ostatnio na famach

»Zagadnien” ksiazki J. Rodze-

nia Na tropie widma... jak i re-
cenzowana teraz ksiazka S. Le-
ciejewskiego. Miejmy nadziejg,
ze problemy wskazane przez au-
tora Cyfrowej rewolucji... znajda
swe dalsze opracowania. Z pew-
noscia przystuzytaby si¢ temu pu-
blikacja niniejszej ksiazki w jg-
zyku angielskim, co pozwoliloby
rozszerzy¢ dyskusj¢ poza krag ro-
dzime;j filozofii.

Z dzisiejszej perspektywy
cyfrowa rewolucja rozgrywajaca
si¢ w naukach eksperymentalnych
przyniesie wiele nowych, fascynu-
jacych problemow filozoficznych,
ktére pozwola wyjs¢ poza utarte
i wyeksploatowane juz ramy do-
tychczasowych dyskusji wokot
nauki. Warto wigc polecié¢ lekturg
tej pracy zaré6wno studentom filo-
zofii — jako zrodlo wiedzy o no-
woczesnej filozofii nauki, jak i do-
$wiadczonym badaczom — jako

wyzwanie intelektualne.

Pawet Polak
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Czy metafizyka
moze by¢
eksperymentalna?

Tadeusz Pabjan, Eksperymentalna
metafizyka. Johna S. Bella filozofia
mechaniki kwantowej, Copernicus

Center Press, Krakéw 2011, ss. 368.

Do niedawna zaden filo-
zof zajmujacy si¢ metafizyka ni-
gdy nie postawitby pytania znaj-
dujacego si¢ w tytule niniejszej
recenzji. Jednak Tadeusz Pabjan
w swojej ksiazce stara si¢ przeko-
na¢ czytelnika, ze w przypadku
pogladow Johna S. Bella (1928-
90), powyzsze pytanie wydaje si¢
by¢ zasadne. Stanowisko Bella
najogolniej mozna bytoby przed-
stawi¢, jako ciekawa propozycje
przebicia sig przez schematy my-
slowe akceptowane przez filozo-
fow przyrody i filozofow nauki,
ktore zwiazane sa z relacja filo-
zofii z naukami przyrodniczymi.

Ksiazka Tadeusza Pabjana jest

odwazna proba krytycznej oceny
tej wyraznie filozoficznej propo-
zycji Johna S. Bella. Autor podej-
muje si¢ w pewnym sensie nowa-
torskiego podejscia. Co prawda,
pojawito si¢ par¢ prac poswigco-
nych wybranym aspektom filozo-
fii Bella (co autor odnotowuje),
ale na rynku wydawniczym nie
ma pracy, ktora dokonywataby tak
catosciowej i wnikliwej rekon-
strukcji tych pogladow. Gdyby
jednak realizacja catego projektu
badawczego ujetego w ksiazce
oparta zostala tylko na rekon-
strukcji filozoficznej mysli Bella
i jej ocenie, to wowczas trudno
byloby uzna¢ prezentowana
ksiazke za powaznie wpisujaca
si¢ w rozwoj filozofii uprawia-
nej w kontekscie nauk przyrodni-
czych. Nowos¢ zasygnalizowana
jest wszakze w tytule rozprawy.
Chodzi o zrozumienie uzytego
terminu ,,eksperymentalna me-
tafizyka” w odniesieniu do filozo-

ficznych watkow tego wybitnego
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fizyka. Jest oczywiste, ze terminy
fatwo si¢ tworzy, ale gorzej jest
z ich uzasadnieniem. Trzeba jed-
nak podkresli¢, ze prezentowana
monografia wskazuje na cickawe
i wazne przestanki oraz intere-
sujace argumenty za stuszno$cia
przyjetego terminu w zastosowa-
niu do przemyslen Bella.

Posta¢ Johna S. Bella znana
jest zwlaszcza fizykom zajmuja-
cym si¢ mechanika kwantowa.
Jego propozycja nowego podej-
$cia do podstaw mechaniki kwan-
towej (tzw. twierdzenia Bella) juz
za zycia Bella wzbudzita wiele
kontrowersji. Warto jednak pa-
migtaé, ze teoretyczne sformuto-
wania Bella daty mocny impuls
dla przemyslen dotyczacych fi-
lozoficznych aspektow mecha-
niki kwantowej. W calym ze-
stawie opracowan mysli Bella
brakowato kompleksowego opra-
cowania z zakresu filozofii, ktore,
bazujac na jego pracach, wskaza-

loby najwazniejsze i najciekaw-

sze ustalenia filozoficzno-na-
ukowe.

Bell nie stworzyl zadnej
spojnej koncepcji filozofii na-
uki, co wigcej, brak jest réw-
niez w jego spusciznie naukowe;j
dzieta o $cisle filozoficznym cha-
rakterze. Porozrzucane fragmenty
filozoficzne autor ksiazki mu-
sial odnalez¢ i poddaé krytycz-
nej analizie filozoficznej. To ko-
lejny wazny aspekt tej rozprawy.
Autor pracowat na oryginalnych
dzietach Bella i krytycznie od-
nosit si¢ do istniejacych opraco-
wan, w ktorych obecne byty tylko
wzmianki o filozofii Bella.

Po tych wprowadzajacych
uwagach przejdzmy do blizszego
przyjrzenia si¢ strukturze pracy
oraz treSci poszczegoélnych roz-
dziatow. Monografia poswigcona
filozofii Johna Stewarta Bella za-
wiera cztery obszerne rozdzialy
wraz ze wstepem, zakonczeniem,
a takze bibliografia i indeksem

0sob. Ksigzka nie zawiera in-
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deksu rzeczowego oraz streszcze-
nia w jezyku obcym. Brak tych
dwoch elementow troche ostabia
strong redakcyjna. W tego typu
opracowaniach standardem jest
indeks rzeczowy oraz streszcze-
nie w jezyku obcym.

Struktura pracy jest przej-
rzysta i spojna. Kolejnos¢ roz-
dzialéw jest uzasadniona i do-
brze wpisuje si¢ w realizacjg
zamierzonego celu. Dla utatwie-
nia wniknigcia w tre$é poszcze-
golnych rozdziatow kazdy z nich
poprzedzony jest krotkim wste-
pem, czgsto o charakterze hi-
storycznym. To kolejny element
pracy podnoszacy warto$¢ oma-
wianej ksiazki. T. Pabjan po-
rzadkuje poszczegolne rozdzialy
poprzez wyodregbnienie w pod-
rozdziatach szczegdtowych te-
matdéw. W ksiazce jest sporo cy-
tatow; w niektorych przypadkach
zostaty one (w przypisach) przy-
toczone w wersji angielskiej.

W pracach naukowych jest to do-

bry zwyczaj, gdyz pozwala fta-
two skonfrontowac¢ tlumaczenie
autora z oryginalnym tekstem.
Przypisy sa waznym elemen-
tem cato$ci. Przejdzmy do omo-
wienia treSci poszczegolnych
rozdziatbw. W pierwszym roz-
dziale zostata przedstawiona po-
sta¢ Johna Stewarta Bella. Nie
jest to zyciorys Bella, ale przede
wszystkim prezentacja jego do-
konan naukowych na tle epoki.
Ten poéinocnoirlandzki fizyk jest
juz dla nas postacia historyczna
(zm. w 1990 1.), ale whasnie histo-
ryczne rozczytanie jego miejsca
w toczacych si¢ dyskusjach nad
mechanika kwantowa jest waz-
nym wprowadzeniem do ksiazki.

Pierwszy rozdziat sktada sig
z dwoch czesci. W pierwszej au-
tor zajat sig¢ prostym i ogdlnym
wprowadzeniem do problematyki
mechaniki kwantowej. W drugiej
czesci skupit si¢ na osobie Johna
Bella. Wprowadzenie do proble-

matyki mechaniki kwantowej
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z pierwszej czgsci tego rozdziatu
pozwala zorientowac sig¢ czytel-
nikowi, z jakim etapem dysku-
sji w zakresie interpretacji me-
chaniki kwantowej spotkat sig
Bell. Pojawia si¢ tu wazne pyta-
nie, czy opis uktadu kwantowo-
-mechanicznego jest zupelny.
Kolejna kwestia dyskutowana
wowczas w fizyce bylo stanowi-
sko szkoty kopenhaskiej w spra-
wie statusu obiektu kwantowego.
Pojawiaja si¢ tu takze pierwsze
propozycje zwiazane z zmien-
nymi ukrytymi. Sam Bell uwa-
zal, ze rozwiazanie tych proble-
méw mozna osiagnaé poprzez
uporzadkowanie podstaw mecha-
niki kwantowej. Zdaniem Bella,
stanowisko Einsteina, de Bro-
glie’a i Schrédingera, mowiace
o niezupetnosci standardowego
sformutowania mechaniki kwan-
towej, nalezy uzupetni¢ o kon-
cepcje zmiennych ukrytych. Jak
sam Bell wspomina, inspirowat

sie¢ w tej kwestii teoria fali pilotu-

jacej de Broglie’a-Bohma. Zanim
jednak doszto do sformutlowania
stynnego twierdzenia Bella, pod-
dat on krytyce dowody niemozli-
wosci wprowadzenia zmiennych
ukrytych do formalizmu mecha-
niki kwantowej. Autor rozprawy
interesujaco omawia to zagad-
nienie przypominajac, ze Bell
nie kwestionowal poprawnosci
mechaniki kwantowej, a jedynie
niemozliwo$¢ jej uzupehienia.
Przetomowym dla prowadzonych
przez Balla analiz okazat si¢ rok
1964. Wowczas zaproponowal
rozwiazanie problemu zmien-
nych ukrytych, formutujac odpo-
wiednie twierdzenie. W swojej
pracy z tego roku przedstawia on
nierownos¢, w ktorej zawarte sa
wiasnie ukryte parametry.

W rozdziale drugim Pabjan
blizej omawia samo twierdzenie
Bella. Ten trudny problem wyma-
gal najpierw przyblizenia kwestii
terminologicznych, a nastgpnie

omoOwienia zatozen zwigzanych
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z tym twierdzeniem. Podsta-
wowe znacznie w tym przypadku
odgrywa pojecie lokalnosci, ale
z filozoficznego punktu widzenia
nie mniej istotne sa pojgcia reali-
zmu, przyczynowosci oraz de-
terminizmu. Autor zaznacza, ze
fundamentalna rolg odegraty po-
jecia lokalnosci i realizmu. Pa-
bjan wyraznie pokazuje, ze Bell
swiadom byt konsekwencji po-
mini¢cia powyzszych zalozen.
Samo twierdzenie prowadzi do
whniosku, ze jezeli ,,dowolna teo-
ria fizyczna przyjmuje warunek
lokalnosci i zarazem warunek re-
alizmu, to musi spelnia¢ matema-
tyczne wyrazenia zwane nierow-
nos$cia Bella”. W nastgpnej czesci
tego rozdziatu autor przechodzi
do omoéwienia eksperymental-
nych testow zwiazanych z tym
twierdzeniem Bella. Obszernie
omawia cale spektrum przepro-
wadzanych testow. Jak wiadomo,
eksperyment Aspecta ostatecznie

wykazal tamanie tych nier6wno-

Sci. W dalszej czgsci autor zasta-
nawia si¢ nad konsekwencjami
tego zlamania. Jest to wazna
czg$¢ analiz  prowadzonych
w rozprawie, gdyz odslania ona
glebszy problem stosunku teorii
do wyniku eksperymentu. Ostat-
nia czg$¢ rozdzialu poswigcona
jest dyskusji zwiazanej z recep-
cja twierdzenia Bella. Autor roz-
poczyna od przedstawiania ewo-
lucji rosnacego zainteresowania
twierdzeniem. Wiele elementow
filozoficznych 1 pozafilozoficz-
nych wptyneto na jego zrozumie-
nie, ale wydaje si¢, ze najwaz-
niejszymi sposrod nich sa pojgcia
realizmu i nielokalnos$ci. Dalsze
analizy prowadzone przez autora
wskazuja na nielokalno$¢, jako
gtéwne zrédto problemoéw doty-
czacych interpretacji twierdzenia
Bella. Nie mozna takze pomina¢
ciekawych rozwazan zwiazanych
Z nieporozumieniami powstaja-
cymi na tle tych interpretacji. Za

autorem monografii warto przy-
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toczy¢ konkluzywne zdanie w tej
kwestii: ,,niemal wszystkie nadin-
terpretacje mechaniki kwantowej,
a w szczegolnosci samego twier-
dzenia Bella, biora si¢ stad, ze
w sposob catkowicie nieuzasad-
niony przechodzi si¢ od tej teorii
do innych ‘niesamowitych’ i ‘nie-
prawdopodobnych’ fenomendw,
ktdre albo nie maja nic wspdlnego
z nauka, albo — w najlepszym wy-
padku — nie sg jeszcze w wystar-
czajacym stopniu zbadane i wyja-
$nione przez zastosowanie metody
naukowej” (s. 223).

Kolejny rozdziat pracy Ta-
deusz Pabjan pos$wigca analizie
samej lokalnosci. Jest to wazny
glos we wciaz aktualnej dysku-
sji nad rola lokalno$ci (moze le-
piej nielokalnosci) w konflikcie
zachodzacym migdzy mecha-
nika kwantowa a szczegolna teo-
ria wzglednosci. Analizg tego
problemu autor rozpoczyna od
przedstawienia roznych koncep-

cji nielokalnosci, a nastgpnie

wchodzi w dyskusj¢ na temat nie-
porozumien zwiazanych z termi-
nami ,,0ddziatywanie” i ,.korela-
cja”. Problematyka jest rowniez
zwiazana z zagadnieniem kau-
zalno$ci. Charakterystyka nielo-
kalnych korelacji w istotny spo-
sob wpltywa na odpowiedz na
pytanie o konflikt migdzy me-
chanika kwantowa a szczegdlna
teoria wzglednosci. Chodzi o to,
czy nielokalno$¢ kwantowa do-
puszcza przenoszenie sygnalow
z predkoscia wigksza niz pred-
kos§¢ $wiatla, podczas gdy, jak
wiadomo, ,,do wygenerowania
i przestania ‘jakiegokolwiek sy-
gnatu fizycznego’ potrzebna jest
energia (pewna forma materii),
a zadna znana fizyce forma ener-
gii nie porusza si¢ z taka pred-
koscia” (s. 238). Sam Bell, co
relacjonuje autor ksiazki, miat
z jednej strony do$¢ sceptyczne
podejécie do stanowiska o po-
zornej sprzecznosci migdzy tymi

teoriami, ale z drugiej strony wi-
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dziat, ze zbyt ostre rozdzielenie
obu teorii moze prowadzi¢ do po-
waznych problemoéw z przyczy-
nowoscia. Nigdy nie twierdzit,
ze nie jest mozliwe uzgodnie-
nie mi¢dzy mechanika kwantowa
a szczegolna teoria wzglednosci.
Nie opowiadajac sig za skrajnymi
stanowiskami, Bell podkreslat,
ze ,,nielokalno$¢ jest fundamen-
talna wlasnosécia $wiata kwan-
towego i ze wlasnosci tej nie da
si¢ z opisu $wiata usunaé zadna
prosta metoda” (s. 240). Z kwan-
towa nielokalno$cig musi zmie-
rzy¢ si¢ i mechanika kwantowa,
i szczegblna teoria wzgledno-
$ci. Problem nadal jest dyskuto-
wany w fizyce. W ostatniej czesci
tego rozdziatu autor do$¢ szcze-
gotowo omawia przemyslenia
Bella nad mozliwymi interpreta-
cjami fenomenu kwantowej nie-
lokalnosci. Jednym z ostatnich
wnioskow  wylaniajacych si¢
z tego rozdzialu jest stwierdze-

nie, ze ,,wszystkie proby wyja-

$nienia tego, czym jest kwantowa
nielokalnos¢ i jaka jest relacja
tego fenomenu zaré6wno do teo-
rii wzglednosci, jak 1 do innych
pozostatych teorii naukowych,
wcezesniej czy poOzniej napoty-
kaja problem pomiaru i zwigzana
z nim trudno$¢ ustalenia granicy
pomigdzy $wiatem kwantowym
i makroskopowym” (s. 277).
Ostatni rozdziat swojej mo-
nografii Pabjan pos$wigca zasy-
gnalizowanemu juz wczesniej
problemowi pomiaru. Jest to nie-
rozwiazany problem mechaniki
kwantowej, ktory taczy si¢ z pro-
blemem nielokalno$ci kwanto-
wej, a zwlaszcza z problemem
jasnego okreslenia obserwabli.
Autor rozpoczyna od nakreslenia
w tej kwestii stanowiska szkotly
kopenhaskiej, ktora wprowadzata
dychotomi¢ migdzy oboma $wia-
tami oraz od przedstawienia sta-
nowiska Bella, ktory nie widziat
tak jednoznacznie wyznaczo-

nej granicy. Zdaniem Bella, me-

SLOZ ° lIIA1 | @>neN m auz>yozoji4 elusiupebez

165



Zagadnienia Filozoficzne w Nauce | LVIII « 2015

166

RECENZJE

chanika kwantowa nie wyklucza
jednorodnego opisu $wiata. Pa-
bjan omawia rézne stanowiska
w tej kwestii, jednak zauwaza, ze
ciagle pozostaje nierozwiazany
problem granicy migdzy oboma
Swiatami. W dalszej czgsci roz-
wazany jest problem obserwabli.
Bell, aby unikna¢ nieporozumien
z takimi terminami, jak pomiar
i obserwacja, proponuje wpro-
wadzi¢ nowy termin, ktéry autor
tlumaczy jako biabla (w liczbie
mnogiej: biable). Zdaniem Pa-
bjana, ujawniajq sig tu te aspekty
$wiata fizyki, ,,ktore dotycza za-
gadnien metafizycznych; okazuje
si¢ bowiem, ze ‘ruchoma granica’
W rzeczywistosci jest granica od-
dzielajaca dwa s$wiaty o catko-
wicie réznych ontologiach” (s.
300). Dopoki problem ,,granicy”
nie zostanie dobrze rozwiazany,
to ,,znalezienie wspdlnej ontolo-
gii opisujacej jednoczesnie oby-
dwa $wiaty jawic sig¢ bgdzie jako

wyjatkowo trudne zadanie”.

Ostatnie kwestie poruszane
w tej ksiazce dotycza najpierw sta-
nowiska, ktore Bell okresla skro-
tem FAPP (for all practical pur-
poses). Glosi ono, ze nie nalezy
przejmowac si¢ interpretacyjnymi
trudno$ciami, gdyz nie wplywaja
one na wyniki mechaniki kwanto-
wej. Bell odrzuca takie podejscie
i wskazuje na dwa rozwiazania,
ktore jego zdaniem sa najkorzyst-
niejsze dla rozstrzygnigcia in-
terpretacyjnych probleméw. Za
Bellem autor omawia teori¢ fali
pilotujacej de Broglie’a-Bohma
oraz teori¢ spontanicznego ko-
lapsu funkcji falowej (Ghirar-
diego, Rimini i Webra, GRW).

Na koniec warto dokonac
podsumowania recenzowanej
ksigzki:

Pabjan dokonat rekonstruk-
cji filozoficznych pogladow
Johna S. Bella. Zadanie to byto
trudne, gdyz wymagato wnikli-
wego przesledzenia calej spusci-

zny naukowej opracowywanego
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autora. Bell byt przede wszystkim
fizykiem i sam dziwil sig, gdy za-
uwazyl, ze niektore jego sfor-
mulowania maja wydzwigk filo-
zoficzny. Pewnym ulatwieniem
przy tej rekonstrukcji byta — jak
zauwaza autor ksiazki —,,niezwy-
kta przejrzystos¢ i logika argu-
mentow zawartych w pracach
Bella” (s. 18). Warto jeszcze raz
podkresli¢, ze Pabjan zapropo-
nowat samodzielne analizy ory-
ginalnych tekstow irlandzkiego
fizyka.
ktore postuzylo Pabjanowi do

Waznym narze¢dziem,

wylowienia filozoficznych mysli
Bella, byto solidne wezytanie sig
w interpretacj¢ formalizmu me-
chaniki kwantowej.

Analizy prowadzone w roz-
prawie w duzym stopniu uzasad-
niaja uzycie terminu ,.ekspery-
mentalna metafizyka”. Dlaczego
nie w petni? Jak stusznie stwier-
dza autor, problem lezy w za-
gadnieniach o  charakterze

konceptualnym. W obszarze in-

terpretacyjnym zagadnienia te nie
maja wymaganej jasnosci i przej-
rzysto$ci. Pabjan dobrze poka-
zuje to na przyktadzie problemu
pomiaru oraz kwantowej nielo-
kalnosci.

Trzeba jednak odpowiedzie¢
na pytanie: na jakie elementy
zwrécit uwage Pabjan uzasad-
niajac termin ,,metafizyka ekspe-
rymentalna”? Z rozprawy trzeba
je troche wylawiaé. Prace Bella
sa dobrym przyktadem zaciera-
nia si¢ wyrazniej granicy migdzy
filozofia a nauka. Osiagnigciem
autora jest uzasadnienie, ze po-
stawienie ostrej granicy migdzy
filozofia a nauka prowadzi do po-
waznych problemoéow z interpre-
tacja formalizmu teorii. W pracy
nie trudno dostrzec, jak interpre-
tacja wylaniajaca si¢ z twierdzen
Bella wptywa na ksztattowanie
si¢ pojec¢ filozoficznych, np. po-
jecie przyczynowosci. Innymi
stowy autor pokazal, ze nauka

(w tym przypadku fizyka, ma-

SLOZ ° lIIA1 | @>neN m auz>yozoji4 elusiupebez

167



Zagadnienia Filozoficzne w Nauce | LVIII « 2015

168

RECENZJE

jaca charakter eksperymentalny)
wplywa na modyfikacj¢ pojg¢ fi-
lozoficznych (o charakterze me-
tafizycznym).

W tym kontekscie warto
zwréci¢ uwage na termin ,,eks-
peryment” w odniesieniu do
metafizyki. Jest to coraz silniej
pojawiajaca si¢ nowa jakos¢
w rozwazaniach meta-metafi-
zycznych. Chodzi o to, ze me-
toda empiryczna moze wptywac
W sensowny sposob na rozumie-
nie przestanek metafizycznych.
Nie mozna nie zauwazy¢, ze au-
tor rozprawy do terminu ekspe-
rymentalna metafizyka pochodzi
od strony analiz konkretnej teorii
naukowej. Nie ma w pracy kla-
sycznych metafizycznych rozwa-
zan. Autor wyraza przekonanie,
ze jego propozycja (od nauki do
metafizyki), co prawda nie jest
nowa, ale znajduje nowe wspar-
cie w przemysleniach Bella.
Moze sig ona przyczyni¢ do roz-

wiklania sporéw (przynajmniej

niektorych), jakie tocza sig w ob-
rebie poje¢ 1 kategorii metafi-
zycznych. Pabjan stusznie za-
uwaza, ze ,,‘zwykla’ metafizyka
moze stac¢ si¢ metafizyka ekspe-
rymentalna tylko w takim sensie,
ze przypisywane jej tradycyjne
zagadnienia i problemy uzyskuja
catkowicie nowa interpretacj¢
przez to, iz pojawiaja si¢ w kon-
tekscie teorii fizycznych, w ra-
mach ktorych przeprowadza sig
— zgodnie z metoda nauk empi-
rycznych — réznego rodzaju eks-
perymenty” (s. 22).

Wstep i zakonczenie ksiazki
wyraznie swoim stylem odbie-
gaja od rozwazan prowadzonych
w rozprawie. Pomimo tej od-
miennosci wstgp dobrze wpro-
wadza do dalszych analiz. Za-
konczenie ma raczej charakter
filozoficznego eseju niz podsu-
mowania.

Ksiazka Tadeusza Pabjana
nie nalezy do tatwych lektur. Wy-

maga ona przygotowania filozo-
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ficznego, a zwlaszcza znajomosci

(cho¢by na podstawowym pozio-

mie) mechaniki kwantowe;j.
Swoista odwaga myslenia

autora tej ksiazki moze zainspi-

rowa¢ wielu filozofow, nie tylko
filozofow przyrody, by krytycz-
nie przyjrze¢ si¢ réznym mode-
lom zwiazku filozofii z naukami

przyrodniczymi i matematyka.

Janusz Mgczka
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