ZAGADNIENIA FILOZOFICZNE
W NAUCE

LI (2012), 131-149

Adam OLSZEWSKI
Wydziat Filozoficzny, Uniwersytet Papieski Jana Pawta II w Krakowie
Centrum Kopernika Badan Interdyscyplinarnych
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1. Niniejszy artykul ma zrealizowa¢ dwa cele. Pierwszym jest
wskazanie na wazng (czesto niezauwazang) inspiracje powstania pro-
gramu Hilberta, za$ drugi ma ukazaé pewne zwiazki miedzy matema-
tyka a teologia.!

2. W XIX wieku, a szczegdlnie od lat czterdziestych, teoria alge-
braicznych niezmiennikéw byla jednym z najbardziej zywych obsza-
réw badari matematycznych.? Pewne spostrzezenia na temat niezmien-
nikéw algebraicznych poczynit juz Gauss na poczatku XIX wieku, w

! Artykut niniejszy opiera si¢ czgsciowo na tekstach Zrédtowych, zas czesciowo na
pracach wtérnych. Nie ma on charakteru $cisle historycznego, lecz raczej nalezy do
teorii rozwoju idei. Niektére z rozwazanych spraw sa znane np. anglosaskiej spotecz-
nosci filozoficznej, jednak uznalem, ze warto je uzmystowi¢ filozofom polskim. Ni-
niejsza praca, pod wzgledem struktury, jest zblizona do pracy McLarty’ego, ale uwy-
puklone zostaly inne aspekty tytutowego zagadnienia. Dzigkuje Bartoszowi Brozkowi
za dyskusje nad tym artykulem.

Definicja niezmiennika formy:

,Niezmiennikiem formy o dwu zmiennych F,(x,y) dowolnego stopnia n nazywamy
wyrazenie Ir, o wspétczynnikach formy F, takim, Ze zawsze kiedy liniowe podsta-
wienie przeksztalca F,, w F’,:

Fo(x,y) = Fy(ax’ + by’ ,cx’ +dy') = F',(x",y)

to niezmiennik jest mnozony przez jakas potege tego wyrazenia w podstawieniu wspot-
czynnik6w I, = (ad—bc)"-Ir,. Kwadratowa forma F(x,y) = ax*+2bxy+cy?; posiada
nieskoriczenie wiele niezmiennikéw, ale wszystkie one sa potega wyréznika Ar tzn.:
I = A*p, dla dowolnego I i pewnego k. W tym sensie wyréznik jest sam zupetnym
systemem niezmiennikéw kwadratowej formy.” McLarty, s. 5.
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pracy poSwieconej binarnym kwadratowym formom. Impulsem dla
rozwoju tej teorii, w latach czterdziestych XIX wieku, byty prace an-
gielskiego matematyka George’a Boole’a oraz Otto Hesse’go w Niem-
czech.? Badania te byly niezalezne i miaty rézne inspiracje. Boole udo-
wodnil pewne szczegétowe twierdzenia o niezmiennikach form binar-
nych drugiego rzedu (1841). Badania te podjat jego uczeii, A. Cayley*,
wraz ze swoim przyjacielem Jamesem Josephem Sylvestrem, ktéry
zauwazyl relacje zachodzace pomigdzy niezmiennikami i wprowadzit
termin ,,syzygies” (1853).> To wiasnie Cayley sformulowal problem
0g0lny, znalezienia niezmiennikéw dla dowolnych form. Natomiast w
watku niemieckim Hesse®, a takze jego uczeii Siegfried Aronhold, po-
stawili podobny problem ogélny dotyczacy niezmiennikéw, ktéry roz-
wigzal wlasnie Hilbert. Angielska galaZ badania niezmiennikéw postu-
giwata si¢ w poszukiwaniu niezmiennikéw pelnymi postaciami form
zdaniowych, co czynito obliczenia niezwykle dlugotrwalymi i nuza-
cymi. Niemiecka grupa badaczy poszta w kierunku bardziej ,,sym-
bolicznym” i postugiwata si¢ réwnowaznymi, lecz skrétowymi posta-
ciami form. W tym kontek$cie mozna méwic o ,,szkotach”: niemieckiej
i angielskiej. Nad szczegdlnymi przypadkami ogélnego problemu, dla
okres§lonego stopnia i liczby zmiennych, pracowali wybitni matema-
tycy z réznych krajow. Mozna powiedzieé, ze problem stat si¢ stawny.
W 1868 roku Paul Gordan (ur. 27.04.1837, zm. 21.12.1912), majac
31 lat, rozwigzal zagadnienie dla form binarnych dowolnego rzedu, co
uczynito go ,krélem niezmiennikéw” (form binarnych). Udowodnit
twierdzenie méwigce, ze piersciefi niezmiennikéw form binarnych do-
wolnego stopnia jest skoriczenie generowalny.” Dow6d Gordana spet-
nial konstruktywistyczne oczekiwania wspéiczesnych mu matematy-
kéw i podawat efektywna procedure znajdowania skoriczonej bazy. Jak
wspomniano powyzej, metody stosowane przez szkole niemiecka w ba-

3W XIX wieku badano tzw. jednorodne (homogeniczne) formy. Na przyktad jed-
norodna kwadratowa forma dwu zmiennych miata postaé F(x,y) = ax® + 2bxy + cy*.

4Cayley miat wprowadzi¢ termin ,,niezmienniki” (invariants).

SPor. Encyclopaedia Italiana — Storia della Scienza (2003), Vol. VII, 1025-1029.

®Hesse wyszedt od pewnych zagadniei geometrycznych, ktére doprowadzity go do
niezmiennikéw.

TUzywajac wspétczesnej terminologii.
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daniach nad niezmiennikami nazywane byly ,,symbolicznymi”. Proce-
dura opisana przez Gordana wymagata skomplikowanych i dlugotrwa-
tych obliczen. Nie nadawala si¢ z tego powodu dla form stopnia wigk-
szego niz 6, zostata jednak pdZniej uproszczona i mozna byto badaé
nawet formy stopnia 8. Warto tutaj zwréci¢ uwagg na specyfike me-
tody symbolicznej Gordana, takg mianowicie, ze ,,nie wolno byto py-
ta¢ o konkretne znaczenie obliczein w ztym momencie” oraz ,,...[J]esli
sprébujesz §ledzié, co to wszystko znaczy w terminach rzeczywistych
wielomiandw, to si¢ z pewnos$cig zagubisz w nieistotnych i skompliko-
wanych szczegétach. Tylko kluczowe punkty obliczefi mogg by¢ wyra-
zone w tych terminach. Gordan podkre$la, Ze jedna z jego kluczowych
symbolicznych operacji, zwana Faltung, nie posiada w ogdle zadnego
nie-symbolicznego znaczenia”.®

Prawdziwy krél niezmiennikéw dowolnych form — Dawid Hilbert
—mial w 1868 roku zaledwie 6 lat. Hilbert ukoriczyt swa prace doktor-
ska zatytulowang Ueber invariante Eigenschaften spezieller binaerer
Formen, insbesondere der Kugelfunktionen w 1885 roku, pod kierun-
kiem Ferdynanda von Lindemanna. Dotyczyla ona réwniez niezmien-
nikéw, co jeszcze bardziej potwierdza fakt niezwyktego zaintereso-
wania niezmiennikami wsréd dwczesnej elity matematykéow. W roku
1888, w wieku 26 lat, Hilbert rozwigzal ogélny problem postawiony
przez Gordana dowodzgc tzw. twierdzenia o bazie.

Twierdzenie Hilberta o bazie (wersja orginalna) :

Dla dowolnego nieskoriczonego ciagu ¢1, ¢z, ¢3, ... form w n zmien-
nych x, x2, x3, . . ., X, istnieje liczba m taka, ze kazdy wielomian w tym
ciggu moze by¢ przedstawiony w postaci

¢=a1pr +axdy + ...+ apdm;
gdzie ay,as, ..., a, s odpowiednimi formami w tych samych zmien-

nych. (Hilbert,1888 -1889, s. 450).

Hilbert, w latach 1888-1889. opublikowat trzy krétkie artykuty
w Goettinger Nachrichten, gdzie skrétowo informuje o swoich wyni-
kach dotyczacych algebraicznych niezmiennikéw. Podany tam dowéd

8Por. McLarty, s. 6. Réwniez Rota s. 26.
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twierdzenia o bazie, ktory byt dowodem indukcyjnym i niewprost, oka-
zal si¢ by¢ niepoprawny. Wtasciwa (i rozszerzona) publikacja uka-
zata sie w 1890 roku w Mathematische Annalen. Gordan, jako uznany
znawca tej problematyki, zostat poproszony o recenzje, w ktérej napi-
sat:

Z przykros$cia muszg powiedzied, ze jestem tym bardzo nie-
usatysfakcjowany. Twierdzenia sa rzeczywiscie catkiem wazne
i poprawne, i méj krytycyzm ich nie dotyczy. Odnosi si¢ on
raczej do dowodu podstawowego twierdzenia, ktéry nie spelnia
najbardziej skromnych wymagan odnoszacych si¢ do dowodu
matematycznego. Nie wystarcza to, ze autor wyjasnil problem
sobie samemu. Zada si¢, ze zbuduje on dowéd wedtug bezpiecz-
nych regul. [...] Hilbert pogardza wylozeniem swoich mysli
za pomocg formalnych regul; uwaza, ze wystarcza, iz nikt nie
moze wykazaé sprzecznoSci jego dowodu, i wszystko jest w po-
rzadku. Postepujac w ten sposob nie uczy on nikogo niczego. Ja
moge sie nauczy¢ tylko czego$, co zostanie tak mi wyjasnione
jak to, ze jeden razy jeden réwna si¢ jeden. Powiedzialem mu
w Lipsku, Ze jego rozumowanie nie méwi mi niczego, za$ on
utrzymywal, ze waga i poprawnoS¢ jego rezultatéw wystarczaja.
To moze wystarcza¢ na poczatkowym etapie odkrycia, ale nie
wystarcza na szczegbétowy artykul do Annalen. (Hilbert, Klein,
1985, s. 65)°

Wspbéiczesne wersje twierdzenia Hiberta, po odkryciach Emmy No-
ether, r6znig si¢ od oryginalnego:

(Twierdzenie Hilberta o bazie) Dowolny ideal pierScienia wielomianéw
Kl[x1,...,x,] jest skoficzenie generowalny.

Ogdlniejsza wersja: Jesli R jest lewym (odpowiednio prawym) Noethe-
rowskim pier§cieniem, to pierSciefi wielomianéw R[X] jest rowniez le-
wym (odpowiednio prawym) pierécieniem Noetherowskim. !

°Cytuje za McLarty, s. 10.

'Dla porzadku przytaczam dowdd tego twierdzenia. Dowdd (niekonstruktywny):
Niech I bedzie ideatem w R[X] i przyjmijmy dla dowodu niewprost, Ze I nie jest skon-
czenie generowalny. Indukcyjnie konstruujemy ciag fi, f2, . . . elementéw I taki, ze fi,;
ma najmniejszy stopieit w  \ J;, gdzie J; jest ideatem generowanym przez fi, f>, . .., f:-
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Gtéwne réznice wspdétczesnych postaci samego twierdzenia o bazie
w stosunku do wersji Hilbertowskiej polegaja na tym, ze:

e nie odwoluja si¢ do tradycyjnego ujecia form, w szczeg6lnosci
do ich homogenicznoSci;

e odnoszg si¢ do pierScieni Noetherowskich;

e Hilberta wersja odnosi si¢ do przeliczalnych i uporzadkowanych
zbioréw wielomianéw.!!

Wyrazeniem problem Gordana postuguje si¢ w niniejszym arty-
kule w dwoch znaczeniach: pierwsze odnosi sie do zagadnienia z teorii
niezmiennikéw, za$ drugie dotyczy krytycznych uwag wzgledem do-
wodu Hilberta. Biorac pod uwage drugie znaczenie, zarzuty Gordana
mozna sprowadzi¢ do trzech:

(G1) ze dowdd Hilberta jest dowodem niewprost;

(G2) ze jest to dowdd egzystencjalny (dowodzi jedynie istnienia pew-
nego obiektu);

(G3) ze jest to dowdd, ktory nie charakteryzuje obiektu (nie okresla
jego wilasnosci).

Zarzuty te wymagaja krétkiego komentarza. Dowdd niewprost uzy-
wany byt w obrgbie matematyki niemal od poczatku jej istnienia. Kla-
syczne uzasadnienie poprawnosci logicznej takiego dowodu opiera si¢
miedzy innymi na przestance o dwuwartosciowos$ci (biwalencji zdan

Niech a; bedzie prowadzacym wspdtczynnikiem wielomianu f;. Niech J bedzie ide-

alem w R generowanym przez a;, da, . . .. Poniewaz R jest pierScieniem Noetherowskim
istnieje taka liczba N, Ze J jest generowalny przez ay, ay, . ..,ay. Znaczy to w szcze-
gblnosci, ze ayy; = uja; + ... + uyay dla pewnych uy, ..., uy w R. Rozwazmy teraz

g=u fix"1+...+uyfyx"y where n; = deg fy,1 —deg f;. Poniewaz deg g = deg fy.
i wspdtczynniki wiodace wielomianéw g oraz fy.; zgadzajg sie, to réznica fy,; — g
ma stopien ostro mniejszy niz fy., co jest w sprzecznosci z wyborem fy.;. Zatem [/
jest skoriczenie generowalny. Por. internet oraz Prasolov ss. 220-221.

""Doktadna analiza pierwszej wersji dowodu Hilberta i jego wad jest poza zasiegiem
niniejszego artykutu.
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matematycznych). Przestanka ta sprawia, iz nie ma potrzeby, by lo-
gicznie rozréznia¢ pomiedzy zdaniem i jego podwdjng negacja, gdyz
sagréownowazne. McLarty (ss. 10-11) uwaza, ze Gordan nie formutowat
Swiadomie zarzutu co do tego, ze dowdd jest niewprost. Matematycy
dziewi¢tnastowieczni nie zdawali sobie sprawy (wg. McLarty’ego) ze
specyfiki takiego dowodu. Musimy jednak pamigtac, ze Gordan nie
artykutowat doktadnie Zrédet swojego niepokoju odnos$nie do rozumo-
wania Hilberta.!> Dopiero Brouwer w pelni sformutowat zarzut, ze
pewne postacie dowodu niewprost sg watpliwe z punktu widzenia ich
logicznej poprawno$ci. Zarzut ten dat impuls do powstania logiki in-
tuicjonistycznej, ktérej adekwatna matryca nie jest skoficzona, co wy-
kazat Goedel w 1932 roku, i jest nieskoficzona, co wykazatl Jaskowski
w 1936 roku. Uchylenie zatozenia biwalencji, z uzasadnienia popraw-
noSci dowodu niewprost, skutkuje brakiem réwnowaznoS$ci pomiedzy
zdaniem i jego podwdjna negacja. W szczegdlnosci zdanie egzysten-
cjalne zanegowane podwoéjnie ——dxA nie implikuje logicznie zdania
dxA. Intuicjonistycznie to, ze AxA prowadzi do absurdu, samo prowa-
dzi do absurdu, nie daje zadnej sposobnosci konstrukcji odpowiedniego
x.13 W przypadku dowodu Hilberta udowodnione zostato wtasnie jedy-
nie -—JdxA. By¢ moze réwniez t¢ wlasnie intuicje (nieformalne prze-
czucie) mial Gordan, gdy napisat o dowodzie Hilberta, ze nie spetnia
najbardziej skromnych wymagan odnoszgcych sie do dowodu matema-
tycznego. Zarzuty (G2) i (G3) zostaty sformutowane explicite:

dowdd, ktéry podat Hilbert jest zasadniczo poprawny w swej
istocie; jednakze wyczuwam luke w jego wyjasnieniu, iz jest
zadowolony z udowodnienia istnienia [rozwigzan], bez rozwa-
zenia ich wlasnosci.'*

Poréwnajmy teraz dwie formuty: dxA(x) oraz A(d), gdzie d jest obiek-
tem z uniwersum U, bedgcym potencjalng wartoscig zmiennej x.'> We-
dle nieformalnej interpretacji BHK'® dla logiki intuicjonistycznej, przy

12Z0b. cytat z recenzji Gordana powyzej.

13Moze inaczej: ~dxA implikuje absurd, co znaczy konstruktywistycznie ~—~JxA.
4Cytuje za McLartym. Por. Gordan (1893), ss. 132-133.

15Dla uproszczenia utozsamiam obiekt i jego nazwe.

190d nazwisk Brouwera, Heytinga i Kolmogorowa.
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ktorej zdanie jest prawdziwe, jesli posiada dowdd (konstrukcje), po-
miedzy obiema powyzszymi formutami zachodzi nast¢pujacy zwigzek:
(BHK®6) dowdd dla dxA(x) polega na dostarczeniu dowodu (konstruk-
cji), ze d € U oraz dowodzie (konstrukcji), ze A(d). Widaé, ze nie
da si¢ konstruktywistycznie oddzieli¢ prawdziwosci obu powyzszych
przypadkéw. Dla Gordana moglo to by¢ paradygmatyczne przekona-
nie, ktérego nie potrafit jasno sformutowad. Stad w jego recenzji pracy
Hilberta pojawia si¢ zwrot: jego rozumowanie nie mowi mi niczego,
ktéry byt préba wyrazenia czegos wczesnie ,,niewyrazalnego”.!” Pro-
blemem otwartym zdaje si¢ by¢ , konstruktywizm” Gordana. McLarty
(s. 13) twierdzi, ze nie ma zadnego dowodu (evidence) na to, iz Gor-
dan odrzucal niekonstruktywna cze$¢ matematyki, ani na to, ze ma-
tematyka musi by¢ konstruktywna. Natomiast samo niezrozumienie
dowodu Hilberta wskazuje na to, ze miat , konstruktywistyczne skru-
puly”. Dowdéd Hilberta byt zaskakujacy, poniewaz dowodzit zdania eg-
zystencjalnego w sposéb niezalezny od dowodu wymienionego z pra-
wej strony (BHK6).'® Niejako ,,odkleit” istnienie obiektu od samego
obiektu i jego wilasnosci. W podobnym duchu na temat twierdzen
o charakterze egzystencjalnym (niekonstruktywnych) wypowiedziat si¢
A. Markow:

tak wiec nie jest jasne w jakim sensie ten obiekt [0 ktérym mowa
w twierdzeniu AQ.] istnieje, to znaczy, nie wiadomo, co wlasci-
wie wyraza to twierdzenie.'”

Przytoczona wypowiedZ Markowa pochodzi z roku 1958, czyli okoto
60 lat po recenzji Gordana, i pomimo tego przypomina jezyk niemiec-
kiego matematyka. Poza tym, na co zwrécit uwage Heyting (s. 185-
186) za G. Kreislem, w wypadku twierdzeri egzystencjalnych nalezy
odréznié konstruktywnos$¢é dowodu od konstruktywnoS$ci samego twier-
dzenia. Samo pojecie konstruktywnego dowodu jest w ogdlnosci nie-
precyzyjne (vague), podczas gdy pojecie konstruktywnego twierdzenia

"Wyrazalne stato si¢c dopiero od czaséw Brouwera. Po. Jednak uwagi Heytinga
ponizej.

8Hilbert, wychodzac naprzeciw konstruktywistycznych zgdaniom Gordana, podat
zadowalajacy dowdd twierdzenia o bazie w 1893 roku.

Cytuje za Heyting, A. (1962), s 185.
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moze byé doprecyzowane na kilka sposobéw (s. 186).2° Nieprecy-
zyjny charakter pojecia konstruktywnego dowodu (czy tez efektywnej
obliczalnosci) jest wg. Heytinga niepokonywalna jego cecha, ktdrej nie
nalezy si¢ ani obawiac¢, ani wykorzystywac jako argumentu przeciwko
konstruktywizmowi (s. 187-188). Pisze tak (s. 187):

Jest jasne, ze konstruktywizm nie moze istnie¢ bez nieprecyzyj-
nego pojecia efektywnosci. A czy nie-konstruktywizm moze
istnie¢? Aby by¢ precyzyjnym, musi on zosta¢ sformalizowany.
Wtedy, wcze$niej lub pdZniej, oprécz poszczegdlnych derywa-
cji, zostanie zdefiniowane ogdlne pojecie wyprowadzalnoSci.
Albo to pojecie bedzie rozumiane konstruktywnie, i wtedy be-
dzie nieprecyzyjne (vague), albo metamatematyka musi zosta¢
sformalizowana, co prowadzi powtérzen bez korica (endless re-
petition).?!

Po tej prezentacji chcialbym wskazaé na role, jaka, wedlug mnie,
odegral problem Gordana (w drugim znaczeniu) dla sformutowania
programu Hilberta. Dla ilustracji przypomne¢ sam program w wersji
skréconej i postaram si¢ wskazaé, w ktérych punktach byt on inspiro-
wany przez Gordana. Hilbert, formulujac swéj program, przyjat naste-
pujace cele (C1-C2) i zatozenia (Z3-Z6):2

(C1) Uratowaé cala matematyke (raj, do ktérego wprowadzit nas
Cantor), wlacznie z jej czescia niekonstruktywna.?

(C2) Metody pozaskoficzone sg problematyczne (nalezy je uspra-
wiedliwic).

(Z3) Metoda symboliczna jest uzyteczna (formalizacja).

20W rozwazanym przez nas przypadku Gordan nie miat zarzutu co do zawarto$ci
samego twierdzenia, lecz jego dowodu.

2Te uwagi pokazujg, ze niepokéj Gordana odnosnie do dowodu Hilberta nie miat
wad wynikajacych z braku precyzji.

22Rozwazania te nalezg zaréwno do tzw. kontekstu odkrycia jak i kontekstu uza-
sadniania samego programu. Nie pretenduje tutaj do kompletnosci w opisie celéw,
zatozen i realizacji programu Hilberta. Szerzej o tym por. Olszewski, A. Teza Chur-
cha. Kontekst historyczno-filozoficzny, Krakéw 2009.

2C. Reid w swej ksigzce o Hilbercie pisze o jego podrézy (po uzyskaniu doktoratu)
po Niemczech i odwiedzinach wybitnych matematykéw. Duzo uwagi Hilbert po§wie-
cit pogladom Kroneckera. Por. C. Reid, Hilbert, Berlin- Heidelberg- New York, 1970.
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(Z4) Mozna poda¢ dowdd wszelkich twierdzei matematycznych
(rozstrzygalnos¢).2*

(Z5) Bezwzglednie pewne w matematyce sg wylacznie metody fi-
nitystyczne.

(Z6) Metoda aksjomatyczna jest uzyteczna (aksjomatyzacja

Natomiast sam program, ktérego sktadowymi byly aksjomatyzacja
i formalizacja, mial by¢ zrealizowany w nastepujacych etapach:

(ETAP 1) Identyfikacja nie budzacej watpliwoSci, finitystycznej
czgsci matematyki realnej (treSciowe;j).

(ETAP 2) Formalizacja tej cze¢Sci matematyki (przy czym nie ma
znaczenia, czy te¢ formalng czg$¢ bedziemy juz nazywacé matematyka
idealna, czy ciagle realng).

(ETAP 3) Zbudowanie odpowiedniego systemu formalnego (aksjo-
matéw i regut inferencyjnych), z uzyciem ktérego da si¢ zrekonstru-
owac finitystyczne i coraz obszerniejsze fragmenty matematyki. Sfor-
malizowana matematyka treSciowa petni w tym procesie funkcje heu-
rystyczng; mozna zatem powiedzie¢, ze na tym etapie aksjomaty trak-
towane sg ,,treSciowo’.

(ETAP 4) Potraktowanie tak skonstruowanego systemu formalnego
jako zbioru skoniczonych znakéw.

(ETAP 5) Dowdd niesprzecznoSci (i ew. inne dowody metamate-
matyczne) systemu formalnego. Dowody te przeprowadzane s w me-

)'25

24Zob. odreczne zapiski Hilberta na ten temat. Por. Hayashi S., Nakatogawa K.,
,Hilbert and computation”. (Z4) jest czasem okre$lane w literaturze jako wyraz opty-
mizmu Hilberta. Ow optymizm, jako stan psychiczny, moze mie¢ zwigzek posredni
z problemem Gordana. Nalezy pamietaé, ze 26-letni miodzieniec rozwigzal jeden
z gléwnych probleméw zaprzatajacych umysly wielu matematykéw dziewigtnastego
wieku. Jest to z pewnoscia podstawa do optymizmu.

23Obszerne rozwazania na temat pochodzenia i waznosci metody aksjomatycznej
u Hilberta por. Corry, L., "The Origin of Hilbert’s Axiomatic Method”. Hilbert dat
wktad w aksjomatyki m.in. takich dziedzin jak: mechanika, termodynamika, rachu-
nek prawdopodobienistwa, kinetyczna teoria gazow, elektrodynamika, a nawet psycho-
fizyka. Por. powyzszy artykul Corry’egos. 173 inast. Oczywiscie jesli chodzi o mate-
matyke to najwazniejsze byly aksjomatyki geometrii i teorii liczb rzeczywistych. Hil-
bert wymagat by aksjomatyki spetniaty cztery warunki (rozumiane przez niego dosé
specyficznie): niezaleznos¢, prostota, pelnos¢ i niesprzecznosc.
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tamatematyce, ktdra jest finitystyczna i treSciowa (operuje si¢ tu na
skoficzonych znakach).

(ETAP 6) Metamatematyczna (treSciowa) ocena (,,interpretacja’)
twierdzei wygenerowanych przez system formalny. Udowodniona
wczesniej niesprzeczno$¢ tego systemu gwarantuje prawdziwos$¢ uzy-
skanych twierdzen.

Oba cele, (C1) i (C2), jakie stawial sobie Hilbert, nie sg rozlaczne
i realizacja pierwszego z nich prowadzi do realizacji drugiego. Warto
jednak ten drugi cel mie¢ na mysli osobno, gdyz byt przedmiotem réz-
nych badan i dyskusji.?® Nie przytaczam tutaj znanych wypowiedzi
Hilberta wyrazajacych (C1) na r6zne sposoby. Mtody Hilbert, podajac
dowdd twierdzenia o bazie, miat okazje, dzicki Gordanowi, osobiscie
zapoznac si¢ z krytyka swego argumentu. Choé, podobnie jak jego kry-
tyk, byt przekonany o prawdziwoSci samego twierdzenia (twierdzen),
to nie byl w stanie, jak sie wydaje,?” uczynié¢ dwéch rzeczy: zrozumieé
doktadnie, o co chodzito Gordanowi, ktéry, jak wspomniano wczes$niej,
sam doktadnie tego nie wiedzial, oraz sformutowac jasnej obrony przed
krytyka. Jak to Gordan sformulowal, Hilbert [...] pogardza wyfoze-
niem swoich mysli za pomocq formalnych regut; uwaza, Ze wystarcza, iz
nikt nie moze wykazac sprzecznosci jego dowodu, i wszystko jest w po-
rzqdku.®® Ta pogarda wynikata byé moze z nieumiejetnosci formal-
nego opracowania dowodu. Hilbert, wedlug Gordana, przerzucat cie-
zar uzasadnienia niepoprawno$ci dowodu na jego krytykéw. Musial
jednak z tego sobie zdawac sprawe i z pewnoScig zostato to zapamie-
tane jako swoista porazka.?’ Tutaj tez, wedtug mnie, nalezy szukaé
podstawowej inspiracji dla (C1), ktéra rozwinieta zostata, kiedy Hil-

2Warto w tym kontek$cie wymieni¢ nalezy ksigzke zawierajacg prace wybitnych
logikéw: Infinitistic methods, PWN, 1961.

*"Moje poglady w tej sprawie majg charakter hipotetyczny i wyprowadzone sg cze-
$ciowo w oparciu o znane fakty, za$ czgsciowo sg wnioskami z kontekstu i dalszego
rozwoju wydarzefi.

28 Por. powyzej.

2C. Reid w swojej ksigzce prébuje pokazaé profil psychologiczny Hilberta. Byt on
czlowiekiem niezwykle ambitnym, bezkompromisowym i skutecznym. Niejasnos$ci
w kwestii dowodu sktonity zaréwno Gordana jak i Hilberta do dalszych badand, i poda-
nia nowych dowodéw twierdzenia o bazie.
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bert wrécil do zainteresowania podstawami matematyki.’? Wtedy tez
powrdcit do problemu Gordana i napisat:
Gordan mial mieszane uczucia odno$nie do pozaskoniczonych
metod wykorzystanych w moim pierwszym dowodzie niezmien-
nikéw [t.j. o skoniiczono$ci zupelnych systeméw] co wyrazit,
okreslajac dowdd mianem “teologicznego”. Zmienil méj do-
wod, wprowadzajac swoja “symboliczng metode” i uwazal, ze
w ten sposéb pozbawit go “teologicznego” charakteru. W rze-
czywistosci, pozaskoficzone rozumowanie byto ukryte za for-
malizmem.>!

Cytat ten pokazuje w jaki sposéb Hilbert rozumiat, po latach, zarzuty
Gordana. Uwazal, ze odnosily si¢ do pozaskoriczonych metod i stad
mozna méwié o inspiracji dla (C2). By¢ moze byto tak jak pisal Hil-
bert,*? jednak przytoczone fragmenty z Gordana, wskazuja na co§ in-
nego, co potwierdzil réwniez H. Weyl wskazujac jedynie na Gorda-
nowskie skruputy egzystencjalne, a pomijajac problem pozaskoriczo-
noSci. Odno$nie do (Z3) Hilbert, jako uwazny my§liciel, musiat zdaé
sobie sprawe z doniosto$ci metody symbolicznej, ktérg stosowat Gor-
dan. Szczeg6lnie wazne bylo to, Ze owa metoda mogta, dzigki syste-
matycznemu i starannemu zastosowaniu, przenie$¢ badacza w obszary
rozumowarn, w ktérych traci on intuicyjny kontakt z dowodzonymi zda-
niami. Znaczy to, ze, zgodnie z sugestiag Gordana, w niektérych przy-
padkach nawet nalezy przestac rozumiec, a jedynie ,,§lepo” postepowaé
za regutami. Hilbert zrealizowat to zatozenie w swoim programie (for-
malizacja) w ten sposéb, iz treSciowa ocena zdan uzytych w dowodzie
twierdzen nast¢puje na poczatku i na koricu dowodu, i dokonuje si¢
w obrebie metamatematyki.*> ZatoZenie (Z5) odnoszace si¢ do fini-

Podobnie uwaza McLarty s. 12.

S'Hilbert (1923), s. 161. Ten cytat potwierdza moje przypuszczenia odnosnie do
inspiracji Hilberta. Warto wspomnie¢, Ze w nieco podobnej sytuacji znalazl si¢ G.
Cantor atakowany przez konstruktywistéw odno$nie do zbioréw aktualnie nieskoni-
czonych, w szczegdlnosci Kroneckera, ktéry szukal sprzymierzericéw filozoficznych
posréd przedstawicieli teologii neoscholastycznej (zachowaly si¢ fragmenty korespon-
dencji). Uwage te zawdzigczam Jerzemu Dadaczyriskiemu.

32Niektére sprawy mogly zostaé jedynie oméwione podczas osobistych spotkan obu
matematykéw i nie zostaly opublikowane.

33Ten ciekawy watek sam w sobie wymaga niezaleznego rozwiniecia.
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tystycznoSci pewnych fragmentéw matematyki jest, wedtug mnie, im-
plicite zawarte w wypowiedzi Gordana: [o]n [Hilbert, AO.] nie uczy
nikogo niczego w ten sposob. Ja moge sie jedynie nauczyc tego, co jest
jasne dla mnie, jak jeden razy jeden jest jeden. Rozrdznial on rézne
obszary matematyki pojmowanej jak wytwor, w szczegdlnosci mowit
o takim obszarze, ktérego twierdzenia sa dla niego jasne. Jest to ka-
tegoria do$¢ subiektywna, jednak niemal stale obecna w sformutowa-
niach matematykéw i filozoféw (Kartezjusz). Dowdd Hilberta nie po-
siadat dla niego tej cechy jasnosci. Gordan byl réwniez, jak okreslit go
Noether, algorytmikiem (algorithmiker).>* Znaczylo to miedzy innymi
zaufanie do metody symbolicznej, czyli starannego postgpowania we-
dtug pewnych jasnych regul obliczeniowych. (Z5) zostato przez Hil-
berta wykorzystane przy formalizacji (catej) m(M)atematyki®>, ktéra
zaczal faktycznie realizowa¢ z W. Ackermannem w Grundzuege der
theoretischen Logik (1928) oraz, pelniej, z P. Bernaysem w Grundla-
gen der Mathematik I (1934) 1 11 (1939). Sformalizowal rachunek zdan
i predykatéw, by dojs¢ do arytmetyki liczb naturalnych. Pewna czes¢é
arytmetyki tych liczb tworzy¢ miala finitystyczng i treSciowa bazg ca-
tego programu.®® Tutaj wiasnie mogto owocowaé to, co miat na mysli
Gordan, piszac: Ja moge si¢ jedynie nauczyc¢ tego, co jest jasne dla
mnie, jak jeden razy jeden jest jeden. Zreszta Hilbert sam mial wat-
pliwosci co do finitystycznoSci zdafi zaczynajacych sie od kwantyfika-
tora. Wydaje si¢, ze dopiero pojecie systemu formalnego realizowato
zamierzenie finitystyczno$ci. System formalny realizowat wymég ja-
snosci (od czaséw Goedla wiadomo, ze wiele metajezykowych predy-
katéw orzekanych o systemie formalnym ma charakter pierwotnie reku-
rencyjny) oraz dowodzenie w takim systemie spetnialo wymég jasno-
Sci postepowania wedlug jasnych regut. Dlatego wtasnie dowodzenie
w takim systemie bylo wlasciwg odpowiedzig na watpliwosci Gordana

3Por. Noether (1914), s. 37; McLarty s. 13.

3Mam watpliwos¢ czy pisa¢ to stowo z duzej czy malej litery w kontekscie po-
gladéw Hilberta. Chciat on uratowac cala matematyke, a nie tylko okrojong przez
konstruktywistow.

367a takg baze finitystyczng uchodzi (wg. nietérych np. W. Tait) arytmetyka Sko-
lema oznaczana symbolem PRA.
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i usprawiedliwiato metody pozaskoficzone matematyki, w szczegélno-
Sci jego stawny dowéd.?’

3. Max Noether’® w mowie pochwalnej na czes¢ Paula Gordana,
po raz pierwszy publicznie, w 1914 roku, wspomnial o nastepujacej
reakcji na dowéd Hilberta: To nie matematyka, to teologia.® Opubli-
kowana wypowiedZ wywotata wiele komentarzy wsréd matematykow
i filozoféw, ktdérzy probowali domys§li¢ si¢, co mial na mysli jej au-
tor. Sam Noether, ktry przyjaznit si¢ z Gordanem, odwolywat si¢ do
Gordanowskiego poczucia humoru. Z kolei Hilbert przez feologiczny
charakter dowodu rozumiat jego pozaskoniczony charakter. Felix Klein
wskazywat raczej na to, ze teologicznos¢ dowodu znaczyla jego bez-
warto$ciowos¢ z punktu widzenia matematyki. Przywotat dodatkowo
wypowiedZ Gordana: [p]rzekonatem sie, ze nawet teologia ma swoje
dobre strony. Otto Blumenthal dopatrywal si¢ teologicznosci w tym,
ze dowdd posiadal luke. Gerhard Kowalewski méwit o iluminacji od
Boga, jaka otrzymac miat Hilbert podajac swoj dow6d.*? Podsumowu-
jac te poglady, mozna wyrdézni¢ co najmniej nastgpujgce rozumienia
,,dowodu teologicznego™:

(1) przyjety na wiare (nie spetniajacy metodologicznych kryteriow);

(2) wykorzystujacy zasad¢ wytaczonego Srodka (zaktada istnienie
obiektéw platoriskich);

(3) niezwykly, niespodziewany, natchniony;

(4) postugujacy sie wyrazeniami pozbawionymi znaczenia (’pu-
stymi symbolami”);

(5) dowodzacy jedynie istnienia, a nie wtasnosSci danego obiektu;

(6) odwotujacy si¢ do nieskoiczonosci aktualnej (= postugujacy si¢
metodami pozaskoriczonymi).

3"Dowéd Hilberta sprawdzono w systemie dowodzenia twierdzei Mizar.
380jciec Emmy Noether, ktéra byta doktorantkg Gordana.

3Por. Noether (1914), s. 18. Cytuje za McLartym.

408zerzej te wypowiedzi sg skomentowane w McLarty s. 12 i nast.
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Niektére z powyzszych rozumien ,,dowodu teologicznego” prze-
ciwstawiaja go dowodowi matematycznemu, ktory jest, dla niektérych,
idealnym wzorcem kazdego dowodu. Jednak rozmienia (2), (3), (5)
i (6) brzmia bardziej rekoncyliacyjnie. Wskazuja bowiem na pewne
elementy dowod6éw wspélne teologii i matematyce. Warto na t¢ sprawe
spojrze¢ réwniez od strony teologii i filozofii, a nie wylacznie matema-
tyki.*!

Teologia zaczyna si¢ od uznania za prawdziwe zdania Istnieje Bog.
Sformulowanie takie jest do przyjecia po tzw. lingwistycznym zwro-
cie w filozofii. Jednak naprawde teologia zaczyna si¢ od uznania, ze
istnieje obiekt, do ktérego odnosimy termin Bog i w pewien sposob
go rozumiemy.*> Innymi stowy, teologia nie rozpoczyna sie od zaje-
cia pewnej postawy propozycjonalnej, lecz pewnej ontologii. Jednym
z aspektow tego rozumienia jest to, ze Boga pojmujemy jako istote du-
chowa i niematerialng, istniejaca poza czasem, przestrzenia (np. Sw.
Tomasz z Akwinu) i umystem (np. §w. Anzelm). Jej istnienie jest
obiektywne i niezalezne od podmiotu poznania, za$ cechy Boga sa od-
krywane (gléwnie dzigki przyjeciu pojecia Objawienia). Aspekt ten
przypomina uznawanie istnienia bytu platoniskiego. W tym miejscu
wida¢ zwigzek pomiedzy teologia i pewna interpretacja filozoficzng
matematyki, mianowicie platonizmem matematycznym. Podstawowa
réznica migdzy tymi platoriskimi bytami (w przypadku platonizmu ma-
tematycznego chodzi o calg klas¢ bytéw) polega na tym, ze Bdg, oprocz
tego, ze oczywiscie jest przedmiotem poznania, jest réwniez podmio-
tem dziatania (mi¢dzy innymi objawia si¢ cztowiekowi), podczas gdy
byty matematyczne sg nieme (nieaktywne). Ta ostatnia cecha bytow
matematycznych jest podstawa do skutecznego ataku na pozycje pla-
toriskie w rozumieniu matematyki. Paradoksalnie dowdd na istnienie
Boga moze by¢ mocnym wsparciem dla platonizmu matematycznego,

41 Autor pragnie uspokoi¢ zaniepokojonego Czytelnika i wyjasnia, Ze jest do tego
kompetentny, gdyz jest réwniez magistrem teologii.

“2Na ponizsze rozwazania ma duzy wplyw teologia chrzescijariska. Nie chcialbym
wchodzi¢ w rozmaite subtelnosci z tym zwigzane. Warto zwrdci¢ uwage na to, ze wy-
ktad metafizyki (w pierwotnym sensie tego terminu) koriczy si¢ dowodem na istnienie
Boga i moze by¢ uwazany za wyklad teologii naturalnej.
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gdyz implikuje mozliwo$¢ istnienia (obszernej klasy?) bytéw platoni-
skich — ab esse ad posse valet consequentia.

Odnosnie do (3) wspomnie¢ tylko nalezy, ze w teologii istnieje na-
uka o Bozej Opatrznosci, wedle ktérej dzialania cztowieka zwigzane
sg z dzialaniem taski Bozej i kazde odkrycie, w tym réwniez dowdd
matematyczny, jest jej owocem.

Powr6¢émy do zdania Bog istnieje i punktu (5). Przedmiotem sporu
jest to, czy da si¢ przedstawi¢ dowdd tego zdania. Niektdrzy twier-
dza, iz nie da si¢ tego zdania dowies¢, inni z kolei, Ze nie mozna po-
da¢ dowodu spetniajacego odpowiednie kryteria metodologiczne i mé-
wig raczej o argumentach (nie od dowodzie), za$ niektérzy uwazaja,
ze dowdd jest jak najbardziej mozliwy. Zwolennikami ostatniego sta-
nowiska byli filozofowie (§w. Anzelm, Kartezjusz), jak i logicy (Go-
edel, Bocherski).** Sw. Tomasz z Akwinu nadat swym argumentom
nazwe via, co znaczy ‘droga’, i miat na mysli pewna Sciezke rozumo-
wania. Byt zatem zwolennikiem drugiej opcji w sprawie rzeczonego
dowodu. Nie jest mi znany dowdd, w ktérym nie zostato podane jakies
rozumienie Boga zadane uprzednio. Niech wyrazem takiego rozumie-
nia bedzie forma zdaniowa B(x), ktéra odczytamy ,,x jest Bogiem”.
Zdanie dxB(x) odczytamy ,.istnieje taki obiekt, ktéry jest Bogiem”.
Cze$¢ formy zdaniowej ,,jest Bogiem” nazywa si¢ w logice predyka-
tem i jest orzekane o indywiduach. Predykat, ktérego czescig jest tzw.
term predykatowy, w naszym przypadku B, wskazuje na pewna wila-
sno$¢ posiadang, lub nie, przez zamierzony obiekt (obiekty). W tym
wlasnie sensie nie znam dowodu, ktéry by takiego predykatu nie orze-
katl i réwnocze$nie wyrdznial Boga z uniwersum istniejacych bytow.
Sw. Tomasz z Akwinu dowodzac np. istnienia Pierwszego Poruszy-
ciela pisat na koricu: a to wiasnie nazywamy Bogiem. Niektorzy sadza,
ze termin Bog jest nazwa wlasna, ale przy dokladniejszej analizie teza
ta jest trudna do zrozumienia i obrony. Ciekawe spostrzezenia na ten
temat mozna poczyni¢ w obrebie teorii poje¢ Pawla Materny, ktéra na-
wigzuje do pewnych idei Pawla Tichy’ego.** W teorii tej mamy do

#Nalezy pamietaé, ze wspomniani filozofowie nie pracowali w obrebie filozofii ana-
litycznej i nie zajmowali si¢ zdaniem, lecz problemem wyrazonym przez zdanie.
#Por. Tichy (1979).
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czynienia z tzw. individual role albo office, ktére jest funkcja ze zbio-
réw mozliwych §wiatéw i czasu w zbiér indywiduéw.*> Przyktadem
obecnie obsadzonego (occupied) office (pierwszego rzedu) jest: pre-
zydent USA, za$ nieobsadzonego (vacant): krél Francji. Istnienie jest
wlasnoscia offices, za$ termin Bog denotuje Bozy-office. W tej teorii
rekonstruuje si¢ jedna z wersji dowodu §w. Anzelma i wykazuje, ze
Bég istnieje, co znaczy, iz Bozy-office jest obsadzony, bez okreslania
jaki jest Bog (jest to tajemnicg). To ogdlne przedstawienie by¢é moze
niewiele wyjasnia, ale pokazuje jedna wazng rzecz — mozna niemal*®
catkowicie w dowodzie oddzieli¢ specyficznie pojete istnienie obiektu
od jego wlasno$ci. Analogiczng sytuacje mamy w przypadku dowodu
Hilberta. Skoriczona baza (obiekt) zostaje wskazany przez predykat A,
jednak nie okresla sie jego wlasnosci, a dowodzi sie zdania AxA(x).¥
Natomiast w znanym dowodzie Kurta Goedla przestanka jest definicja
Boga, tzn. definiuje si¢ G(x), by dowie§¢ IxG(x). Jako ciekawostke
mozna podaé, ze Goedel w rozmowie z Rudolfem Carnapem stwier-
dzit, iz dowdd na istnienie Boga pokazuje mozliwo$¢ niesprzecznego
postugiwania si¢ terminem Bog.

Ostatnig sprawg (ad. (6)) jest kwestia nieskoficzonoSci aktualne;j.
Bég w teologii jest pojmowany rzeczywiscie jako byt nieskoriczony. Ta
nieskoriczono$§¢ Boga jest nieskoficzonoScia jakosciowqg (widaé to do-
brze choéby na przyktadzie dowodéw §w. Anzelma i Goedla), podczas
gdy w matematyce mamy do czynienia z nieskoriczonoScia iloSciowg.
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SUMMARY

MATHEMATICS OR THEOLOGY? HILBERT, GORDAN AND THE
BEGINNING OF THE FORMALISM

The aim of the article is two-fold: first, to analyse the impact Gordan’s
problem had on Hilbert’s Programme and, secondly, to discuss, mainly from
the theological standpoint, Gordan’s phrase: ~’This is not Mathematics, this is
Theology”.



