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Abstract
In the article, I present two possible points of view concerning ma-
thematical proofs: (a) the formal view (according to which the for-
malized versions of mathematical proofs reveal their “essence”);
(b) the semantic view (according to which mathematical proofs
are sequences of intellectual acts, and a form of intuitive “grasp”
is crucial). The problem of formalizability of mathematical proofs
is discussed, as well as the problem of explanation in mathematics
— in particular the problem of explanatory versus non-explanatory
character of mathematical proofs. I argue, that this problem can be
analyzed in a fruitful way only from the semantic point of view.
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1. Dowody matematyczne: praktyka i teoria

ie ulega watpliwosci, ze przy uprawianiu matematyki za-
Nsadnicze znacznie ma rozumienie poje¢ matematycznych,
proces identyfikowania relacji migdzy nimi i swoistego ,,wnika-
nia” w ich tres¢. Mozna powiedzie¢ ze uprawianie matematyki
to bardzo wyrafinowana analiza poje¢ 1 — mowiac nieco gorno-
lotnie — badanie §wiata idei matematycznych. Z cata pewnoscia
nie sprowadza si¢ do ,,rachunkow” (z czym niekiedy kojarzy si¢
matematyka udreczonej mtodziezy). Kiedy matematycy mowia
o dowodach, zastanawiajq si¢ nad tym, czy dowad jest gleboki,
czy ,.sitowy”, czy wyjasnia zjawiska, czy jedynie wykazuje pe-
wien fakt, nie dajac glebszego wgladu w naturg zagadnienia. Ma-
tematycy mowia o tresci dowodu, a nawet o estetycznych warto-
$ciach dowodow, o swoistym pigknie zawartym w grze idei. Nie
ulega tez watpliwosci, ze przy uprawianiu matematyki mamy
do czynienia z bardzo ciekawymi zjawiskami o charakterze psy-
chologicznym — zaréwno przy prowadzeniu wlasnych badan, jak
i przy $ledzeniu wynikow czyjej$ pracy. Mozna mowi¢ o swo-
istych przeblyskach intuicji, ,,0l$nieniach”, dzigki ktorym moz-
liwe staje si¢ uchwycenie zasadniczej idei — niejako istoty — da-
nej konstrukcji matematycznej, teorii czy dowodu. Nie ulega
watpliwosci, ze przy uprawianiu matematyki mamy do czynienia
z przelamywaniem poznawczych barier — niezaleznie od tego,
czy dotycza one zrozumienia tego, jak rozwiaza¢ szkolne zada-
nie z geometrii, czy tez zrozumienia zasadniczej idei dowodu

hipotezy Poincarégo. Sg to przezycia znane wszystkim matema-
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tykom. Podstawa uprawiania matematyki (tworzenia nowych
poje¢, formulowania i rozwiazywania probleméw matematycz-
nych, konstruowania nowych teorii) sq wigc pewnego typu akty
intelektualne. Zrozumie¢ istotg dowodu to zrozumie¢ nature tych
aktow 1 wyjasni¢ aspekty semantyczne — bo to one odgrywaja za-
sadnicza role w uprawianiu matematyki.

Taki poglad mozna uzna¢ za klasyczny w historii filozofii
i matematyki. Jego przedstawicielem byt np. Kartezjusz, kto-
rego zdaniem fundamentem naszego poznania jest zdolnos¢ do
ujmowania w aktach intelektualnych pewnych podstawowych
prawd w jasny i wyrazny sposob'. Kryterium jasnego i wyraz-
nego widzenia stosuje si¢ w szczego6lnosci do matematyki, zas
intuicja — swoista zdolno$¢ umystu do ujmowania pewnych
zdan jako prawd — jest w tym wypadku kluczowa. Jednak in-
tuicja jest angazowana nie tylko przy uzasadnianiu prawd pier-
wotnych. Odwotanie do intuicji jest konieczne takze w rozumo-
waniach, kiedy chcemy uzasadni¢ prawomocno$¢ danego kroku

dowodowego: ,,owa oczywisto$¢ i pewnos¢ intuicji wymagana

! Podstawowe czynnosci naszego umystu, za pomoca ktdrych ,,moze-
my nie obawiajac si¢ omylki doj$¢ do poznania rzeczy”; (Kartezjusz,
Prawidla kierowania umystem; poszukiwanie prawdy poprzez swiatfo
przyrodzone rozumu, thum. L. Chmaj, PWN, Warszawa 1958, s. 12)
to intuicja i dedukcja. Intuicje Kartezjusz okresla jako ,,nie zmien-
ne $wiadectwo zmystow, lub zwodniczy sad Zle tworzacej wyobraz-
ni, lecz tak tatwe 1 wyrazne pojecie umyshu czystego i uwaznego, ze
o tym, co poznajemy, zgota juz watpi¢ nie mozemy, lub, co na jed-
no wychodzi, pojecie niewatpliwe umyshu czystego i uwaznego, ze
o tym, co poznajemy, zgola juz watpi¢ nie mozemy”’; tamze.

SLOZ ° lIIA1 | @>neN m auz>yozoji4 elusiupebez

91



Zagadnienia Filozoficzne w Nauce | LVIII « 2015

Krzysztof Wojtowicz

jest nie tylko dla samych wypowiedzi, ale takze dla jakichkol-
wiek rozumowan... Zdania [...] poznaje si¢ [...] juz to przy po-
mocy intuicji, juz to przy pomocy dedukcji; same za$ pierw-
sze zasady tylko przy pomocy intuicji; natomiast ich odleglte
whnioski jedynie przy pomocy dedukcji”?. Mozna wigc powie-
dzie¢, ze rozumowania matematyczne stanowia proces oparty
na naszym rozumieniu poj¢¢, a nie na formalnych wtasnosciach
systemow symbolicznych. O prawomocnosci dowodu decyduje
wigc — mowiac skrotowo — jego tresé, a nie forma’.

Istote tego punktu widzenia mozna w czytelny sposdb przed-
stawi¢ na przyktadzie geometrii. W znanej wszystkim ze szkoty
geometrii elementarnej wszelkiego typu elementy pogladowe,
wyobrazeniowe sa w dowodach angazowane w sposob bardzo
silny. Niekiedy wystarczy szkic, aby przekaza¢ ide¢ dowodu
W sposob przekonujacy, zas towarzyszace owemu szkicowi wy-
jasnienia (formalne) wydaja si¢ by¢ nieomalze zbgdne. Mowiac
z pewna przesada: pewno$¢ uzyskujemy nie poprzez wypisanie

2 Tamze, s. 13—14.

3 Owe akty intelektualne dotycza nie tylko pojedynczych krokéw
dowodu. Kartezjusz pisze: ,,Dla uzupetnienia nauki nalezy wszystkie
i poszczegodlne rzeczy, ktore odnosza si¢ do naszego celu, przeglad-
na¢ ciagltym i nieprzerwanym ruchem mysli i objaé je w dostatecznym
i uporzadkowanym wyliczeniu... Dlatego przebiegng je kilkakrotnie
swego rodzaju ciagtym ruchem wyobrazni, ktora widzi od razu cztony
poszczegolne w chwili, gdy do innych przechodzi, az si¢ naucze od
pierwszego stosunku do ostatniego tak szybko przechodzi¢, iz bede
mogt niemal zupetnie bez pomocy pamigci objac jednym spojrzeniem
cato$¢”; tamze, s. 31-32. Mamy wigc do czynienia z aktem ,,ogarnig-
cia” calosci dowodu.
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dowodu, ale poprzez swoisty ,,wglad w geometryczng istote za-
gadnienia™. Wyrazicielem tego typu opinii jest np. Jean-Victor
Poncelet (1788-1867), ktory pisal: ,,W zwyklej geometrii [...] opi-
sywana jest figura, nigdy nie tracimy jej z oczu, zawsze rozumu-
jemy zuzyciem wielkoS$ci i form, ktore sg rzeczywiste, 1 nigdy nie
dochodzimy do wnioskow, ktore nie moga by¢ odzwierciedlone
w wyobrazni lub przed naszymi oczyma za pomoca obiektow
zmystowych™. Niezaleznie od przesadnosci tego stwierdzenia,
nie ulega watpliwosci, ze zazwyczaj odwotujemy si¢ do pewnej
formy geometrycznej intuicji, za§ rozumienie sytuacji jest klu-
czowe w elementarnych rozumowaniach geometrycznych.
Jednak w miar¢ rozwoju matematyki do glosu coraz sil-
niej zaczat dochodzi¢ odmienny punkt widzenia. W tym no-
wym ujeciu kryterium poprawnosci dowodu stanowi zgodnos¢
z pewnymi okreslonymi formalnie regulami — nie za$ intu-
icyjna akceptacja. Wida¢ to bardzo wyraznie na przyktadzie
geometrii, gdzie postulat ,,intuicyjnego wgladu” zostat zasta-
piony postulatem mozliwo$ci sformutowania dowodu czynia-

cego zados¢ pewnym czysto formalnym wymaganiom®. W tym

4 Odrebna sprawa jest to, ze niekiedy takie ,,dowody rysunkowe”
bywaja mylace.

5 Cytat za M. Detlefsen, Formalism, [w:] The Oxford Handbook of

Philosophy of Mathematics and Logic, (red.) S. Shapiro, Oxford Uni-
versity Press, Oxford 2005, s. 265.

¢ Wazna role odegrat tu takze rozwdj algebry, w ktorej dokonywano
czysto symbolicznych operacji na wyrazeniach matematycznych (wy-
korzystujac np. jednostke urojona, ktorej nie nadawano realistycznej
interpretacji). Nie ma tu jednak miejsca na prezentacj¢ historyczna.
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kontekscie warto wspomnie¢ o badaniach Pascha i Hilberta,
w ktorych ta zmiana paradygmatu staje si¢ wyrazna. Pasch
pisat: ,,Jesli geometria ma naprawde¢ by¢ nauka dedukcyjna,
proces wnioskowania musi we wszystkich fragmentach by¢
niezalezny od znaczenia poje¢ geometrycznych, podobnie
jak musi by¢ niezalezny od diagraméw; pod uwage moga by¢
brane jedynie relacje wyrazane w twierdzeniach i definicjach.
W czasie wnioskowania jest uzyteczne i dopuszczalne, ale nie
konieczne myslenie o znaczeniach terminoéw; faktycznie, je-
$li jest to konieczne, to w ten sposéb widoczna staje si¢ nie-
poprawnos$¢ dowodu™’. Postulat wyeliminowania elementow
o charakterze ,,wyobrazeniowo-pogladowych” (i — de facto
— nawet odwotan do tresci pojg¢) jest radykalnie odmienny
od postulatu intuicyjnej kontroli nad krokami dowodowymi.
Przytoczony wczesniej poglad Ponceleta Pasch uznalby za cat-
kowicie niedopuszczalny. Kontrola opierajaca si¢ na naszej in-
tuicyjnej zdolnosci do postrzegania przejs¢ dowodowych jako
prawomocnych nie ma znaczenia z punktu widzenia oceny po-
prawnosci dowodu. Dowody — w szczegolnosci dowody geo-
metryczne — mozna (i nalezy!) traktowa¢ w czysto formalny
sposob, podobnie jak przeksztatcanie wyrazen algebraicznych
zgodnie z regutami formalnymi. Jesli za§ w jakim$ dowodzie

musieliby$my odwotaé si¢ do naszego rozumienia tresci

7 M. Pasch M., Vorlesungen iiber neuere Geometrie, Teubner, Le-
ipzig 1882, s. 98 (cytowane za M. Detlefsen, Formalism, dz. cyt.,
s. 250-251).
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pojec 1 intuicyjnego postrzegania sytuacji, jest to Swiadectwo
tego, ze w dowodzie jest po prostu luka?®.

W takim duchu utrzymana jest praca Hilberta Grundia-
gen der Geometrie (1899). Hilbert dokonuje tam formalizacji
geometrii poprzez zinterpretowanie jej w terminach struktur
liczbowych. W takim ujeciu szkice czy wizualizacje przestaja
mie¢ znaczenie dowodowe (zachowujac oczywiscie znacze-
nie heurystyczne). Po dokonaniu takiej reinterpretacji geome-
trii, dowody geometryczne mogty nabrac pelnej Scistosci. Zas
kryterium owej Scistosci jest katalog regut dowodowych o for-
malnym charakterze. Mowigc obrazowo: w miejsce rozwazan
geometrycznych dotyczacych np. potozenia figur wzgledem
siebie, stycznosci figur, przecinania si¢ prostych etc. pojawiaja

8 Hahn podsumowal 6w proces pojawiania si¢ nowej wizji dowo-
du w nastgpujacy sposob: ,,Poniewaz intuicja okazata si¢ zwodni-
cza w tak wielu przypadkach i poniewaz twierdzenia akceptowane
na mocy intuicji okazywaty si¢ falszywe (na mocy wnioskowania
logicznego), matematycy stawali si¢ coraz bardziej sceptyczni w od-
niesieniu do intuicji. Uznali, Ze nie jest rzecza bezpiecznag opieranie
jakiegokolwiek stwierdzenia matematycznego [...] na intuicyjnych
przekonaniach. Pojawito si¢ dazenie do wyeliminowania intuicji z ro-
zumowan matematycznych i catkowitej formalizacji matematyki. [...]
[K]azde nowe pojecie matematyczne miato by¢ wprowadzane przez
czysto logiczne definicje; kazdy matematyczny dowdd przeprowa-
dzany za pomoca czysto logicznych srodkow”; H. Hahn, Empiricism,
Logic and Mathematics, D. Reidel, Dordrecht — London — Boston
1980, s. 93. Niezaleznie od tego, iz jest to by¢ moze zbyt radykalna
prezentacja owego procesu, nie ulega watpliwos$ci, Ze w matematyce
nastapita istotna zmiana.
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si¢ procedury rozwiazywania pewnych rownan algebraicznych
(ktore moga by¢ — do pewnego stopnia — zmechanizowane)’.

Mamy zatem ujecie ,kartezjanskie”, akcentujace rolg
aktow intelektualnych i ujecie ,,formalistyczne”, akcentu-
jace konieczno$¢ — i fundamentalna wrecz rolg! — formaliza-
cji dowodow i podajace kryteria o charakterze formalnym.
Rzeczywiscie, nie ulega watpliwosci, iz istotng rol¢ w ma-
tematyce odgrywa formalizacja, za$ niektére operacje mate-
matyczne moga by¢ prowadzone w czysto formalny, niejako
mechaniczny sposob. Z czysto formalnymi regutami rachun-
kowymi stykamy si¢ w szkole (np. wiemy, ze mozna przenies¢
dane wyrazenie na druga strong rOwnania zamieniajac znak

owego wyrazenia, znane sa nam rozmaite formalne reguty do-

? Nalezy pamigtaé, ze oczywiScie istnienie tych regut nie powodu-
je, iz matematyka staje si¢ nauka o przeksztatcaniu niezinterpreto-
wanych symboli, czysto formalna gra. Owa gra ma swoje zrddla,
gdyz reguly naszego myslenia maja charakter systemowy. Celem
analizy logicznej ma by¢ wige ,,stworzenie protokotu regul, zgod-
nie z ktérymi przebiega nasze myslenie. Myslenie, tak si¢ sktada,
przebiega rownolegle do méwienia i pisania: tworzymy wypowie-
dzi i umieszczamy je jedna za druga”; D. Hilbert, Die Grundlagen
der Mathematik, ,,Abhandlungen aus dem mathematischen Seminar
der Hamburgischen Universitit” 1928, 6, s. 65—85. Angielskie thu-
maczenie [w:] From Frege to Gédel: A Sourcebook in Mathemati-
cal Logic, 1879—1931, (red.) J. Van Heijenoort, Harvard University
Press, Cambridge, Mass. 2002, s. 475. (Nie jest to bynajmniej rady-
kalny formalizm w duchu np. Curry’ego). Mozna doda¢, ze postulat
poszukiwania $cisto$ci i pewnosci w geometrii znalazt rozwinigcie
i dojrzata posta¢ w programie Hilberta, ktorego celem byto ugrunto-
wanie matematyki jako takie;j.
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konywania przeksztatcen algebraicznych efc.)'’. Mamy z tym
do czynienia takze w bardziej zaawansowanych dziatach ma-
tematyki, gdzie zdarzaja si¢ przeksztalcenia majace charakter
nieomalze mechaniczny — ktdérych mozemy dokonywac nie za-
stanawiajac si¢ nad ich znaczeniem. To sugeruje formalistyczne
spojrzenie na istotg dowodzenia, jako na manipulacje symbo-
lami. W takim ujgciu dowdd matematyczny bylby w gruncie
rzeczy ciagiem operacji formalnych — czy $cisle: ciagiem na-
pisow, bedacych wynikiem prowadzonych operacji. W bada-
niach logicznych tak wtasnie patrzymy na dowody. Dzigki roz-
wojowi logiki, mamy do dyspozycji ogdlny model wnioskowan
matematycznych i szereg narzedzi stuzacych do analizy tychze.
Logiczna definicja dowodu jest klarowna: jest to ciag formut
precyzyjnie zdefiniowanego j¢zyka formalnego, spetiajacego
pewne (zadane w sposob czysto sktadniowy) warunki. Definiu-
jac jezyk formalny musimy okreslic odpowiednie klasy wyra-
zen (termow, formut, aksjomatow etc.), a takze reguty tworze-
nia dowodow. Poprawno$¢ dowodu jest rozpoznawana poprzez
zastosowanie kryteriow syntaktycznych, gdzie abstrahujemy
od interpretacji, czy rozumienia tresci dowodu. Abstrahujemy
takze od kwestii ograniczen praktycznych (zwiazanych np. z do-

stgpnoscia papieru, wielko$cia pamigci komputera czy wiekiem

10°Szkolny algorytm znajdowania najwiekszego wspolnego dzielnika
ma charakter czysto mechaniczny: ,,Jesli na danym etapie liczby si¢
ro6znia, odejmuj mniejsza od wigkszej. Powtarzaj czynno$é, do mo-
mentu, kiedy beda rowne. Wypisz wynik”. Nie musimy rozumieé tego
algorytmu, aby go skutecznie zastosowac.
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Wszechs$wiata). Przy tej czysto logicznej analizie nie badamy
zagadnienia, czy dowod formalny moglby by¢ faktycznie przez
kogo$ przeprowadzony, ani problemu, czy jakikolwiek matema-
tyk poczulby si¢ nim przekonany — pomijamy wigc aspekty se-
mantyczne i pragmatyczne.

Pojawia sig zatem pewnego rodzaju napigcie miedzy prak-
tyka matematyczna a analiza teoriodowodowa. Traktowanie
dowodu matematycznego jako konstrukcji czysto formalnej
niewatpliwie nie znajduje potwierdzenia w praktyce matema-
tycznej. Jest oczywistg rzecza, ze dowody znane z praktyki ma-
tematycznej (z podrecznikow, artykutow naukowych, referatow
efc.) maja Scisty charakter, jednak z pewnoscia nie sa dowodami
formalnymi (rozumianymi jako ciagi napisow przeksztatcanych
zgodnie z czysto syntaktycznymi regutami). Jgzyk praktyki ma-
tematycznej to jezyk naturalny wzbogacony o pewne symbole!'.
Matematycy tworza dowody w jezyku zrozumialtym dla kole-
gow po fachu, nie w jezyku, jaki jest przedmiotem zaintereso-
wania specjalistow od teorii dowodu'?. Rekonstrukcja logiczna

stawia sobie inne cele, niz sprawne komunikowanie idei doty-

" Moze lepiej powiedzieé, Ze jest to pewnego typu mieszanka jezyka
naturalnego i symbolicznego — jednak to nie ,,procentowa zawarto$¢
znaczkow” jest tu istotna, ale fakt, ze z cata pewnoscia nie jest to ciag
napiséw czysto formalnych.

12 Tak jest w kazdym razie w wypadku ,,zwyktych” dzialow mate-
matyki. Kiedy przedmiotem badania jest np. tworzenie systemow
automatycznego dowodzenia twierdzen, formalizacja jest konieczna.
Jednak takze tutaj na metapoziomie pojawiaja si¢ rozwazania niefor-
malne.
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czacych np. geometrii rozniczkowej czy rachunku prawdopodo-
bienstwa — za§ dowod z zakresu geometrii r6zniczkowej ma za
zadanie rozwiazanie problemu matematycznego w sposob prze-
konujacy dla specjalistow — nie za$§ podanie rekonstrukcji w ulu-
bionej przez logika formie! Z pelng formalizacja (abstrahujac
od wzgledow praktycznych) nie wiazataby si¢ zadna poznaw-
cza korzys¢'®. Prawdopodobnie (prawie) zaden autor dowodu
(z zakresu ww. geometrii rozniczkowej czy innych dziatow
»prawdziwej matematyki”’) nie bylby w stanie rozpoznac sfor-
malizowanej wersji swojego wlasnego dowodu, a nawet gdyby
uwierzyt w to, iz przedstawia si¢ mu t¢ wtasnie formalizacje,
nie bytby nia raczej zainteresowany, uznajac, iz lezy ona poza
obszarem badan jego dyscypliny. Jego przedmiotem zaintere-
sowania jest bowiem rozwiazywanie problemow (z czym czg-
sto wiaze sig tworzenie nowych pojec, metod dowodowych etc.)
— a nie formalizowanie dowodow, ktore juz zostaly zaakcep-
towane. Przypuszczam, ze gdyby nawet okazato sig, ze jakis$
uznany dowdd matematyczny wymyka sig petnej formalizacji
(np. ze mimo wieloletnich préb nie udato si¢ poda¢ formalizacji
dowodu hipotezy Poincarégo w jezyku ZFC), nie wptynegtoby to

13- Gwoli wyjasnienia: z punktu widzenia teorii dowodu petne sforma-
lizowanie twierdzenia bytoby koniecznym etapem do podjgcia badan
nad tym dowodem i oczywiscie pozwalaloby na wzbogacenie naszej
wiedzy. Jednak z punktu widzenia praktyki matematycznej nie mia-
loby to Zadnego sensu. To wlasnie mam na mysli mowiac o braku zy-
sku poznawczego: dotyczy to stanu wiedzy matematyka (za$ odrgbna
sprawa jest to, ze z punktu widzenia logika dokonanie takiej formali-
zacji moze pozwoli¢ na istotne wzbogacenie jego wiedzy).
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na jego akceptacjg¢ w srodowisku specjalistow. Mozna nawet za-
ryzykowac tezg, ze gdyby w jaki$ sposob wykazano, ze forma-
lizacja dowodu nie jest mozliwa, specjalisci nie uznaliby tego
faktu za dyskwalifikujacy dla dowodu'. Zapewne stwierdziliby,
iz z punktu widzenia ich dyscypliny problem
zostat rozwiazany, za$ posiadany przez nich dowdd jest przeko-
nujacy. To, ze nie jest mozliwe jego przettumaczenie na jgzyk
notacji logicznej — to juz nie ich problem (to problem ciekawy
dla logikow, zajmujacych sig takimi rekonstrukcjami). Ich zada-
niem jest zdobywanie nowej wiedzy na temat rozmaitosci roz-
niczkowalnych, rozwiazywanie otwartych problemow — a nie
przeformutowywanie (skadinad w petni satysfakcjonujacych)
dowodow do postaci, jaka lubig logicy.

Dowody matematyczne znane z praktyki nie sq wigc sfor-
malizowane. Z drugiej jednak strony, trudno zaprzeczy¢ temu,
iz jesteSmy przekonani o zasadniczej formalizowalno$ci dowo-
dow matematycznych. Je$li w dowodzie pojawia sig luka, mo-
zemy ja wypetni¢ — i taki proces uszczegdtowienia mozemy
przeprowadzi¢ w sposob niezwykle pedantyczny. Nie sa znane
przypadki, w ktorych autorzy dowodu o$wiadczaja, ze uscisle-
nie dowodu nie jest mozliwe, i ze trzeba po prostu dac sig unies¢
,hastrojowi dowodu”, ktory wytworzy w nas poczucie przeko-
nania. Dowodzenie nie jest zestawem zabiegéw perswazyjnych,

a matematyka nie jest postmodernistyczna publicystyka. Cho¢

4 Nie podejmuje tu problemu, co znaczy, ze wykazano, iz formaliza-
cja nie jest mozliwa.
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wigc w praktyce dowody nie sa przesadnie sformalizowane, to
jednak matematycy sa przekonani, iz takie petlne uscislenie do-
wodu jest mozliwe. Co do zasady sa wigc przekonani, ze do-
wody matematyczne daja si¢ sformalizowac¢'®. Najczesciej tez
przyjmuje sig, ze ramy takiej rekonstrukcji formalnej sa wyzna-
czone przez teorig¢ mnogosci'®. Mozna wige powiedzieé, ze do-
wodom ,,z zycia” odpowiadaja (potencjalne) dowody sforma-
lizowane. Pojawia si¢ wigc pytanie o nature ,,mostu Hilberta”,
ktory taczy ,,dwa krolestwa: formalne krolestwo obiektow syn-
taktycznych... z krélestwem nieformalnego dyskursu matema-
tycznego™".

Postulat sformulowania uniwersalnych, ogélnie przyjetych
ram dowodowych ma swoje zréodto w potrzebie klarownego
ustalenia standardow matematycznej argumentacji, ustalenia
»kodeksu postgpowania matematycznego” — i w szczegolno-
$ci uwolnienia matematyki od elementdéw czysto subiektyw-
nych. Jeszcze w wieku XIX owe standardy nie byty do konca
jasne, za$ zabiegi m.in. Pascha i Hilberta miaty tg trudnos¢

15 Indukcyjnego argumentu na rzecz tej tezy dostarczaja badania doty-
czace formalizowania obszernych fragmentéw matematyki (w szcze-
golnosci polski projekt Mizar).

16 W wielu przypadkach taka formalizacja moze si¢ odbywac z uzy-
ciem stabszych systeméw formalnych — np. fragmenty teorii liczb
mozna sformalizowa¢ w arytmetyce Peano, za$§ znaczace fragmenty
matematyki w arytmetyce drugiego rzedu. Szczegdty techniczne nie
maja w kontekscie tej dyskusji wigkszego znaczenia: wazne jest to, ze
w ogble mozna dokona¢ takiej formalizacji.

17Y. Rav, Why do we prove theorems?, ,,Philosophia Mathematica”
1999, 7, s. 31.
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usunac¢'®. Z tego punktu widzenia teza o zasadniczej formali-
zowalnosci dowodow matematycznych moze by¢ postrzegana
jako postulat metodologiczny.

Zauwazmy jednak, ze mozemy owa tez¢ interpretowac na
dwa rozne sposoby — odzwierciedlajace nasze rozumienie tego,
czym jest dowdd matematyczny i jaka jest jego natura. Mozemy

bowiem owa tezg traktowac jako:

(a) tezg ujawniajaca istote¢ dowodow matematycznych;

(b) postulat o charakterze normatywnym.

Ad (a). Z tego punktu widzenia teza o zasadniczej formalizo-
walnoS$ci stanowi po prostu tez¢ o charakterze empirycznym,
ktora ujawnia posiadanie przez wszystkie dowody matema-
tyczne pewnej wspodlnej cechy: s one formalizowane. Mozna
powiedzieé, ze jest to teza zawierajaca definicj¢ sprawozdaw-
cza dowodu matematycznego, jako rozumowania, ktére pod-
lega formalizacji. To odréznia rozumowania matematyczne od
— najbardziej nawet przekonujacych — analiz prawniczych, so-
cjologicznych czy psychologicznych. Mozna powiedzie¢, ze
w mysl tej tezy, ,,w tle” kazdego zwyklego dowodu tkwi jego

(potencjalna) formalna wersja'®. W pewnym sensie nasze do-

18 Pamigtamy spory dotyczace np. metod niekonstruktywnych, dys-
kusj¢ na temat pewnika wyboru z pierwszych lat XX wieku etc. Prace
Pascha i Hilberta stanowia jeden z etapodw (czy: nurtdw) procesu ry-
goryzacji matematyki.

1 Tak sprawe stawia Azzouni w pracy The derivation-indicator view
of mathematical practice, ,,Philosophia Mathematica” 2004, 3 (12),
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wody sa jedynie swoistymi skrotami dla owych prawdziwych
dowodow, lezacych u podtoza naszego — mowiac zartobliwie
— ,,machania rgkami”. Za$ tym, co powoduje, zZe nasze dowody
sa skutecznym $rodkiem argumentacyjnym jest wlasnie istnie-
nie owego dowodu formalnego w tle, ktory jest uprawdziwia-
czem dla twierdzenia. Analizy pojgciowe prowadzone przez

matematykOw maja swoje ugruntowanie w tych systemach®.

s. 81-105: dowody matematyczne sa pewnego rodzaju skrotami dla
dowodow sformutowanych w pewnych systemach algorytmicznych.
Azzouni nazywa swoja koncepcjg ,,derivation-indicator view”. Zda-
niem Azzouniego, realnie badane dowody sa w gruncie rzeczy pew-
nymi wskaznikami (stad: indicator) istnienia stosownej procedury
obliczeniowej stanowiacej idealng wersje dowodu (stad: derivation).
Ta procedura jest okreslona w pewnym systemie algorytmicznym.
Azzouni pisze wigc ,,jesli dowody w gruncie rzeczy stanowia narzeg-
dzia, za pomoca ktorych matematycy przekonuja siebie nawzajem
o istnieniu takiej czy innej mechanicznie weryfikowalnej derywacji,
fakt ten wystarczy do wyjasnienia, dlaczego matematycy zgadzaja si¢
ze soba co do tego, kiedy pewien dowod faktycznie dowodzi pew-
nego twierdzenia” (tamze, s. 84). Tezy Azzouniego mozna interpre-
towac w taki sposob, ze znany nam realny dowod stanowi argument
na rzecz istnienia takiej derywacji ,,w takim czy innym nieformalnie
okreslonym systemie algorytmicznym” (tamze, s. 85). Analiz¢ kon-
cepcji Azzouniego Czytelnik znajdzie w pracach: Y. Rav, 4 critique
of a formalist-mechanist version of the justification of arguments in
mathematicians’ proof practices, ,,Philosophia Mathematica” 2007,
15, s. 291-320 1 K. Wojtowicz, O pojeciu dowodu w matematyce,
seria Monografie Fundacji Na Rzecz Nauki Polskiej, Wydawnictwo
Naukowe UMK, Torun 2012.

20 Odrebna sprawa jest pytanie dotyczace poznawczych mechanizmow,
ktdre ,,na powierzchni” ujawniaja si¢ w formie pojgciowych analiz, sta-
nowiac reprezentacjg pewnych algorytmicznych mechanizmow ,,w tle”.
Jest to znacznie szerszy problem z zakresu filozofii umystu.

SLOZ ° lIIA1 | @>neN m auz>yozoji4 elusiupebez

103



Zagadnienia Filozoficzne w Nauce | LVIII « 2015

Krzysztof Wojtowicz

Ad (b). Z tego punktu widzenia postulat o formalizowalnosci
stanowi postulat metodologiczny, definiujacy zakres pojgcia
dopuszczalnej argumentacji w matematyce. O tym, czy dany
dowod jest ,legalny” stanowi to, czy daje si¢ sformalizowac.
Formalizacja stanowi rgkojmig (i warunek konieczny) akcepto-
walno$ci dowodu. Pojawia si¢ pytanie o status tego postulatu:
czy bylby on zaakceptowany przez matematykow w takiej po-
staci? Wydaje si¢ — ze raczej nie. W praktyce matematycznej
matematycy akceptuja dowody bynajmniej nie dlatego, ze kto$
wskazat formalizacj¢ tego dowodu. To w ogole nie odgrywa
zadnej roli, matematycy nie sa zainteresowani formalnymi od-
powiednikami ich dowodéw. Celem dowodu matematycznego
jest bowiem przekazywanie idei, a nie tworzenie formalizacji?'.

Powyzsze rozwazania dotycza w gruncie rzeczy tego, czym
sa dowody matematyczne i jaka jest ich istota. Mozna tu wska-

za¢ dwa przeciwstawne punkty widzenia.

2l Barwise pisze iz ,,pomysl, aby rozumowanie moglo zosta¢ w ja-
kis sposob zredukowane do postaci czysto syntaktycznej w pewnym
formalnym, sztucznie skonstruowanym jezyku jest stosunkowo no-
wym pomystem w historii matematyki. Wyrasta z programu Hilber-
ta. Dowody matematyczne istniaty przez tysiace lat zanim pojawili
si¢ logicy i1 zmatematyzowali to pojecie. [...] O zadnym systemie nie
mozna powiedzie¢, ze to wlasnie on jest tym rzeczywistym pojgciem
dowodu, poniewaz istnieja niekonczace si¢ warianty [...]. One wszyst-
kie nie moga by¢ rzeczywistym pojeciem dowodu [...] istnieja dobre
dowody, ktore nie sa modelowane w zadnym wspotczesnym systemie
dedukcyjnym”; J. Barwise, Mathematical proofs of computer system
correctness, ,,Notices of the American Mathematical Society” 1989,
36, s. 844-851; cytowanie za Y. Rav, 4 critique of a formalist-mecha-
nist..., dz. cyt., s. 302.
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(1) Prawdziwe dowody to znane z praktyki dowody niefor-
malne. One sa zrodlem wiedzy matematycznej. Ich formalne
wersje nie sa poznawczo istotne — stanowia jedynie pewnego
typu artefakty, pojawiajace si¢ przy okazji (meta)analizy pro-
wadzonej przez logikow. Z punktu widzenia praktyki matema-
tycznej sa jedynie sztucznymi imitacjami prawdziwych dowo-

dow i prawdziwej matematyki®2.

(2) To formalne dowody stanowia o istocie dowodu — i to one
sa prawdziwymi dowodami. Nieformalne dowody stanowia je-
dynie pewnego rodzaju skroty, wskazniki (tak jak twierdzi Az-
zouni, por. przypis xxx), za§ akceptujemy je jedynie dlatego, ze
wiemy, iz moga zosta¢ sformalizowane. Formalizacja odkrywa
ich prawdziwa nature. Zas fakt, ze matematycy zadowalaja si¢
dowodami nieformalnymi stanowi ciekawe zjawisko psycholo-

giczne — ale nie odkrywa prawdziwej natury dowodow.

Rozstrzygnigcie tego zagadnienia nie jest mozliwe w tym
tekscie — i by¢ moze w ogoéle nie jest mozliwe... Zapewne oba
punkty widzenia ukazuja wazne aspekty zagadnienia i ukazuja

pewien fragment prawdy na temat natury dowodu.

22 Mowiac metaforycznie: formalna wersja dowodu nie ujawnia jego
istoty, podobnie jak zapis zdjgcia gor w postaci ciagu zerojedynkowe-
go nie ujawnia bezposrednio ich pigkna.
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2. Problem wyjasniania w matematyce

Problem wyjasniania jest jednym z centralnych probleméw w fi-
lozofii nauki, jednak w filozofii matematyki jest on podejmo-
wany w stopniu stosunkowo znikomym. Jedna z nielicznych
prac na ten temat to artykul®, w ktérym autor postuguje si¢ po-
jeciem dowodu wyjasniajacego (explanatory proof)**. Steiner
omawia to zagadnienie na przykladzie dowodu identyczno$ci
dwach zbiordéw (przy czym problem jest wyrazniej postawiony,
kiedy bedzie mowa o koekstensjonalnosci dwoch wiasnosci).
Wyjasnienie owej koekstensjonalnosci bedzie mozliwe dzigki
wykazaniu zwiazku migdzy wlasno$ciami. Jesli natomiast nie
uda si¢ takiego zwiazku wykazaé, to nawet jesli podamy do-
wod identycznosci odpowiednich zbiorow, 6w dowod nie be-
dzie miat charakteru wyjasniajacego®.

Inng praca podejmujaca problem wyjasnienia jest artykut
autorstwa Resnika i Kushnera®. Autorzy nawiazuja w niej do

3 M. Steiner, Mathematics, explanation and scientific knowledge,
»Nous” 1978, 12, s. 17-28.

24 Nie znaczy to bynajmniej, ze dopiero Steiner zwrdcil uwage na
fakt, iz pewne dowody maja taki charakter, a inne nie. Rozroznienie
na argumenty wyjasniajace i jedyniec wymuszajace zgodg jest znane
od starozytnosci.

% Mozna dodaé: w tej sytuacji bedziemy wiedzie¢, ze dwa zbiory sa
identyczne, ale fakt ten nie bedzie si¢ nam jawit jako bardziej natural-
ny, niz gdyby byto inaczej.

26 M.D. Resnik, D. Kushner, Explanation, independence and realism
in mathematics, ,,British Journal for the Philosophy of Science” 1987,
38 (2), s. 141-158.
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analiz Steinera, odnotowujac fakt, iz ,,matematycy zadaja wy-
jasnien czysto matematycznych problemoéw i takowe oferuja;
niektore dowody sa bardzo pouczajace podczas gdy inne sa ra-
czej nieprzejrzyste”?’. W odniesieniu do problemu wyjasniania

w matematyce Resnik i Kusher zauwazaja, iz:

(1) Jesli uznamy, ze systematyzacja stanowi wyjasnianie (w kaz-
dym razie tak mozemy to pojgcie rozumie¢ w jednym z jego zna-
czen) — to w matematyce spotykamy si¢ z wyjasnianiem. Nie
ulega bowiem watpliwosci, ze tworzone sg teorie systematyzu-
jace (wezesniej luzno powigzane i rozproszone) wyniki.?

(2) W matematyce mozemy zasadnie stawiaé pytania typu ,,dla-
czego...?”. Mozemy uzyskiwac¢ odpowiedzi na takie pytania za
posrednictwem dowodow, ale nie tylko: pewne zjawiska mate-
matyczne mozna wyjasnia¢ poprzez odwotanie si¢ np. do mozli-
wosci (re)interpretacji poje¢. Autorzy podaja tutaj przyktad defi-
nicji dodawania w terminach sum zbioréw: ich zdaniem stanowi
ona dobre wyjasnienie przemiennosci i tacznosci dodawania.
Podaja tez przyktad dowodu twierdzenia o wartosci $redniej,

dla ktérego kluczowe jest zalozenie dotyczace spojnosci zbioru.

27 Tamze, s. 142.

28 7 tego typu procedurami wyjasniajacymi mamy do czynienia np.
wtedy, kiedy dokonuje si¢ aksjomatyzacja teorii: dzieje si¢ to zazwy-
czaj wtedy, kiedy juz posiadamy pewna liczb¢ wynikow, dla ktorych
poszukujemy podstawy w postaci fundamentalnych zasad lezacych
u ich podtoza. Jest to mechanizm powszechny w matematyce — nie
tylko w fazie aksjomatyzacji formalnej, ale przy porzadkowaniu pola
pojeciowego teorii.
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Poniewaz jedynymi spdjnymi podzbiorami R sg przedziaty (i pot-
proste oraz caty zbioér R), ten fakt stanowi wyjasnienie, dlaczego
twierdzenie to nie zachodzi dla innych podzbioréw R. Nie jest to
wyjasnienie przez dowodd, raczej przez kontrprzyktady wskazu-
jace na rolg istotnych zatozen w dowodzie.

(3) Wyjasnienia w matematyce czg¢sto polegaja na wskazaniu
pewnego zestawu wynikow, opatrzonych odpowiednim komen-
tarzem — a nie jedynie pojedynczych twierdzen”. Mozna bytoby
wigc powiedzied, ze to cale teorie czy koncepcje matematyczne

stanowia wyjasnienie*.

Niezaleznie od szczegotowych uwag dotyczacych dowo-
dow wyjasniajacych, Resnik i Kushner formutuja pewna ogdlna
obserwacj¢ dotyczaca dowodoéw matematycznych: wszystkie
(mozna tu doda¢: poprawne) dowody maja charakter przekonu-
jacy — dowiadujemy si¢ dzigki nim, ze dany fakt zachodzi. Jed-
nak niektére z dowoddéw pozostawiaja nas w stanie swoistego

zdumienia, dlaczego 6w fakt zachodzi. Wynika to z faktu,

» Przyktadem podanym przez autorow jest zagadnienie kategorycz-
nosci arytmetyki drugiego rzedu, skonfrontowane z brakiem kate-
gorycznosci arytmetyki pierwszego rzedu. Roznia si¢ one tym, ze
w arytmetyce drugiego rzgdu mamy peten aksjomat indukcji, nato-
miast w arytmetyce pierwszego rzedu schematy aksjomatéw induk-
cji. Fakt ten wyjasnia roznice, ale nie mozna uznac, iz to pojedyncze
twierdzenie (czy pojedynczy dowod) stanowi wyjasnienie: raczej cata
grupa dowodow.

3 Tamze, s. 151-152.
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ze moga istnie¢ dowody, ktore sa w pelni poprawne, ale zara-

zem nie ujawniajg istoty zagadnienia®'.

W systematyczny sposob problem wyjasniania podejmo-
wany jest w pracy Mancosu*?. Formutuje on 5 zasadniczych py-

tan dotyczacych wyjasniania w matematyce:

(1) Czy w matematyce wystepuja wyjasnienia?

(2) Jaka przybieraja formg?

(3) Czy problem wyjasniania to nowos$¢ w filozofii matematyki?

(4) Jakie sa filozoficzne podejscia do problemu wyjasniania
W matematyce?

(5) Jaka jest zalezno$¢ miedzy wyjasnianiem w matematyce

a teoriami wyjasniania w nauce?

Autor wyraznie odroznia dowody, ktore wyjasniaja od ta-
kich, ktore wprawdzie dowodza (mozna powiedzie¢: wymu-

szaja nasza zgode¢ na pewien fakt), ale nie wyjasniaja gigbszych

31 Matematycy nie odkrywaja dowodow poprzez dedukowanie na
Slepo wnioskow ze znanych wczes$niej wynikow, raczej najpierw
staraja si¢ poznac struktur¢ matematyczna, w ten sposob sa w stanie
zobaczy¢, co jest o niej prawdziwe, i jak te podstawowe prawdy wy-
nikaja z jej podstawowych wlasnosci”’; tamze, s. 153—154.

32 P, Mancosu, Mathematical explanation: problems and prospects,
»Topoi” 2001, 20, s. 97-117.

3 Tamze, s. 98.
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przyczyn tego faktu*. Mancosu odnosi si¢ takze do problemu
metodologicznej spdjnosci (czy: jednolitosci) dowodow — np.
aby metody nieelementarne nie ingerowaty wtedy, kiedy nie jest
to konieczne, gdyz moga zaburza¢ nasze rozumienie danej sy-
tuacji matematycznej®.

Mancosu w swoich analizach nawiazuje do faktu, iz w ma-
tematyce zdarza sig, iz motywacje dla przyjeciach takich a nie
innych aksjomatow wynikaja ze wzgledow metodologicznych:

kryterium jest nie tyle ich oczywisto$¢, co raczej rola w danej

3% Mancosu odwotuje si¢ tutaj do rozwazanej przez Pringsheima pro-
pozycji nowego ujecia teorii funkcji analitycznych zespolonych, ktore
mialo (zdaniem Pringsheima) umozliwi¢ naturalne wyjasnienie sze-
regu faktéw z zakresu analizy zespolonej. Pisal m.in., iz dzigki temu
ujeciu ,,podstawowe fakty, ktore w teorii Cauchy’ego pojawiaja si¢
jako sensacyjne wyniki dziatania tajemniczego mechanizmu prowa-
dzacego do cudownych zjawisk, w ramach naszej teorii uzyskuja na-
turalne wyjasnienie”; A. Pringsheim, Vorlesungen iiber Zahlen- und
Funktionenlehre, Zweiter Band, Erste Abteilung: Grundlagen der
Theorie der analytischen Funktionen einer komplexen Verdnderli-
chen, B.G. Teubner, Leipzig — Berlin 1925, s. V (cytowanie za P. Man-
cosu, Mathematical explanation..., dz. cyt., s. 109). W swojej pracy
Mancosu przedstawia dos¢ szczegotowo koncepcje Pringsheima (por.
tez K. Wéjtowicz, O pojeciu dowodu w matematyce, dz. cyt.). Od-
rebna sprawa jest to, ze propozycja Pringsheima raczej nie znalazta
uznania ,,na rynku idei matematycznych”.

3 Nastepujacy przyktad pozwoli na wyjasnienie tego komentarza.
Zauwazmy, ze twierdzenia szkolnej geometrii euklidesowej (np. ze
prosta jest styczna do okrggu) mozemy dowodzi¢ wiasnie metodami
geometrycznymi, ale takze poprzez zastosowanie technik geometrii
analitycznej. Po przetlumaczeniu na jgzyk geometrii analitycznej mo-
zemy odwotywac si¢ do roznych silniejszych wynikoéw matematycz-
nych, takze bardzo abstrakcyjnych. Z punktu widzenia pierwotnego
problemu geometrycznego, te techniki nie wnosza rozumienia, w za-
sadzie jedynie zaciemniajg obraz (cho¢ daja dowod).
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teorii (mozna powiedzie¢: rola porzadkujaca). Mancosu przy-
wotluje tutaj m.in. stanowiska Russella*® i Godla.

Odnoszac si¢ do koncepcji Godla, Mancosu ma na mysli
oczywiscie kryterium owocnosci jako pragmatyczne kryterium
przyjecia aksjomatow w danej teorii. W swoim komentarzu do
koncepcji matematyki Russella, Godel pisze, iz ten ,,poréwnuje
...aksjomaty logiki i matematyki z prawami przyrody, a oczywi-
sto$¢ logiczna z percepcja zmystowa, tak ze aksjomaty nie mu-
sza koniecznie by¢ oczywiste same przez sig, ale ich uzasadnie-
nie bazuje (doktadnie tak, jak w fizyce) na fakcie, iz pozwalaja
one wydedukowac te ‘dane zmystowe’”*’. Mamy zatem do czy-

36 Kiedy badamy zasady matematyki [...] mamy tendencj¢ do wiary
w przestanki, poniewaz widzimy, ze ich konsekwencje sa prawdziwe,
zamiast wierzy¢ we wnioski, poniewaz przestanki sa prawdziwe. Jed-
nak wyprowadzanie przestanek z wnioskow jest istota indukcji, a zatem
metoda badan zasad matematyki jest metoda indukcyjna, zasadniczo
identyczna z metoda odkrywania ogdlnych praw w dowolnej nauce™;
B.A.W. Russell, Essays in Analysis, (red.) D. Lackey, George Allen &
Unwin, London 1973, s. 273-274 (cytowanie za P. Mancosu, Mathema-
tical explanation..., dz. cyt.). ,,Gdy czysta matematyka jest zorganizo-
wana jako system dedukcyjny [...] staje si¢ oczywiste, Ze nie wierzymy
w prawdy czystej matematyki tylko dlatego, ze wierzymy w prawdzi-
wos¢ przestanek. Niektore z przestanek sa mniej oczywiste niz ich kon-
sekwencje i wierzymy w nie gtéwnie ze wzgledu na ich konsekwencje.
Tak jest zawsze, kiedy nauka jest przedstawiona jako system dedukcyj-
ny. [...] Nasze racje dla wierzenia w logike i czysta matematyke sa, po
czegscel, indukeyjne”; B.A.W. Russell, Logical Atomism, [w:] Contempo-
rary British Philosophy, (red.) J. M. Muirhead, George Allen & Unwin,
London 1924, przedrukowane [w:] Logic and Knowledge, (red.) R.C.
Marsh, London, George Allen & Unwin, s. 325-326 (cytowane za
P. Mancosu, Mathematical explanation..., dz. cyt.).

37 K. Godel, Russell’s Mathematical Logic, [w:] The philosophy of
Bertrand Russell. Library of Living philosophers, vol. 5, (red.) P.A.
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nienia z zasada o charakterze heurystycznym: uzasadnieniem
(i swoistym wyjasnieniem) dla danego aksjomatu jest to, ze po-

siada on owocne konsekwencje.

3. Uwagi koncowe

Moim zdaniem analizy dotyczace pojgcia wyjasniania w ma-
tematyce beda znacznie bardziej owocne, jesli zostana oparte
o ,tresciowa” koncepcje dowodu. Samo istnienie dowodu nie
stanowi bowiem jeszcze wyjasnienia — i tym bardziej takiego
wyjasnienia nie stanowi istnienie dowodu formalnego. Z punktu
widzenia praktyki matematycznej, znacznie wazniejsza jest ana-
liza pojg¢¢ matematycznych. Zarazem dobre ujgcie problematyki
wyjasnienia jest trudne, poniewaz kategorie znane z nauk empi-
rycznych nie moga by¢ tu zastosowane wprost — za$ kategoria
wyjasnienia ma charakter po czgsci psychologiczny. Mimo tych
trudnosci (a moze wiasnie dlatego), problem wyja$niania w ma-
tematyce — w szczegdlnosci problem eksplanacyjnej roli dowo-
dow matematycznych —uwazam za jeden z kluczowych proble-

moéw przy poszukiwaniu istoty matematyki.

Schlipp, Open Court Publishing Company, La Salle, I1l. 1944. Polskie
thumaczenie [w:] Wspdlczesna filozofia matematyki. Wybor tekstow,
(red.) R. Murawski, Wydawnictwa Naukowe PWN, Warszawa 2002,
s. 81.

3% Podobne mysli znajdziemy u Lakatosa, na co zwraca uwage Manco-
su (por. tez K. Wojtowicz, O pojeciu dowodu w matematyce, dz. cyt.).
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