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Abstract
This paper presents Wactaw Sierpinski — the first advocate of the
axiom of choice. We focus on the philosophical and mathemati-
cal topics related to the axiom of choice which were considered
by Sierpinski. We analyze some of his papers to show how his re-
sults effected the debate over Zermelo’s axiom. Sierpinski’s im-
pact on this discussion is of particular importance since he was
the first who tried to explore consequences of the axiom of choice
thoroughly and asserted its undoubted significance to mathemat-

ics as a whole.
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Pierwszy ,adwokat” aksjomatu wyboru

1904 roku Ernst Zermelo, dowodzac twierdzenia o do-
brym uporzadkowaniu, sformutowat pewnik wyboru'.
Nie ulega watpliwosci, ze jest to jeden z najgoregcej dyskuto-
wanych aksjomatow w catej historii matematyki. Rozwazany
zarowno przez filozofow, jak i matematykow, stat si¢ central-
nym zagadnieniem filozofii matematyki XX wieku. Sama tylko
debata nad waznoscia dowodu Zermela trwata do 1908 roku
1 rozgrywata si¢ na arenie takich krajow, jak Anglia, Niemcy,
Francja, Holandia, Wegry i Stany Zjednoczone. W 1908 roku
autor aksjomatu wyboru, chcac zamknaé dyskusje nad swoim
postulatem, jako pierwszy zaksjomatyzowatl teori¢ mnogosci,
umieszczajac posrod siedmiu aksjomatéw pewnik wyboru. Za-
bieg Zermela nie przynidst jednakze oczekiwanych rezulta-
tow 1 nie tylko nie obronit AC, lecz sprowokowat krytyke calej
aksjomatyki, szczegolnie zas, obok aksjomatu wyboru, tak-
ze aksjomatu oddzielania.
Rozpoczat si¢ wtedy kolejny okres debaty wokot pewnika
wyboru (do 1918 roku), jednakze dyskusja ta miata odmienny
charakter. Zwrdcono bowiem uwage na mozliwos$¢ zastoso-

wania aksjomatu Zermela w réznych dziedzinach matematy-

! Niech 7#@ oraz {Xj}, _, bedzie rodzing zbioréw niepustych, wowczas
istnieje odwzorowanie 7: J — U Xj takie, ze 7(j) € Xj dla kazdego j € J.
W niniejszej pracy uZywam}jIEjzamiennie okreslen: aksjomat wyboru,
postulat wyboru, pewnik wyboru, pewnik Zermela, aksjomat Zermela
oraz skrotu AC.
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ki%. Pomimo stopniowego odkrywania niezaprzeczalnej i waz-
kiej roli AC w calej matematyce, jeszcze w 1918 roku spora
czes$¢ matematykow odnosita sig raczej sceptycznie do pewnika
wyboru. W swojej monografii Gregory H. Moore podaje kilka
przyczyn takiego stanu rzeczy’. Jedna z nich byt wedtug niego
brak adwokata dla aksjomatu wyboru: kogos, kto podjatby si¢
rzetelnego 1 systematycznego badania przede wszystkim kon-
sekwencji przyjecia aksjomatu wyboru oraz podkreslania istot-
nej roli AC w matematyce. Oczywiscie, pierwszym obronca
byl Zermelo, jednakze jego dziatalno$¢ miata odmienny cha-
rakter (przede wszystkim podkreslany byt absolutny i obiek-
tywny charakter postulatu) i dotyczyta tylko pierwszego okresu
debaty wokot pewnika wyboru. Moore podkresla, ze po 1908
roku zasadniczo w ogole nie pojawiaty si¢ publikacje podejmu-
jace temat konsekwencji przyjecia aksjomatu wyboru w mate-
matyce lub pojawialy si¢ akcydentalnie. Wérdéd matematykow,
ktoérzy mogliby mie¢ co$ istotnego do powiedzenia w powyz-
szej kwestii, wymienia on Georga Hamela, Friedricha Hartogsa
i Bertranda Russella. Pierwsi dwaj opublikowali niestety bar-
dzo niewiele prac na temat zastosowan AC w roznych dziedzi-
nach matematyki. Ostatni mogl nawet by¢ idealnym kandyda-

tem na adwokata pewnika Zermela: sam przeciez (réwnolegle

2 Nalezy w tym miejscu podkresli¢ zastugi takich matematykow jak
Michele Cipolla, Friedrich Hartogs, Ernst Steinitz, ktorzy badali ak-
sjomat wyboru odpowiednio w analizie, teorii liczb kardynalnych
i algebrze.

3 G.H. Moore, Zermelo's Axiom of Choice: Its Origins, Development
and Influence, New York 1982.
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do Zermelo) sformulowat aksjomatu multiplikatywny réwno-
wazny aksjomatowi wyboru. Ponadto Russell intensywnie badat
zastosowania aksjomatu wyboru i zdawat sobie sprawe z jego
wagi. W swoich rozwazaniach pozostat on jednak ambiwalentny
w stosunku do AC, zachgcajac matematykow do duzej rezerwy
wzgledem pewnika wyboru. Zwracal szczego6lng uwage na zbyt
duza og6lnos¢ postulatu Zermela, ktora mogta doprowadzi¢ do
zatracenia prawdziwego sensu AC.

Sytuacja zmienita si¢ diametralnie w 1916 roku, gdy na
areng batalii o aksjomat Zermela wkroczyt wybitny polski mate-
matyk, Wactaw Sierpinski. Jego dociekania nad aksjomatem wy-
boru rozpoczely sig od lektury wyktadéw Russella z 1911 roku
dotyczacych AC. Sierpinski rozszerzyt badania brytyjskiego
logika o odkrycia wcze$niejszych (jeszcze sprzed 1904 roku)
nieuswiadomionych uzy¢ pewnika Zermela. Na samym po-
czatku skupit si¢ on przede wszystkim na samej idei pewnika
wyboru oraz zastosowaniach aksjomatu przeliczalnego wyboru*
w analizie. Istotna czg$¢ jego dokonan w kwestii AC zostata

zawarta w pracach z 1916 1 1918 roku’ oraz w kolejnych ar-

4 Aksjomat przeliczalnego wyboru to ostabiona wersja aksjomatu
wyboru. W tym szczegdlnym przypadku zaktadamy, ze zbior indek-
sow J jest przeliczalny.

5 W. Sierpinski, Sur le réle de ['axiome de M. Zermelo dans
[’analyse moderne, ,,Comptes Rendus Hebdomadaires des Séances
de I’Académie des Sciences” 1916, 63, s. 688—691; W. Sierpinski,
L’axiome de M. Zermelo et son réle dans la théorie des ensembles
et I'analyse, ,,Bulletin International de 1’Académie des Sciences de
Cracovie. Classe des Sciences Mathématiques et Naturelles, Série A”
1918, s. 97-152.
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tykutach w ,,Fundamenta Mathematicae”. Szerokie podsumo-
wanie swoich rozwazan dotyczacych AC przedstawit Sierpin-
ski w ksiazce Zarys teorii mnogosci®.

Sierpinski zajmowat si¢ aksjomatem wyboru przez niemal
30 lat. Idac za Moore’em, podkreslmy, na czym polegata obrona
AC przez polskiego matematyka. Przede wszystkim Sierpinski
nie patrzyt na aksjomat wyboru tak jak Zermelo. Nie mozna tez
nazwac jego dzialalnos$ci aktywna obrona. Poza tym nie trakto-
wat pewnika wyboru w kategoriach prawdy czy fatszu. Mozna
powiedziec, ze jego stosunek do aksjomatu Zermela byt raczej
obojetny. Zdawat sobie sprawe, ze wielu matematykow jest
przeciwnych przyjmowaniu tego aksjomatu, co wigcej, uwazat
ich stanowisko za w pelni uzasadnione pod warunkiem, ze mieli
oni $wiadomos$¢ wagi AC w matematyce. W swoich pracach
Sierpinski dobitnie podkreslal, jak bardzo aksjomat wyboru
jest wpisany nie tylko w teori¢ mnogosci, lecz takze w analizg.
Zwracal uwagg, ze w przypadku wielu twierdzen pewnik wy-
boru jest po prostu nieodzowny. Rownoczesnie badat doktadnie
zaleznos$ci migdzy roznymi wersjami aksjomatu Zermela a po-
szczegblnymi twierdzeniami. Sierpinski uwazat, ze kluczowa
dla matematykéw winna by¢ §wiadomosé, w ktorym miejscu
i jak stosujemy AC — czy jest on nieunikniony, czy mozna go
oming¢. Swoim nastgpcom pozostawit zadanie kontynuowania
rozpoczetego dziela — zbadania w podobny sposob catej mate-

matyki.

¢ W. Sierpinski, Zarys teorii mnogosci, cz. I, Warszawa 1928.
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W niniejszej pracy chcemy wglgbi¢ si¢ przede wszyst-
kim w filozoficzno-matematyczne zagadnienia poruszone
przez Sierpinskiego, ktore wydaja sig rzucaé ciekawe $wia-
tlo na aksjomat wyboru. Analizujac poszczegdlne jego prace,
zastanowimy sig, co wniosly one do debaty wokoét aksjomatu
Zermela.

Jak rozumiec¢ aksjomat wyboru?

Sierpinski, wprowadzajac nas w Zarysie teorii mnogosci w 1oz-
wazania woko6t aksjomatu wyboru, okresla go jako pewnik,
ktory wywotat sporo dyskusji wéréd matematykow, a nastgpnie
podaje go w nastgpujacej postaci:

Dla kazdej mnogosci’ M, ktorej elementami sa zbiory Z, niepuste
oraz nieposiadajace elementow wspolnych, istnieje co najmnie;j
jedna mnogo$¢ N, zawierajaca po jednym i tylko jednym elemen-

cie z kazdego ze zbiorow Z® nalezacych do M°.

7 Zgodnie ze wspolczesna nomenklatura, zamiast okreslenia mnogosc
bedziemy uzywac terminu klasa.

8 Zbior N nazywamy zbiorem wybierajacym.

? Jest to sformutowanie zaproponowane przez Zermela w 1906 roku
i nazywane dzi$§ aksjomatem Zermela. Niemiecki matematyk w 1904
roku podat nast¢pujaca forme aksjomatu wyboru: Przez M oznaczmy
rodzing wszystkich niepustych podzbioréw M zbioru M. Z kazdym
elementem M’ € M mozemy zwiaza¢ pewien element m’, ktory nalezy
do M’ 1moze by¢ nazwany wyroznionym elementem M. Uzyskujemy
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Polski matematyk zwraca duza uwagg na fakt, ze kluczo-
wym zagadnieniem w rozwazaniach wokot pewnika wyboru jest
zrozumienie jego istoty. Przeanalizujmy jego sposob patrzenia
na sam wybor i na idee aksjomatu. Zgodnie z przepisem Sier-
pinskiego nalezy najpierw rozwazy¢ najprostszy przypadek tego
aksjomatu. Zalézmy zatem, ze M jest jednoelementowy, czyli
sktada si¢ z jednego zbioru Z. Aksjomat wyboru w tym przy-
padku orzeka, Ze o ile Z jest niepusty, to istnieje element nale-
zacy do tego zbioru. Oczywiscie wypowiadajac zdanie ,,zbidr
Z jest niepusty”, wiemy, ze istnieje jaki$ element nalezacy do
tego zbioru. Sierpinski zwraca uwagg na samo okres$lenie isz-
nieje. Pewnik wyboru nie wybiera, nie wskazuje elementu w do-
wolnym niepustym zbiorze, orzeka tylko (albo az) jego istnie-
nie. Wlasnie w zagadnieniu istnienia upatruje Sierpinski glowne
zrodto sporu wokot pewnika wyboru. Zatem odwieczny pro-
blem, fundamentalne pytanie filozofii matematyki — co znaczy,
ze jaki$ obiekt istnieje? — zostalo na nowo postawione wilasnie
w kontekscie rozwazan wokot aksjomatu wyboru. W tej filozo-
ficznej kwestii trudno zada¢ jakichkolwiek rozstrzygnigé. Sier-

pinski, idac za Zygmuntem Janiszewskim, rozwaza podzial na

w ten sposob ,,pokrycie” rodziny M elementami zbioru M i zbidr ta-
kich pokry¢ jest niepusty. Innymi stowy, Zermelo postulowat istnie-
nie funkcji y: M — M takiej, ze y(M’) € M’ dla dowolnego M’ € M.
Powyzsze zdanie to pierwsze sformutowanie aksjomatu wyboru i tak
najczesciej formutuje si¢ go wspotczesnie, nazywajac funkeje y funk-
cja wyboru. Z kolei stwierdzenie o istnieniu ,,pokrycia sam Zermelo
nazwat postulatem wyboru. Dla uporzadkowania, dzi§ mowi si¢ ra-
czej o pewniku wyboru i podaje si¢ go w postaci z przypisu 1.
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idealistyczny i empirystyczny'® punkt widzenia w sporze o uni-
wersalia. Dla idealistow istnie¢ to znaczy istnie¢. Nie ma po-
trzeby precyzowania i thumaczenia tego pojecia, gdyz jest ono
najprostsze i nieredukowalne. Mozemy w tym miejscu dodaé,
zgodnie z przyjmowanym w matematyce platonskim stanowi-
skiem, zZe istnie¢ to by¢ niesprzecznym. Innymi stowy, warun-
kiem koniecznym i wystarczajacym na to, aby jaki$ obiekt ma-
tematyczny istnial, jest jego niesprzeczno$¢. Fakt istnienia jest
wigc niezalezny od podmiotu i jego dziatalnosci.

Z kolei wedtug realistow (empirystow) istnieje tylko to, co
cztowiek potrafi zdefiniowac. Niesprzecznos$¢ przestaje by¢ wa-
runkiem wystarczajacym istnienia. Aby w ogdle moc zajmo-
wa¢ si¢ jakimkolwiek obiektem (odp. klasa), musimy umiec
poda¢ metode jego konstrukcji (odp. metodeg konstrukeji przed-
miotéw nalezacych do rozwazanej klasy). Nie ma wigc zad-

nego sensu zajmowac si¢ indywiduami, co do ktérych wiemy,

10 Terminologia: empiryczny i realistyczny pochodzi od Zygmun-
ta Janiszewskiego (zob. O realizmie i idealizmie w matematyce,
,Przeglad Filozoficzny” 1916, t. 19). Z wprowadzonych tutaj okre-
slen wynika, ze mozemy utozsamia¢ idealizm z platonizmem (reali-
zmem), a empiryzm (realizm) z konstruktywizmem. Przed Janiszew-
skim Henri Lebesgue dzielit matematykoéw na takie wlasnie dwie
grupy. W obozie idealistow umiescit Lebesgue przede wszystkim
Jacques’a Hadamarda, z kolei posrod empirystow wymieniat sie-
bie, Emile’a Borela i René-Louisa Baire’a. Juz Lebesgue zwracal
uwage na fakt, ze przeprowadzony przez Zermala dowdd zasady
dobrego uporzadkowania zbiorow wznowit spor migdzy idealistami
a empirystami (zob. A propos de quelques travaux mathématiques
récents, ,,’Enseignement Mathématique” 1971, 17 (2), s. 1-48).
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iz nie da si¢ ich w pelni zdefiniowaé. Pojgcie istnienia zostaje
w pewien sposob zredukowane do pojecia definicji. Co wig-
cej, istnienie staje si¢ zalezne od podmiotu. Obiekty matematyki
pozostaja niczym wigcej jak tylko wynikiem tworczej dziatalno-
sci ludzkiego umystu. Sama za§ matematyka staje sig¢ zbiorem
twierdzen traktujacych wyltacznie o przedmiotach, ktore mozna
kazde z osobna zdefiniowac. Jezeli rozwazania te odniesiemy
do aksjomatu wyboru, mamy dwie zupelnie réozne odpowiedzi
na pytanie o istnienie zbioru wybierajacego N. Idealista odpo-
wie zatem, ze zbior N jest dobrze okreslony; istnieje, je§li mamy
kryterium nalezenia do N. Realista zazada, by dana byta efek-
tywna konstrukcja zbioru N.

Dla dalszych rozwazan istotne jest, wedlug Sierpinskiego,
ustalenie, jak w praktyce matematyka wyglada dowod istnie-
nia jakiego$ zbioru (czyli de facto jego niepustosci). Najcze-
$ciej okresla sig jaki$ obiekt x, o ktorym nastepnie udowadnia
sig, ze nalezy do danego zbioru. Generalnie mozemy pokazac
istnienie zbioru jako wniosek z przyjetych aksjomatow i zna-
nych wczeéniej twierdzen. Inny sposdb dowodzenia to kla-
syczny dowod nie wprost — czyli przyjmujemy, ze dany zbior
jest pusty i doprowadzamy do sprzecznosci. Jednakze okazuje
si¢, ze przeprowadzone w taki sposob dowody czg¢sto nie daja
mozliwo$ci wskazania cho¢by jednego elementu rozwazanego
zbioru. Dla empirysty taki dowdd nie ma zadnej wartosci. We-
dtug Sierpinskiego, jesli jestesmy w stanie pokazaé (wprost lub
nie wprost), ze okreslony element nalezy do pewnego zbioru,

spetnia dana wlasnos$¢, to oznacza to, ze potrafimy w sposob
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efektywny'' udowodni¢ niepustos$¢ tego zbioru. Nie ma juz po-
trzeby dodatkowo definiowa¢ jakiego$ elementu.

Mamy wigc jasno sprecyzowane, co dla Sierpinskiego
oznacza efektywny dowdd, co znaczy poda¢ w sposob efek-
tywny przyktad jakiego$ obiektu. Miejmy to na uwadze, pro-
wadzac dalsze rozwazania. Jest to zalozenie, ktore Sierpinski
przyjmuje po analizie codziennej pracy matematyka. W pewien
sposob odcina si¢ od prowadzonych niejako z zewnatrz filozo-
ficznych dysput nad dowodzeniem istnienia jakiego$ obiektu.
Praktyka matematyczna staje si¢ dla Sierpinskiego podstawo-
wym zrodlem rozstrzygnig¢ metodologicznych. Co wigcej,
kieruje on swoja uwage na swego rodzaju sprzezenie zachodzace
migdzy wyborem, jaka matematyke uprawiamy (z AC czy bez),
a przyjgciem okreslonej filozofii matematyki. Podkresla bowiem,
ze jesli przyjmuje si¢ aksjomat wyboru, to nalezy opowiedziec¢
si¢ za stanowiskiem idealistycznym w sporze o istnienie bytow
matematycznych. Sierpinski pisze takze, powotujac si¢ na Ja-
niszewskiego, ze empirysci wcale nie zaprzeczajq aksjomatowi
Zermela. Sktaniaja sig raczej ku stwierdzeniu, ze dla nich AC po
prostu jest calkowicie niezrozumiaty, nie posiada ani tresci, ani
sensu. Sierpinski przyczyng takich niejasnosci upatruje w ,,nie-
szczesliwym” okresleniu wybor. Uwaza, ze przyjmujac pewnik

wyboru wcale nie orzekamy mozliwosci wybierania elementu

" Okreslenie efektywny dowdd odnajdujemy w rozwazanym tutaj
konteks$cie w licznych pracach Sierpinskiego. Nie podnosimy kwestii,
jak dowdd efektywny ma si¢ do dowodu konstruktywnego oraz do
bardziej wspoltczesnych okreslen — efektywnej obliczalnosci itp.
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z kazdego zbioru z klasy M. Stwierdzamy raczej istnienie pew-
nej mnogosci spetiajacej dana wiasnos¢. Dla Sierpinskiego
pewnik wyboru to ,,pewnik istnienia”'?. Wprowadzenie takiego
okreslenia w konteks$cie powyzszych rozwazan jest w pelni uza-
sadnione. Uswiadamia nam ono prawdziwa natur¢ aksjomatu
wyboru i przenosi pytanie o istot¢ AC na grunt rozstrzygnig¢ fi-
lozoficznych w kwestii istnienia bytow matematycznych.

Na razie rozwazylismy tylko przypadek, w ktorym zbior
M jest jednoelementowy. Rozszerzajac nasze badania na klase
skonczona, nie napotkamy nowych watpliwosci. Kolejne pro-
blemy pojawiaja sig, jak zauwaza Sierpinski, gdy M bedzie
nieskonczony. Przyjmijmy najpierw, ze M sktada si¢ ze zbiorow:

ZI’ Z29 Z37 Z49~ ..

Pewnik Zermela orzeka po prostu, ze mozna podaé
prawo, wedlug ktérego kazdemu ze zbioréw Z, lub rowno-
waznie kazdej liczbie naturalnej n przyporzadkowuje element
D, Nalezacy do zbioru Z,. Innymi stowy, dla dowolnego ciagu
niepustych, roztacznych zbiorow (Z,), < y istnieje ciag elemen-
tow (p.). e n» Spetniajacy wiasnos¢: dla kazdej liczby natural-
nej n, p, jest elementem zbioru Z,. Jednakze odmienng kwe-
stig jest fakt realizacji, czyli efektywnego podania tego ciagu.
W tym miejscu zauwazamy poczynione przez Sierpinskiego

rozroéznienie migdzy zagadnieniem wyboru, czyli faktyczna

12°W. Sierpinski, Zarys teorii mnogosci, op. cit., s. 108.
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realizacja pewnika wyboru, a tym o co de facto pewnik wyboru
postuluje — samym tylko istnieniem. Aby unaoczni¢ t¢ r6znicg,
rozwazmy jeden z przyktadéw podanych przez Sierpinskiego.

Rozpatrzmy zbidr wszystkich liczb rzeczywistych i po-
dzielmy go na zbiory w nastgpujacy sposob: dwie liczby na-
leza do tego samego zbioru, jesli ich rdznica jest wymierna;
w przeciwnym przypadku naleza do réznych zbioréw. Dosta-
jemy w ten sposob klasg zbiorow roztacznych i niepustych,
przeliczalnych. Dla tej klasy na mocy pewnika wyboru istnieje
zbior, ktory ma doktadnie jeden element wspodlny z kazdym
ze zbioréw rozwazanej klasy. Jednakze nie potrafimy takiego
zbioru doktadnie wyznaczy¢: nie potrafimy wybrac po jednym
elemencie z kazdego ze zbiorow. Aksjomat wyboru gwarantuje
nam tylko istnienie zbioru spetniajacego okre§lona wtasnosc,
ale nie zapewnia efektywnej jego definicji — nie gwarantuje
przepisu wyboru.

Przy okazji powyzszego przyktadu, oprocz kwestii wyboru,
narzuca si¢ nastepny problem — co si¢ dzieje, gdy zbioréw w kla-
sie M jest nieprzeliczalnie wiele. Sierpinski nie czyni w tym
miejscu zadnych rozstrzygnig¢, sygnalizuje jedynie kolejny
aspekt do rozwazenia i przytacza rdzne stanowiska odnoszace
si¢ do powyzszej kwestii. Oddaja one podziat w kierunkach em-
pirystycznych (konstruktywistycznych): na matematykow, kto-
rzy jesli sktaniaja si¢ ku zaakceptowaniu aksjomatu wyboru,
to tylko w wersji dla klasy przeliczalnej, oraz na tych, ktorzy
odrzucaja kazda posta¢ aksjomatu wyboru (poza przypadkiem
skonczonym), negujac tym samym jakakolwiek forme nieskon-
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czonosci. Jest to zapowiedz pozniejszej szerokiej dyskusji wo-
kot waznosei aksjomatu zaleznego wyboru'’. W $wietle po-
wyzszego wydaje si¢ istotne, aby zawsze mie¢ na uwadze, jaki
aksjomat wyboru stosujemy — to znaczy okres$la¢ po pierwsze
moc rozwazanej klasy, a po drugie moc zbiorow z tej klasy.

Sierpinski podkresla, ze niezaleznie od tego, czy jestesmy
osobiscie sktonni przyja¢ pewnik Zermelo, czy tez nie, nieza-
leznie od tego, ile watpliwos$ci i problemow (przede wszystkim
natury filozoficznej, cho¢ nie tylko) nastrecza aksjomat wyboru,
musimy liczy¢ si¢ z jego rola w teorii mnogosci i analizie. Do-
datkowo, skoro takze matematycy kwestionowali wazno$¢ ak-
sjomatu Zermela, tym bardziej nalezy podja¢ zagadnienie roz-
roéznienia twierdzen, w ktorych jest on nieodzowny, od tych,
w ktorych mozna go uniknac.

Rzetelne badanie, nie tylko teorii mnogosci, lecz takze in-
nych dziedzin matematyki, pod katem zaleznosci poszczegol-
nych wynikéw od aksjomatu wyboru bylo dla Sierpinskiego
glownym zadaniem. Zdawat sobie sprawg z kontrowersji, jakie

wywotat aksjomat wyboru, i §ledzit zywa dyskusje, ktora toczylta

13- Aksjomat zaleznego wyboru zostal sformutowany w 1942 roku
przez Paula Bernaysa. Podaje si¢ go najcze$ciej w nastepujacej pos-
taci: Dla dowolnej pary (X, r), gdzie X jest niepustym zbiorem, a rela-
cja r spetnia warunek: dla dowolnego x € X istnieje y € X, taki, ze xry,
woweczas istnieje ciag {x,,}, ¢ NCX taki, ze x,,7 x,, ;. Jest to aksjomat,
ktéry ma wigksza moc dowodowa niz aksjomat przeliczalnego wybo-
ru i odgrywa istotna rol¢ w matematyce. Ponadto w pewien sposob
jest on bardziej akceptowalny, przynajmniej przez niektorych mate-
matykow reprezentujacych nurt konstruktywistyczny.
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si¢ wokot ,,problematycznego” postulatu. Podkreslat, ze oczywi-
$cie wolno nam przyjaé aksjomat wyboru, przyjac jego zaprze-
czenie lub po prostu go odrzuci¢', jednakze zawsze nalezy mie¢

swiadomos¢ trzech nastepujacych, bardzo istotnych faktow:

1) wiele szczegdlnych przypadkéw aksjomatu wyboru jest praw-
dziwych;

2) z pewnika wyboru wynika wiele wnioskow nieprowadzacych
do sprzeczno$ci w matematyce;

3) aksjomat Zermela nie tylko istotnie upraszcza wiele fragmentow
teorii mnogosci i analizy, ale jest takze nieodzownym narzg¢dziem

do udowodnienia wielu bardzo waznych twierdzen tych nauk'.

Dlatego tez tak istotne jest badanie twierdzen opierajacych
si¢ na pewniku wyboru i ich dowodow, wychwytujac te dowody,
ktore istotnie zaleza od aksjomatu Zermela. Nastgpnie nalezy
takze zwroci¢ szczegdlng uwage na okreslenie, jaka postac pew-
nika wyboru jest konieczna (minimalna), aby uzasadni¢ rozwa-
zane twierdzenie. Po trzecie, wedlug Sierpinskiego, winno si¢

rowniez zbada¢, jaka wersja aksjomatu wyboru wynika z da-

4 Nalezy mie¢ swiadomos¢, ze przyjecie zaprzeczenia AC nie jest
rownowazne z jego odrzuceniem.

15°'W. Sierpinski, L axiome de M. Zermelo..., op. cit., s. 97-98. Oczy-
wiscie aksjomat wyboru jest istotny dla uprawiania nie tylko dwdch
wymienionych tutaj gatezi matematyki, ale takze migdzy innymi dla
topologii, algebry, analizy funkcjonalnej. Ponadto nalezy pamigtac, ze
wlasnie polscy matematycy mieli duzy udziat w badaniu roli pewnika
Zermela w matematyce, szczegdlnie w topologii.
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nego twierdzenia. Innymi stowy, aby uzyska¢ pelny obraz roli
AC w danym obszarze matematyki, nalezy przeprowadzi¢ wy-

Zej opisana procedure.

Rola aksjomatu wyboru w teorii mnogosci,
arytmetyce liczb kardynalnych oraz analizie

Zgodnie z opisanym wyzej paradygmatem badan Sierpinski bar-
dzo doktadnie zajat si¢ przede wszystkim analiza i teoria mno-
gosci wraz z arytmetyka liczb kardynalnych. Bedziemy chcieli
przyjrze¢ si¢ jego wynikom i zrozumieé, jak w konkretnych
przypadkach pracuje AC. Dokonamy skroconego przegladu
(wedtug poszczegdlnych dziedzin matematyki) dokonan Sier-
pinskiego, opierajac si¢ w gtdéwnej mierze na jego pracach opu-
blikowanych w latach 1920-1950 w ,,Fundamenta Mathemati-

cae”!® oraz w innych czasopismach naukowych'”.

16 'W. Sierpinski, Une démonstration du théoréme sur la structure des
ensembles de points, ,,Fundamenta Mathematicae” 1920, 1, s. 1-6;
W. Sierpinski, Sur un probleme de M. Lebesgue, ,,Fundamenta Ma-
thematicae” 1920, s. 152—158; W. Sierpinski, Les exemples effectifs
et I'axiome du choix, ,,Fundamenta Mathematicae” 1921, 2, s. 112—
118; W. Sierpinski, Sur [’égalité 2m = 2n pour les nombres cardi-
naux, ,,Fundamenta Mathematicae” 1922, 3, s. 1-6; W. Sierpinski,
L’hypothese généralisée du continu et I’axiome du choix, ,,Fundamen-
ta Mathematicae” 1947, 34, s. 1-5.

'7"W. Sierpinski, Sur le réle de ’axiome de M. Zermelo..., op. cit.;
W. Sierpinski, L axiome de M. Zermelo..., op. cit.; W. Sierpinski, Za-
rys teorii..., op. cit.; W. Sierpinski, Hypothése du continu, ,,Monogra-
fie Matematyczne”, t. 4, Warszawa 1934.
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Pierwszy etap rozwazan Sierpinskiego to przede wszyst-
kim odréznienie dowodow, w ktorych aksjomat wyboru zostat
uzyty w sposob nieunikniony, od tych, w ktérych jest po pro-
stu uproszczeniem rozumowania i mozna go omina¢. Pod ta-
kim wlasnie katem rozwaza i poprawia rdzne prace, migdzy in-
nymi tworcy teorii mnogosci Georga Cantora. Porusza przede
wszystkim kwestie analizy, a doktadniej pewnego rodzaju roz-
ktadoéw przestrzeni euklidesowych n-wymiarowych'®. Powyz-
sze rozwazania sa szczegodlnie istotne w kontekscie petnienia
przez Sierpinskiego funkcji adwokata aksjomatu wyboru. Rze-
telne oddzielenie fragmentéw matematyki istotnie zaleznych
od aksjomatu wyboru od tych, w ktorych AC jest tylko wygod-
nym, jednakze nie nieodzownym narz¢dziem, pozwolito obro-
ni¢ aksjomat Zermela przed jednym z elementow jego krytyki
— zarzutem nieprzemyslanego i pochopnego powolywania si¢
na pewnik wyboru. Z drugiej strony badania te pozwolily na
odkrycie kolejnych nie§wiadomych uzy¢ aksjomatu wyboru
przez wielu matematykow, takze przez jego pozniejszych prze-
ciwnikoéw. Dzigki prowadzonym w ten sposob rozwazaniom
mozna budowac ,,mapy”, ktore pokazuja, gdzie korzysta si¢
z aksjomatu wyboru (i z jakiej jego postaci), przedstawia-

jac tym samym relacje migdzy réznymi modelami matema-

18 Sierpinski rozwaza w tym miejscu rozne wersje twierdzenia Can-
tora-Bendixsona. Celowo nie przytaczamy doktadnie tre$ci rozwaza-
nych prac Sierpinskiego, maja one bowiem czysto matematyczny cha-
rakter i ich zrozumienie wymaga zaawansowanej znajomosci teorii
mnogosci i analizy.
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tyki, wyznaczanymi wlasnie przez przyjecie okreslonej for-
my AC.

W 1916 roku Sierpinski, rownolegle z Michele Cipolla,
udowadnia, ze przyjmowana dotychczas za niezalezna od aksjo-
matu wyboru rownowazno$¢ migdzy ciagloscia i ciagowa cig-
gloscia funkcji w punkcie istotnie zalezy od AC (a doktadnie;j:
od aksjomatu przeliczalnego wyboru). Istotnym etapem prowa-
dzonych na gruncie analizy badan bylo wykazanie, ze podsta-
wowa wlasno$¢ miary Lebesgue’a — przeliczalna addytywnose,
wymaga przyjecia aksjomatu przeliczalnego wyboru. Okazato
sig zatem, ze u podstaw tworzonej przez Lebesgue’a teorii miary
lezy odrzucany i ostro przez niego krytykowany pewnik wyboru.

Sierpinski w swoich pracach uporzadkowat takze wiele
zaleznosci migdzy aksjomatem wyboru a réznymi zagadnie-
niami teorii mnogosci. Zajmowat si¢ kwestiami roznych defi-
nicji skonczonosci i ich rownowaznosci ufundowanych na ak-
sjomacie wyboru. Badat twierdzenia dotyczace mocy zbiorow
nieskonczonych. Udowodnil, Ze bez odwotania si¢ do aksjomatu
wyboru mozna udowodni¢ nastgpujacy fakt:

Jesli zbior A jest niepoliczalny, zbior B jest przeliczalny
oraz A—B ma podzbior przeliczalny, wowczas zbior A—B ma takq
samq moc jak zbior A.

Zauwazyl takze, ze aksjomat wyboru odgrywa istotna (cho¢
nie zawsze widoczng) rolg w arytmetyce liczb kardynalnych.
Sierpinski badat rézne wtasnos$ci liczb kardynalnych oraz nie-
réwnosci migdzy nimi, ktére okazywaty si¢ rownowazne trycho-

tomii liczb kardynalnych, a zatem takze aksjomatowi wyboru.
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Odrebnego omowienia wymaga artykut pt. Les exemples ef-
fectifs et [’axiome du choix". Poruszymy tutaj kwestie pewnych
specyficznych zastosowan AC w teorii mnogo$ci. W pracy tej
Sierpinski rozwaza sygnalizowane juz przez nas wczesniej za-
gadnienia dowoddw istnienia obiektéw spetniajacych okreslona
wiasnos¢. Dobitnie podkresla, ze jesli mamy zdefiniowany pe-
wien jednostkowy obiekt 1 potrafimy udowodnic, iz posiada on
pewna wlasnos¢ P, wowczas mamy efektywny przyktad obiektu
speliajacego wlasnos$¢ P, mamy zatem efektywny dowod niepu-
sto$ci pewnego zbioru. Aby unaoczni¢ réznic¢ migdzy dowodami
efektywnymi i nieefektywnymi, przyjrzymy si¢ kwestii istnie-
nia liczb transcendentalnych (przestgpnych). Przypomnijmy, ze
liczby przestepne to liczby rzeczywiste (szerzej: zespolone), ktore
nie sg algebraiczne, czyli nie sa pierwiastkami zadnego réwnania
wielomianowego jednej zmiennej o wspotczynnikach wymier-
nych. Problem niepustosci zbioru liczb przestgpnych podejmo-
wat migdzy innymi Georg Cantor. Przeprowadzit on nastgpujacy
dowdd istnienia w przedziale (0,1) liczb transcendentalnych.

Niech A oznacza zbior wszystkich liczb algebraicznych
nalezacych do przedziatu (0,1). Na mocy zasady wytaczonego

srodka mozemy zapisac alternatywe:
vxe(oll)x € A \ ~(Vxe(0'1)x € A)

Korzystajac z prawa przeczenia kwantyfikatora ogdlnego,

otrzymujemy:

1 'W. Sierpinski, Les exemples effectifs..., op. cit.
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Vxe(oll)x E A V 3x€(0'1)~(x E A)

Jesli przyjmiemy pierwszy czton alternatywy, musimy
wowczas orzec, ze kazda liczba z przedziatu (0,1) jest alge-
braiczna. Pamigtajac, ze zbior liczb algebraicznych jest przeli-
czalny, otrzymujemy, ze przedzial (0,1) takze jest przeliczalny
— sprzeczno$¢. Prawdziwy musi by¢ zatem drugi czton alter-
natywy. W przedziale (0,1) powinny istnie¢ liczby, ktore nie
sa algebraiczne. Mamy klasyczny przyktad dowodu niepusto-
$ci zbioru liczb przestgpnych, ktory jest niekonstruktywny i nie-
efektywny. Jezeli akceptujemy klasyczng logike, to dowodowi
temu nie mozna nic zarzuci¢. Staje si¢ on jednakze bezwarto-
sciowy dla kogos, kto chce mie¢ ,,namacalny” przyktad liczby
transcendentalnej — procedurg jej konstrukceji.

Zupekie inny charakter maja wedtug Sierpinskiego efek-
tywne dowody istnienia liczb przestepnych. Dowody takie prze-
prowadzili migdzy innymi Charles Hermite (pokazat, ze liczba e
jest przestegpna), Ferdinand Lindemann (wykazal, ze liczba n
jest przestepna) oraz Joseph Liouville (udowodnit, ze wszystkie
liczby Liouville’a sa przestgpne). Dla przykladu przedstawimy
skrocony dowdd, ze liczby Liouville’a nie sa algebraiczne.

Przypomnijmy najpierw, ze liczba Liouville’a nazywamy
kazda liczbg rzeczywista x o tej wlasnosci, ze dla dowolnej
liczby naturalnej n istnieja liczby catkowite p i ¢ (¢ > 1) takie,
ze:

O<|x—£|<in.
al " q
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Niech x bedzie zatem pewna liczba Liouville’a. Najpierw
pokazemy, ze x jest niewymierna. Dla dowodu nie wprost za-
16zmy, Ze istnieje liczba catkowita a oraz liczba naturalna b, dla
ktorych x = Za . Ustalmy n € N takie, ze 2! > b. Wéwczas na
mocy definicji liczby Liouville’a istnieja liczby catkowite p i ¢
(g > 1) takie, ze 5;&5“

ap_

—_> >
~bq zn—lq “qn

bq bq

x——| =
q

‘ p aq pb|>1 1 1
b q

sprzecznos¢. Do whasciwego dowodu przestgpnosci liczby x po-
trzebujemy pewnej wlasnos$ci algebraicznych liczb niewymier-
nych, ktéra przyjmujemy bez dowodu:

Dla dowolnej niewymiernej liczby algebraicznej y stopnia n
istnieje taka stata A > 0, ze dla dowolnych a,b €Z, b > 0 praw-
dziwa jest nierownos¢ |y —% > bin.

Zat6zmy teraz dla wlasciwego dowodu nie wprost, Ze x jest
niewymierna liczba algebraiczng stopnia #n. Na mocy podanej
wyzej wlasnosci istnieje stata 4 taka, ze dla dowolnych liczb
catkowitych pi¢q, ¢ > 1 mamy

p| A
x—=>=
‘ q q"

Dla wskazanej statej A mozemy dobra¢ liczbg naturalng m

taka, ze
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Ponadto na mocy definicji liczby Liouville’a dla liczby na-
turalnej n + m istnieja liczby catkowite p i ¢, ¢ > 1, dla ktorych

1

qn+m'

0<‘x—2‘<
q

Laczac wprowadzone nierdéwnosci, otrzymujemy:

< x—B|
g

1 1 A
< —
n

P

sprzecznosc.

Wykazalismy zatem, ze kazda liczba Liouville’a jest liczba
transcendentalna. Podobnie nie wprost, cho¢ juz nie za pomoca
elementarnych metod, dowodzi sig, ze zarowno liczba e, jak
i liczba m sa przestgpne. Za kazdym razem mamy do czynienia
z wykazaniem, ze pewien konkretny, dobrze okreslony obiekt
spetnia dana wilasnos¢ — w tym wypadku bycia liczba trans-
cendentalna. Nie ma potrzeby podawania dodatkowo procedury
konstrukcji liczb przestgpnych; wiemy, ze takie istnieja i potra-
fimy doktadnie wskazac ich przyktady.

Okazuje sig, ze w wielu przypadkach uzywa si¢ aksjomatu
wyboru wlasnie w takich efektywnych dowodach istnienia pew-
nych obiektéw. Sierpinski podkresla, ze postepujemy w nich
wedtug nastgpujacego schematu:

1) definiujemy pewien konkretny obiekt, konstruujemy go
(bez odwotania si¢ do aksjomatu wyboru) lub rozwa-
zamy znany obiekt;

2) nastgpnie dowodzimy o tym obiekcie, powotujac sig¢ na

aksjomat wyboru, ze posiada on pozadana wlasnosc.
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Zajmiemy si¢ teraz jednym z licznych przyktadow efek-
tywnych dowodéw opierajacych si¢ na aksjomacie wyboru.
Rozwazmy w tym celu za Sierpinskim wszystkie zbiory do-
brze uporzadkowane, ktorych elementami sa liczby rzeczywi-
ste. Dzielimy je na klasy w nastgpujacy sposob: dwa zbiory 4
(z relacja dobrego porzadku r) i B (z relacja s) naleza do tej sa-
mej klasy wtedy i tylko wtedy, gdy sa podobne, tzn. istnieje bi-
jekcja taka, ze dla dowolnych x, y € 4:

xry = f(x)sf(y).

Niech E oznacza zbior wszystkich wydzielonych w ten spo-
sob klas. Zauwazamy, ze na tak powstaltym zbiorze mozna okre-
sli¢ relacje dobrego porzadku. Pada pytanie, jakiej mocy jest
dobrze uporzadkowany zbior E. Okazuje si¢ (bez odwotania do
aksjomatu wyboru), ze zbior E na pewno nie jest mocy mniej-
szej badz roéwnej niz kontinuum. SkonstruowaliSmy zatem zbior
dobrze uporzadkowany o mocy nie mniejszej i nie rownej kon-
tinuum. Jesli powolamy si¢ na aksjomat wyboru (a doktadniej:
na twierdzenie rownowazne — trychotomig liczb kardynalnych),
otrzymujemy istnienie (z podang metoda konstrukcji) zbioru do-
brze uporzadkowanego o mocy wigkszej niz kontinuum. Po-
dobnie mozna skonstruowac¢ bez odwotywania si¢ do aksjo-
matu wyboru zbioér dobrze uporzadkowany, ktérego moc nie
jest mniejsza niz kontinuum i zarazem nie jest wigksza niz kon-
tinuum. Aby orzec, ze jest to zbidr doktadnie mocy kontinuum,
musimy identyczne jak w poprzednim przypadku uzy¢ prawa

trychotomii liczb kardynalnych.
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Sierpinski zainteresowat si¢ takze aksjomatem wyboru
w kontekscie hipotezy kontinuum. W 1947 roku udowodnit,
ze uogolniona hipoteza kontinuum implikuje pewnik wyboru.
Warto nadmienié¢, iz problem kontinuum, podobnie jak AC, przez
wiele lat pozostawat przedmiotem jego gruntownych dociekan.

Znaczenie dokonan Sierpinskiego

Szerokie badania filozoficzne i matematyczne prowadzone wo-
kot aksjomatu wyboru przez Wactawa Sierpinskiego mialy
istotny wptyw na dzieje AC. Przede wszystkim zostaty usyste-
matyzowane kwestie filozoficzne i metodologiczne, jakie nie-
uchronnie trzeba podja¢, zajmujac si¢ aksjomatem wyboru.
Doglebnie zbadano istotg pewnika wyboru i jego tres¢. Mozna
takze powiedzie¢, ze dopiero Sierpinski wyznaczyl wlasciwy
kierunek i odpowiednig metodg badan matematycznych nad ak-
sjomatem Zermela. Rozpoczat systematyczne, rzetelne badania,
wolne od jakichkolwiek przemilczanych przedzatozen. Konse-
kwentnie realizowal swoj program przez prawie 20 lat na grun-
cie teorii mnogosci i analizy. Pozostawit takze wyzwanie do-
konczenia rozpoczetego dzieta nastgpnym pokoleniom. Jego
prace kontynuowata duza grupa polskich matematykow z Al-
fredem Tarskim na czele. Zaowocowato to pokazna liczba arty-
kutow opublikowanych migdzy innymi w czasopi$mie, ktorego
wspolzatozycielem byt takze Wactaw Sierpinski — ,,Fundamenta

Mathematicae”. Nie tylko to pismo, lecz takze prowadzone
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przez Sierpinskiego badania byly rozszerzeniem i realizacja pro-
gramu Zygmunta Janiszewskiego rozwoju matematyki w Polsce
po I wojnie §wiatowe;j.

Sierpinski podkreslat rowniez, ze pewnik Zermela ma war-
tos¢ heurystyczna — dzigki niemu odkrywamy prawdy, twierdze-
nia, konstruujemy ciekawe obiekty, ktore pdzniej powinnismy
probowaé¢ udowodni¢, unikajac aksjomatu wyboru. Mdowiac
o jakimkolwiek twierdzeniu, ktorego dowod w sposob nieunik-
niony opiera si¢ na AC, zawsze powinniSmy mie¢ $wiadomos¢,
ze de facto orzekamy, iz o ile prawdziwy jest aksjomat wyboru,
o tyle zachodzi dane twierdzenie.

Zapoczatkowane przez Sierpinskiego i kontynuowane
przez polskich matematykow badania nad aksjomatem wyboru
pozwolily na odkrycie nowych technik w matematyce, ktore
staly sig¢ uzytecznym narzgdziem w rozwiazywaniu réznych
probleméw matematycznych, logicznych i metamatematycz-
nych. Wptyngly istotnie na dzieje pewnika Zermela i dzieje ca-

lej dwudziestowiecznej matematyki.
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