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Abstract
In this paper I will focus on Frege’s six crucial claims on numbers.
I begin with indicating the reasons for his interest in this topic and
conclude with a reflection on the role of the history of mathematics
in the practice of philosophy. Frege believed that the study on num-
bers is a common task for both philosophers and mathematicians.

In this article, priority is given to the philosophical aspect.
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[...] gruntowne badania nad pojeciem liczby [Zahlbegriff]
musza jednak okaza¢ si¢ w pewnej mierze filozoficzne.

Zadanie to jest bowiem wspdlne matematyce i filozofii'.
Wstep

onad czterdziestoletni dorobek naukowy Gottloba Fregego

byl podporzadkowany poszukiwaniu odpowiedzi na filo-
zoficzno-matematyczno-logiczne pytanie ,,Czym jest liczba?”.
Powszechnie uwaza si¢, ze Frege opracowal jedna koncepcje
liczby, odwotujaca si¢ do rownolicznosci pojeé, w ktorej szcze-
gblne miejsce zajmuje operator ,,jest liczba”. Okres, w ktérym
pracowatl nad tym rozwiazaniem, jest traktowany jako szczytowy
w rozwoju mysli Fregego; wszystko, co byto przed tym — byto
okresem przygotowawczym, a wszystko, co potem — okresem
schylkowym. W tym tekscie skupig si¢ na wyrdznieniu szesciu
waznych, kluczowych wypowiedzi dotyczacych liczby. Mo6j ar-
tykut rozpoczng od informacji na temat powodow zainteresowa-
nia si¢ tym tematem przez Fregego, a zakonczg refleksja na temat
roli historii matematyki w uprawianiu filozofii. Frege uwazal, ze
badanie liczby jest zadaniem wspolnym filozofom i matematy-

kom. Tu pierwszoplanowo traktuj¢ aspekt filozoficzny.

' G. Frege, Die Grundlagen der Arithmetik. Eine logisch mathema-
tische Untersuchung tiber den Begriff der Zahl, Hamburg 1986, s. 6
(Podstawy arytmetyki. Logiczno-matematyczne badania nad pojeciem
liczby, [w:] F. Brentano, G. Frege, Ch. Thiel, Proby gramatyki filozo-
ficznej. Antologia, thum. 1 oprac. K. Rotter, Wroctaw 1997, s. 89).
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Geneza zainteresowania sie liczba jako liczba

Pytanie o liczbg byto pierwszym filozoficznym pytaniem Fre-
gego 1 okazato si¢ centralnym dla jego filozofii. Wszystko,
czego dokonal w filozofii, logice i semantyce, bylo konsekwen-
cja badania liczby. Za upokarzajacy uwazatl brak jasnosci co
do podstawowego przedmiotu zainteresowan matematyki, ja-
kim jest liczba. Jak pisat: przejrzysto$¢ podstaw to potrzeba ro-
zumu (Vernunft)®. Pojgcie liczby uwazat za szczeg6lne. Wy-
daje si¢, ze mozna wskaza¢ na dwie inspiracje badan Fregego
nad liczba: niezadowolenie z poziomu literatury matematycz-
nej (w tym podrecznikow) w jego czasach oraz niezadowolenie
z charakteru wlasnych prac awansowych, doktorskiej i habili-
tacyjnej’. Bezposrednia inspiracja do badania podstaw arytme-
tyki mogtly by¢ dla Fregego niedostatki dostrzezone w ksiazce
Heinricha Seegera pt. Die Elemente der Arithmetik, fiir den
Schulunterricht bearbeitet (1874), ktérej recenzje Frege opu-
blikowat w 1874 roku*. Dotyczyly one mato zrozumiatego dla
ucznidw sposobu okreslenia niektérych pojeé matematycznych

(np. liczb ujemnych) oraz zwiazanych z nimi praw. Zauwazone

2 Tamze, s. 17 (s. 98).

’ Tenze, Rechnungsmethoden, die sich auf eine Erweiterung des Gros-
senbegriffes griinden. Dissertation zur Erlangung der Venia Docendi bei
der Philosophischen Fakultdit in Jena, Jena 1874, [w:] Kleine Schriften,
Darmstadt 1967, s. 50-84.

* Tenze, [rec.] H. Seeger, Die Elemente der Arithmetik, fiir den Schul-
unterricht bearbeitet, ,Jenaer Literaturzeitung” 1874, Bd. 1, s. 722,
[w:] Kleine Schriften, Hamburg 1983, s. 85-86.
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braki mogty by¢ jednym z bodzcoéw do zajgcia si¢ fundamen-
talnymi kategoriami arytmetyki oraz zrodtem programu logi-
cyzmu’®. Do realizacji tych zadan Frege przygotowywat si¢ juz
od swej pierwszej ksiazki, Begriffsschrift (1879)°, po§wigconej
opracowaniu pewnego j¢zyka logicznego (zwanego pismem po-
jeciowym), wypunktowaniu aksjomatoéw i pokazaniu zastoso-
wania tego jezyka do charakterystyki szeregu (Reihe). Badanie
migdzy innymi tych zagadnien doprowadzito go do gldwnego
zadania jego pracy naukowej: jak zdefiniowac liczbg za pomoca
poje¢ logicznych.

Uporzadkowanie waznych sformutowan
dotyczacych liczby

W tym artykule zarysowuj¢ drogg, jaka przebyt Frege, poczaw-
szy od niedostatkow zauwazonych w okreslaniu liczby na uzy-
tek matematyki i wczesnych prac, poprzez kolejne proby zara-
dzenia tym zauwazonym brakom w matematyce az do tekstow
pisanych na krotko przed §miercia. Publikowat w formie ksiazek

lub artykutéw, cho¢ pozostawil takze teksty niepublikowane,

5 Zob. T.W. Bynum, On the Life and Work of Gottlob Frege, [w:]
Conceptual Notation and Related Articles, tham. i oprac. T.W. Bynum,
Oxford 1972, s. 9.

¢ G. Frege, Begriffsschrift und andere Aufsditze, Ziirich-New York
1998 (Ideografia. Jezyk formalny czystego myslenia wzorowany na
Jezyku arytmetyki [ Przedmowa, §§ 1-13], [w:] F. Brentano, G. Frege,
Ch. Thiel, Proby gramatyki filozoficznej..., dz. cyt., s. 45-85).
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ale przygotowane do druku, oraz teksty, ktorych nie przygoto-
wat do publikacji. Snut ponadto listowne dyskusje z matematy-
kami i filozofami pracujacymi nad podobnymi zagadnieniami
w jego czasach. Niektore z tych materiatow nie przetrwaty dru-
giej wojny §wiatowej.

Intensywne badania, jakie prowadzil Frege, zaowocowaly
trzema ksiazkami (w tym jedna wydana w dwoch tomach)
i licznymi artykutami’. Analizujac ich tres¢, wyodrgbnitam
sze§¢ waznych sformulowan dotyczacych okreslenia liczby,
mimo ze zazwyczaj przywoluje si¢ jedno, odwotlujace si¢ do
rownolicznosci poje¢. W literaturze jest najczesciej w ogole
pomijany pomyst taczenia liczby z geometria, ktorego Frege
nie zdazyt juz opracowac. Uwazam, ze wszystkie omawiane
przeze mnie sformutowania byty dla Fregego kolejnymi eta-

pami w szukaniu mozliwo$ci uscislenia podstaw arytmetyki

7 Oto wszystkie pozycje Fregego traktujace bezposrednio o liczbie.
Zastosowano nastgpujace skroty: opublikowane (O), niepublikowa-
ne za zycia Fregego, ale przygotowane przez niego do druku (NP),
niepublikowane i nieprzygotowane do druku (NN). Petna informacja
bibliograficzna znajduje si¢ na koncu artykutu. Begriffsschrift und an-
dere Aufsitze (1879), Die Grundlagen der Arithmetik (1884), Uber
Begriff der Zahl (1891-1892) — NN, Uber Begriff und Gegenstand
(1892) — O, Grundgesetze der Arithmetik, Bd. 1 (1893) — O, Uber der
Zahlen des Herrn H. Schubert (1899) — O, Grundgesetze der Arithme-
tik, Bd. 2 (1903) — O, Nachwort (1903), Tagebucheintragungen iiber
Begriff der Zahl — NN, Zahl (1924) — NN, Erkenntnisquellen der Ma-
thematik und der mathematischen Naturwissenschaften (1924—1925)
— NP, Zahlen und Arithmetik (1924) — NN, Neuer Versuch der Grund-
legung der Arithmetik (1924/1925). Ten spis mozna byloby uzupetnic¢
listami, ktore traktowaty o tej problematyce.
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liczb naturalnych. Pierwszych pig¢ zarazem okreslalo zreby
logicyzmu Fregego (jako stanowiska co do podstaw arytme-
tyki), przyjmujacego, ze wszystkie jej gtdwne pojecia i ope-
racje moga by¢ zdefiniowane na podstawie poje¢ i operacji
logicznych. Uwazam, ze pokazujac rozwoj pogladow autora,
warto zatrzymac si¢ takze na tych stopniach jego drogi, ktore,
chociaz mato znane, prowadzily go jednak do przodu. Z tego
wzgledu, Ze najwazniejszym momentem w badaniu liczby, ja-
kie prowadzit Frege, okazalo si¢ znalezienie antynomii w sys-
temie logicznym, w ktorym byta wyrazona jedna z koncepcji
liczby, kluczowe sformutowania dotyczace liczby porzadkuje
nastepujaco:

Okres przed znalezieniem antynomii

1) liczba okreslana jako funkcja konstytuujaca szereg (Be-
griffsschrift 1 Anwendungen der Begriffsschrift, 1879);

2) liczba okreslana indukcyjnie i zarazem przez relacj¢ pod-
padania pod pojecie (Die Grundlagen der Arithmetik,
1884);

3) liczba okreslana przez relacjg rownolicznosci pojge, wy-
razona za pomoca slow, a nie symbolicznie (Die Grun-
dlagen der Arithmetik, 1884);

4) liczba okreslana przez relacjg rownolicznosci pojec, ale
wyrazong za pomoca pisma pojeciowego (Grundgesetze
der Arithmetik, Bd. 1, 1893; Bd. 2, 1903);
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OKres po znalezieniu antynomii
5) liczba okreslana przez relacjg rownoliczno$ci wraz z pro-
bami ominigcia antynomii (Nachwort, [w:] Grundgesetze
der Arithmetik, Bd. 2, 1903, s. 253-265);
6) liczba okre$lana przez oparcie arytmetyki liczb natural-
nych nie na logice, ale na geometrii (Neuer Versuch der
Grundlegung der Arithmetik, 1924/1925).

Podane przez Fregego okreslenie liczby umozliwiato okre-
$lenie poszczegdlnych liczb: 0, 1, 2 itd. W okreSleniach 1,415
kluczowa role odgrywat zapis za pomoca Fregego pisma pojec.
Z tego wzgledu, ze celem mojego artykutu nie jest prezentacja
jezyka logiki Fregego (temat zbyt obszerny), te sformutowania
podam tylko w jezyku naturalnym.

Liczba okreslana jako funkcja
konstytuujaca szereg

W 1879 roku Frege opublikowatl Begriffsschrift, w ktorym sfor-
mulowat syntaktyke i semantyke dla rachunku zdan oraz ra-
chunku predykatow pierwszego i drugiego stopnia. Postugujac
si¢ takimi narzedziami, zdefiniowat pojgcie szeregu (za pomoca
funkcji konstytuujacej szereg) i nastgpnika w szeregu oraz re-
lacje nastgpowania. W dalszej kolejnosci w Anwendungen der
Begriffsschrif (1879) okreslit dodatnia liczbg catkowita induk-
cyjnie jako funkcj¢ konstytuujaca szereg, przy czym postuzyt
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si¢ nastgpujacymi terminami pierwotnymi: liczba, nastgpstwo,
01 1. Oto parafraza logicznego zapisu Fregego: ,,a jest dodatnia
liczba catkowita, jezeli nalezy do szeregu zaczynajacego si¢ od
0 i konstytuowanego przez powigkszanie o 157,

Na tym sformutowaniu Frege nie poprzestal, lecz prowa-
dzil swe badania dalej, co spowodowane bylo migdzy innymi
tym, ze wigcej obiektow da si¢ policzy¢ (zindywidualizowane,
materialne, niematerialne, nast¢pujace po sobie w czasie), niz
ustawi¢ w szereg, a wigc powyzsze okreslenie liczby radykal-

nie ogranicza jej zastosowanie.

Liczba okreslana indukcyjnie i zarazem przez
relacje podpadania pod pojecie

Pierwsze okreslenie liczby, zwiazane z Begriffsschrift, byto do-
konane za pomoca narzedzi logicznych i wyrazone w jgzyku
symbolicznym. Ze wzgledu jednak na to, Ze jezyk logiczny, ja-
kim postugiwat si¢ Frege, odstraszat wielu potencjalnych czy-
telnikow, postanowil z niego zrezygnowa¢ na rzecz jezyka
naturalnego. Uwazal, ze tym sposobem rozszerzy zakres oddzia-
lywania swej koncepcji. Nastepny etap poszukiwania precyzyj-
nego okreslenia, czym jest liczba, znalazt wyraz w poczatko-
wych paragrafach Die Grundlagen der Arithmetik (1884). Tam

8 Zob. G. Frege, Anwendungen der Begriffsschrift, ,Jenaische Zeit-
schrift fiir Naturwissenschaft” 1879, nr 13, [w:] Begriffsschrift..., dz.
cyt., s. 90.
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indukcyjne okreslenie liczby zostato istotnie zmodyfikowane
przez zastosowanie (niestosowanej wczesniej) relacji podpa-
dania obiektu pod pojecie. Ten drugi istotny sposob okreslenia
liczby mozna bytoby nazwa¢ przejsciowym z tego wzgledu, ze
z jednej strony autor odwotuje si¢ do (tak typowego dla defi-
nicji indukcyjnej) nastgpnika, a z drugiej pojawia si¢ element,
ktory juz wkrotce okaze si¢ kluczowy przy definiowaniu opar-
tym na réwnolicznos$ci: relacja podpadania pod pojecie. Nim
przejde do przedstawienia okreslenia przejsciowego, odnotuje
parg informacji o waznym odréznieniu Zahl od Anzahl wprowa-
dzonym w Die Grundlagen der Arithmetik, a wigc w dojrzatym
okresie badan nad liczba. Trudno wskaza¢ drogg, ktora dopro-
wadzita go do koniecznoS$ci przyjecia takiego rozwiazania. Po-
nizej przedstawig czytelnikowi, jak rozumial on te dwa stowa,

bliskoznaczne w potocznym jezyku niemieckim. Frege pisat:

[...] liczba [Zahl — przyp. G.B.], ktéra zajmuje si¢ arytmetyka,
musi by¢ traktowana nie jako niesamodzielny atrybut, lecz rze-
czownikowo (réznica ta odpowiada roéznicy migdzy ,,biekitny”
a ,.kolor nieba”). Liczba [Zahl — przyp. G.B.] jawi si¢ wigc jako
rozpoznawalny przedmiot, chociaz nie fizyczny ani nawet prze-
strzenny, czy taki, ktory mogliby$my sobie jako$ wyobrazic®.
Liczby zachowuja sig [ ...] catkiem inaczej niz indywidua ja-

kiego$ gatunku zwierzat, gdyz sa w okreslony sposob uszerego-

° Tenze, Die Grundlagen der Arithmetik..., dz. cyt., § 106, s. 105
(O pojeciu liczby..., dz. cyt., s. 201).
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wane przez naturg, a kazda utworzona jest w jej tylko wlasciwy
sposob i ma swoja odrgbnosé, ktora daje o sobie znaé szczegol-

nie wyraznie w przypadku 0, 11217,

Zahl to obiekt idealny, jedna z poszczegdlnych liczb, na
przyktad 3, 4 itd."" Anzahl jest liczebnoscia zbioru (dzi$ po-
wiemy: mocg zbioru, liczba kardynalna) i daje odpowiedz na
pytanie, ile jest obiektow pewnego rodzaju. Anzahl jest predyka-
tem drugiego rze¢du, orzekanym o pojeciach pierwszego rzedu;
bylo odnoszone albo do zakresu pojecia, albo do ogdlnego po-
jecia liczby. Z kolei liczebniki s pomyslane jako nazwy wiasne
liczb-obiektow, nie jako predykaty.

Frege uwazat, ze pytanie o liczbe jest zadaniem wspolnym
dla matematykow 1 filozofow'2. Wprowadzone rozréznienie na
Zahl i Anzahl pozwalato mu pokazac filozoficzna glebig zagad-
nienia, uzupetniona potem opisem logicznym.

Przejsciowe okreslenie liczby brzmi nastgpujaco:

Pojeciu F przystuguje liczba [Zahl — przyp. G.B.] (n + 1), gdy ist-
nieje taki przedmiot a podpadajacy pod F, ze pojgciu ,,podpada-
jacy pod F, lecz nie a” przystuguje liczba [Zahl — przyp. G.B.] n".

10 Tamze, § 10, s. 24 (Podstawy arytmetyki..., dz. cyt., s. 105).

I Tamze, § 18, s. 32 (s. 113).

12 Tamze, s. 6 (s. 89).

13 Tamze, § 55, s. 66 (O pojeciu liczby..., dz. cyt., s. 177). Wydaje sig,
ze Frege powinien uzy¢ tu stowa Anzahl, ktore od poczatku ksigzki
jest taczone z pojeciem. Z drugiej jednak strony wczesniej pisat, iz
liczby pojete jako nieprzestrzenne i nieczasowe przedmioty tworza
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Jako narzedzia uzyto tu relacji podpadania pod pojecie, re-
lacji przystugiwania i funktora negacji. W domysle przyjeto, ze
obiekty moga podpadac¢ pod pojecia wtasnos¢ pojecia w trady-
cyjnym rozumieniu) oraz mozliwo$¢ okreslenia zakresu pojecia
(przy tradycyjnym rozumieniu pojgcia).

Majac takie narzedzie, Frege nastgpujaco okreslat zero:
»|...] pojeciu przystuguje liczba 0, gdy dla kazdego a jest prawda,
ze a pod to pojecie nie podpada”'®.

W podobny sposob zostata okreslona liczba jeden:

[...] pojeciu F przyshuguje liczba 1, gdy nie dla kazdego a jest
prawda, ze a nie podpada pod F, i gdy ze zdan ,,a podpada pod F”

i,,b podpada pod F” wynika, Ze a jest tym samym co b".

Podstawowa zaleta tej strategii byto to, ze pozwalala osia-
gnac liczbe ,,wlasnymi sitami rowniez wowczas, gdy nie mamy
jej ogladu™'®. Dzigki takiej metodzie liczbg 437 986 mozna zde-
finiowac na podstawie odwotania do jej poprzednika i powigk-
szenia o 1, chociaz nie mamy jej ogladu'’. Mimo wszystko Frege

nie byl jednak zadowolony z powyzszego rozwigzania i poda-

szereg, a ,,pozycje w szeregu liczbowym nie sg rOwnowazne (gleich-
wertig) jak miejsca w przestrzeni”. Tamze, § 10, s. 24 (Podstawy aryt-
metyki..., dz. cyt., s. 105).

4 Tamze.

15 Tamze.

16 Tamze, § 6, s. 18 (Podstawy arytmetyki..., dz. cyt., s. 99).

17 Tamze.
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nych okreslen zera i jedynki'®, a to niezadowolenie warunko-

wato jego dalsze badania.

Liczba okreslana w odwotaniu
do réwnolicznosci pojeé, wyrazona
bez uzycia symbolizmu logicznego

Zasygnalizowane powyzej braki spowodowaty dalsze poszu-
kiwania. Zasadniczym celem Die Grundlagen der Arithmetik
bylo okreslenie liczby w odwotaniu do rownolicznosci zakre-
sow dwoch pojec i1 zastosowanie tak zwanej zasady Hume’a,
ktora Frege znatl z tekstu Hume’a, zacytowanego przez Petera

Baumanna w drugim tomie z 1869 roku:

Jezeli dwie liczby sa takie, ze jedna z nich zawiera jednostke,
ktora odpowiada kazdej jednostce drugiej, to twierdzimy, ze sa

one rowne'’.

Przy tym sformutowaniu liczby bardzo wazne okazalo si¢
wcezesniej sygnalizowane rozroéznienie na Zahl i Anzahl, co

przypomng jeszcze jednym cytatem:

18 Wigcej na ten temat zob. G. Besler, Gottloba Fregego koncepcja
analizy filozoficznej, Katowice 2010, s. 170.

Y G. Frege, Die Grundlagen der Arithmetik..., dz. cyt., § 63, s. 71
(O pojeciu liczby..., dz. cyt., s. 181).



Gottlob Frege o liczbie

Jesli rownie dobrze mogg nazwaé przedmiot zielonym i czerwo-
nym, jest to oznaka tego, ze przedmiot ten nie jest wtasciwym no-
$nikiem zieleni. [...] Podobnie przedmiot, ktoremu rownie dobrze
mogg przypisac rozne liczby [Zahl — przyp. G.B.], nie jest wtasci-
wym no$nikiem liczby [Zahl — przyp. G.B.]*.

A zatem liczba (Zahl) jest przedmiotem (idealnym). Ten
watek filozofii Fregego wzbudzatl wiele emocji. Przywotam
tu nastgpujace sformutowanie Michaela Dummetta, waznego
komentatora pism Fregego, ktory przekonanie co do istnienia
przedmiotow matematycznych porownywat do wiary w Boga:
wierzy si¢ lub nie?! i na tym mozliwos¢ racjonalnego dyskursu
by si¢ konczyta.

Wazne jest takze, by dookresli¢, jak Frege rozumiat poje-
cie. Wprawdzie przyrownat pojecie do funkcji wyraznie dopiero
w artykule Funkcja i pojecie z 1891 roku, czyli siedem lat po
wydaniu Die Grundlagen der Arithmetik, wydaje sig jednak, ze
juz w 1884 roku pojecie byto rozumiane na wzor funkcji jedno-
argumentowej (einfacher Begriff) lub dwuargumentowej (Bezie-
hungsbegriff). Tym sposobem z poje¢ciem nie taczyla si¢ kon-
kretna tre$¢ (w zasadzie nigdy pojecia nie taczono z konkretna
trescia, zawsze pojecie miato naturg ogélna) i miato ono ,,jedynie

20 Tamze, § 22, s. 35 (Podstawy arytmetyki..., dz. cyt., s. 116).

21 M. Dummett, Frege: Philosophy of Mathematics, London 1995,
s. 307.

2 G. Frege, Die Grundlagen der Arithmetik..., dz. cyt., § 70, s. 78 n.
(O pojeciu liczby ..., dz. cyt., s. 186).
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forme logiczna™*. To nowe rozumienie pojecia byto szczegol-
nie istotne przy omawianym tu okresleniu liczby, w odwotaniu
si¢ do rownolicznosci zakresow pojec.

Ponizszy fragment jest trzecim, najpetniejszym okresle-

niem liczby:

Liczba [Anzahl — przyp. G.B.] przystugujaca pojgciu F jest to
zakres pojecia ,,pojecie rownoliczne z pojeciem F”, przy czym
pojecie F nazywamy réwnolicznym z pojeciem G, jezeli ist-
nieje mozliwos¢ wzajemnie jednoznacznego przyporzadkowania
[przedmiotow podpadajacych pod pojgcie F przedmiotom podpa-
dajacym pod pojecie G — przyp. G.B.]*.

W definicji tej wyraznie zaznaczono, ze liczebno$¢ (4n-
zahl) jest predykatem drugiego stopnia, orzekanym o dwdch po-
jeciach pierwszego stopnia, ktorych zakresy sa roéwnoliczne?.
Tak okreslona liczebno$¢ byta punktem kluczowym logicyzmu
Fregego. Celem badawczym Die Grundlagen der Arithmetik

byto zdefiniowanie albo uznanie za niedefiniowalne Anzahl*.

2 Tamze, § 70, s. 79 (O pojeciu liczby ..., dz. cyt., s. 187). Por. G. Fre-
ge, Funktion und Begriff, [w:] Kleine Schriften..., dz. cyt., s. 125-142
(Funkcja i pojecie. .., dz. cyt., s. 18—44).

2 Tenze, Grundlagen der Arithmetik..., dz. cyt., § 107, s. 106 (O po-
Jeciu liczby..., dz. cyt., s. 202).

% Otwartym problemem pozostaje ontologiczna relacja pomiedzy
Zahl (obiekt idealny) i Anzahl (pojecie drugiego stopnia). Frege nie
podejmowat tego problemu.

% Tamze, § 4, s. 16 (Podstawy arytmetyki..., dz. cyt., s. 97).
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Po zdefiniowaniu liczby jako Anzahl Frege definiowal poszcze-
golne liczby: 0, 1, itd. Uzyte tu pojgcia pierwotne to zakres, po-
jecie, a narzedziami sa: relacja jedno-jednoznacznego przypo-
rzadkowania, odnoszenie sie pojecia do obiektu?’.

Staba strona omawianego tu okreslenia liczby byto je-
dynie to, ze zostato ono sformutowane w jezyku naturalnym,
a nie precyzyjnym jezyku logiki, doktadniej: Fregego pismie
pojeciowym, przedstawionym w pierwszej ksiazce, Begriffs-
schrift... (rozbudowanym w Grundgesetze der Arithmetik). Ten
brak Frege uzupetnit parg lat pdzniej, publikujac pierwszy tom

wspomnianych Grundgesetze der Arithmetik.

Liczba okreslana w odwotaniu do relacji
rownolicznosci pojec i wyrazana za pomoca
symbolizmu logicznego

Nastgpnym etapem rozwoju byta budowa systemu logicznego
(w jezyku Fregego: postuzenie si¢ ,,pismem pojec”), z okre-
slonymi aksjomatami, regulami i definicjami terminow pier-
wotnych, w ktérym definiowane byty: liczba naturalna, zero,
jedynka, nastepnik w ciagu, inne liczby naturalne. Z takim za-
mystem powstaly dwa tomy Grundgesetze der Arithmetik™,

27 Wiecej zob. G. Besler, Gottloba Fregego koncepcja..., dz. cyt.,
s. 163—189.

8 G. Frege, Grundgesetze der Arithmetik. Begriffsschriftlich abgelei-
tet. Band 1 und 2. In moderne Formelnotation transkribiert und mit
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istotnie rozbudowujace pomysty z 1884 roku. Dla przyktadu,
Frege wprowadzil oznaczenie na Anzahl: sko$na kreske przebie-
gajaca zapisang cyfre z lewej strony do prawej. Ponownie pod-
kreslat rozroznianie migdzy poszczegolnymi liczbami (Zahl) 3,
4 itd., a ogdlnym pojeciem liczebnosci (4nzahl). W konsekwen-
cji liczba (Zahl) 1 r6zni si¢ wige od liczebno$ci (Anzahl) 17,
W drugim tomie Anzahl jest okreslana jako odpowiedz na pyta-
nie, ile jest obiektow pewnego rodzaju®’. W Grundgesetze der
Arithmetik zamiast o rdéwnoliczno$ci poje¢ jest mowa o iden-
tycznosci zakresow wartosci funkcji. Tym sposobem wydawato
sig, ze liczba bedzie okreslona z nieznana dotad precyzja.
Mozna powiedzie¢, ze w omawianej pozycji jest okreslany
operator ,,jest liczba”. Nalezy doda¢, ze u Fregego uzywanie
operatorow wiazalo si¢ z jego fundamentalnym rozréznieniem
ontologicznym, mianowicie odréznieniem przedmiotéw (rozu-
mianych na wzor argumentdéw dla funkcji) od pojeé (rozumia-
nych na wzor funkcji)*'. Rolg operatora byto przeksztatcenie za-
pisu funkgcji, czyli formuly funkcyjnej, w nazwe odpowiedniego

rodzaju przedmiotu, rodzaj przedmiotu zalezat za$ od rodzaju

einem ausfiihrlichen Sachregister versehen von Thomas Miiller, Bern-
hard Schréder und Rainer Stuhlmann-Laeisz, Paderborn 2009 (Bd. 1
Aufl. 1, Jena 1893; Bd. 2 Aufl. 1, Jena 1903).

% Tamze, Bd. 1, § 41, s. 75.

30 Tamze, Bd. 2, § 157, s. 452.

31 To rozréznienie zostato wprowadzone w 1891 roku w artykule
Funktion und Begriff..., dz. cyt., s. 22-31. W Grundgesetze der Arith-
metik Frege takze si¢ nim postuguje (zob. np. G. Frege, Grundgesetze
der Arithmetik..., dz. cyt., Bd. 1, § 2, s. 29).



Gottlob Frege o liczbie

uzytego w danym przypadku operatora. Przyjecie takiego roz-
wigzania bylo konieczne dla Fregego, bo funkcje, jako elementy
niezupeine, nie byly przedmiotami i nie mozna bylo napisac:
f= g. Przebieg wartosci funkcji byt natomiast czyms zupelnym
w sobie (a wigc przedmiotem) i przebiegi dwoch funkcji mogly
by¢ sobie rowne. Uwazatl, ze w ten sposob podat kryterium iden-
tycznos$ci zakresow dwoch pojec: pojecia beda miaty identyczne
zakresy wtedy, gdy w ich zakresach bgda te same przedmioty.
W Grundgesetze... wystepuja dwa wazne operatory:

1) operator abstrakcji (operator na oznaczenie przebiegu
wartos$ci funkcji) — symbol: samogtoska alfabetu grec-
kiego z przydechem:;

2) operator deskrypcji (operator zastgpowania zaimka okre-
slonego) — tworzy z funkcji propozycjonalnej nazwg je-
dynego przedmiotu spetniajacego te¢ funkcje.

Okreslenie liczby, jakie pojawito si¢ w Grundgesetze..., jest
istotnie zwiazane z tzw. piatym aksjomatem, ktory mowi o row-
noliczno$ci zbioréw, co mozna przedstawic tak: dwie funkcje
maja identyczne przebiegi swych warto$ci wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego argumentu przyjmuja t¢ sama warto$c¢*?. We
wprowadzeniu do tej ksiazki Frege tak ujat swoj nowy sposob
okreslenia liczby: ,,Liczbe [Anzahl] wyjasnitem stosunkiem row-

nolicznosci, a ten przyporzqdkowaniem jednoznacznym ™.

32 Tamze, Bd. 1, § 47, s. 79.
3 Tamze, Bd. 1, s. 26.
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Jako przyktad poje¢ posiadajacych ten sam zakres mozna
podac¢ trojbok i trojkat, a wtedy aksjomat piaty brzmiatby na-
stepujaco: funkcja f— ilo$¢ katoéw w (pewnym) trdjboku — jest
identyczna z funkcja g — ilo$cia katow w (pewnym) trojboku,
gdy zakres wartosci funkcji fjest identyczny z zakresem war-
tosci funkcji g. Ogot przedmiotdow spetniajacych funkcje fjest
identyczny z ogotem przedmiotow spetniajacych funkcje g,
w obu przypadkach jest to liczba 3. A zatem zbiory warto-
$ci dwoch funkeji: funkcji f— ilo$¢ katow w (pewnym) troj-
boku, oraz funkcji g — ilo$¢ katow w (pewnym) trojboku, sa
sobie rowne. W tym sensie aksjomat piaty stanowi uzyteczna
,strukture” przy okreslaniu poszczeg6lnych liczb naturalnych.
Grundgesetze... to interesujaca pozycja dla badaczy filozoficz-
nego zaplecza Fregego.

Liczba okreslana w odwotaniu do relacji
rownolicznosci pojec wraz z prébami
unikniecia antynomii

Wyzej przedstawione ujgcie liczby Frege przyjmowat do czasu,
gdy w 1903 roku otrzymat list od Bertranda Russella, w kto-
rym zostata przedstawiona mozliwo$¢ zbudowania antynomii
(podobnej do antynomii Russella, o klasie wszystkich klas,
ktoéra nie jest swoim wlasnym elementem) na podstawie cha-

rakterystyki funkcji, jaka Frege przedstawil w swej pierwszej
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ksiazce, Begriffsschrifi**. Opierajac si¢ na niej, Frege zauwa-
zyl, ze antynomig mozna zbudowac takze na podstawie aksjo-
matu systemu przedstawionego w pierwszym tomie Grundge-
setze der Arithmetik, opublikowanym dziesig¢¢ lat wczesniej,
ktorego drugi tom byt w 1903 roku akurat drukowany. Anty-
nomia byta generowana migdzy innymi ze wzgledu na brak
okreslonej dziedziny funkcji. By zaradzi¢ powstatej sytuacji,
Frege poprzedzit aksjomat piaty ograniczeniem tej dziedziny:
funkcja nie moze by¢ swoim wltasnym elementem (funkcja nie
moze naleze¢ do swej dziedziny). Tym sposobem powstato ko-
lejne wazne sformutowanie rownolicznosciowego okreslenia
liczby, przedstawione w Nachwort, dodatku do Grundgesetze
der Arithmetik®. Warto dodaé, ze na tym etapie Frege uwazat,
iz okreslenie liczby przez odwotanie si¢ do rownolicznos$ci po-
je¢ jest nadal aktualne, a liczby (Zahl) powinny by¢ rozumiane
jako idealne obiekty logiczne.

3 Zob. B. Russell, List do G. Fregego, [w:] Filozofia matematyki...,
dz. cyt., s. 221-222; G. Frege, List do B. Russella, [w:] tamze, s. 203—
204.

3 G. Frege, Nachwort, [w:] Grundgesetze der Arithmetik..., dz. cyt.,
Bd. 2, s. 549-563.
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Liczba okreslana w odwotaniu
do geometrii

W ostatnim, emerytalnym okresie swego zycia Frege podjat ko-
lejna, nowa i oryginalng probg ugruntowania arytmetyki liczb
naturalnych na podstawie geometrii*®. Ten projekt nowego ro-
zumienia natury arytmetyki i liczby nie zostal juz jednak dopra-
cowany, niemniej jednak wart jest opisu i usystematyzowania.
W literaturze jest raczej pomijany.

Ostatnia probg okreslenia liczby najlepiej charakteryzuje
nastgpujaca wypowiedz Fregego:

Musiatem porzuci¢ mniemanie, ze arytmetyka jest gatezia logiki
i ze stosownie do tego wszystko w arytmetyce musi by¢ dowie-
dzione w sposob czysto logiczny. Po drugie, musiatem porzuci¢
mniemanie, ze arytmetyka nie potrzebuje przejmowacé od intuicji

zadnej podstawy uzasadnienia®’.

% To ujecie liczby jest przedstawione w czterech dokumentach,
z ktoérych tylko jeden byl przez Fregego przygotowywany do druku:
Tagebucheintragungen iiber Begriff der Zahl — NN, Zahl (1924) —
NN, Erkenntnisquellen der Mathematik und der mathematischen Na-
turwissenschaften (1924—1925) — NP, Zahlen und Arithmetik (1924)
— NN, Neuer Versuch der Grundlegung der Arithmetik (1924/1925).
Ta tematyka nie pojawia si¢ w korespondencji Fregego z tego okresu.
37 G. Frege, Neuer Versuch der Grundlagen der Arithmetik..., dz. cyt.,
s. 298-302. Podaj¢ za: 1. Dambska, Idee kantowskie w filozofii mate-
matyki XX wieku, ,,Archiwum Historii Filozofii i Mysli Spotecznej”
1978, t. 24, s. 196.
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Dramatyczno$¢ przytoczonego wyznania uwidacznia sig
w konfrontacji z przekonaniem, jakie filozof i logik z Jeny zy-

wil jeszcze kilka lat weczesniej, w 1919 roku:

[....] podanie liczby [Zahlangabe — przyp. G.B.] zawiera wypo-
wiedz o pojeciu, zatem w jezyku logicznie doskonalym zdanie,
ktore podaje liczbe, winno sktadaé si¢ z dwu czesci: ze znaku po-
jecia, o ktorym liczebno$¢ [Zahlaussage — przyp. G.B.] jest orze-

kana, oraz ze znaku pewnego pojgcia drugiego stopnia®.

O tym ostatnim stadium badan Fregego pisata Izydora
Dambska:

Droga, ktora teraz obrat, ma charakter przede wszystkim epi-
stemologiczny i [....] jest ona czym$ w rodzaju, za przykladem
Kanta przeprowadzonej, ,,Krytyki matematycznego i logicz-

nego rozumu’’,

Ponizej zbiorg tezy Fregego z nieopublikowanego za zycia
Fregego tekstu zatytutowanego Neuer Versuch der Grundlegung
der Arithmetik (1924/1925)*, gdzie nowe ujgcie liczby jest za-

ledwie zarysowane.

¥ G. Frege, Aufzeichnungen fiir Ludwig Darmstaedter [1919], [w:]
Nachgelassene Schriften..., dz. cyt., s. 277 (Szkic dla Darmstaedtera,
[w:] Pisma semantyczne..., dz. cyt., s. 139).

3 1. Dambska, Idee kantowskie..., dz. cyt., s. 195.

4 G. Frege, Neuer Versuch der Grundlegung..., dz. cyt., s. 298-302.
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Prezentacj¢ tego stanowiska rozpoczyna Frege od watku
epistemologicznego, piszac, ze zrédlem poznania w arytmetyce
1 geometrii nie jest poznanie zmystowe, ale pewna forma pozna-
nia a priori, nazywana przez niego geometrycznym zroédtem po-
znania (geometrische Erkenntnisquelle), w ktorej ma tez udziat
logiczne zrodto poznania (logische Erkenntnisquelle)*'. Geome-
tryczne zrodto poznania jest w najmniejszym stopniu narazone
na zanieczyszczenia i za jego posrednictwem sa poznawane ak-
sjomaty (w rozumieniu Euklidesa, a nie Hilberta) geometrii*’.
Jako przyktad niemozliwosci oparcia si¢ w matematyce na po-
znaniu zmyslowym podaje niemozliwos$¢ zmystowego poznania
tego, ze liczb catkowitych jest nieskonczona ilos¢*.

Wyrazenie zdania jest odréznione od samej mysli, a mysl
moze by¢ wyrazona przez rozne zdania*. Frege wypowiadat
si¢ takze na temat rozwoju percepcji liczby w rozwoju umy-
stowym cztowieka i pisat o liczbach ksztattowanych (przez ro-
dzicow i nauczycieli) w umystach dzieci, nazywajac je Klein-
kinder-Zahlen®. Liczba ciagle jest rozumiana jako przedmiot
(Gegenstand, Ding), ale nie natury fizycznej*. W tym okresie
Frege ciagle wiaze badanie natury liczby z badaniami jezyko-

4 Tenze, Erkenntnisquellen der Mathematik..., dz. cyt., s. 287.

2 Tamze, s. 292; tenze, Neuer Versuch der Grundlegung..., dz. cyt., s. 298.
4 Tamze, s. 299.

4 Tenze, Erkenntnisquellen der Mathematik..., dz. cyt., s. 288.

4 Tenze, Zahlen und Arithmetik (1924), s. 296 n.

4 Tenze, Tagebucheintragungen tiber Begriff..., dz. cyt., s. 282 n.;
tenze, Uber Begriff der Zahl, dz. cyt., s. 282 n.; tenze, Neuer Versuch
der Grundlegung..., dz. cyt., s. 299; tenze, Zahl, s. 284-285.

N
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wymi, w szczegblnosci struktury zdania bedacego wypowie-
dzia o liczbie, a liczbg odroznia od cyfry (Zahlzeichen)®.

Oto sformutowanie Fregego pokazujace nowy sposob okre-
$lenia liczby:

Ta liczba, ktora w ten sposob okresla wielkos¢ pewnego kata, jest
ta liczba, ktora si¢ otrzymato, kiedy tuk [o §rodku w punkcie K —
przyp. G.B.] wycigty przez swoje ramiona mierzy si¢ promieniem
z punktu K [dzieli si¢ przez promien z punktu K — przyp. G.B.].
Tu w kazdym przypadku jest ustalone, jaka liczbg ma si¢ na uwa-
dze, kiedy dany znak ,,sinus” jest dopelniony przez pewna liczbe
rzeczywista. Zaktada si¢ jedynie, ze wiadomo, w jaki sposob kat

jest powigzany z swoim sinusem*,

Tak okres$lona liczba tatwo pozwala Fregemu przedsta-
wi¢ poszczegdlne liczby. Dla przyktadu, liczba 1 to przypa-
dek, w ktoérym dtugos¢ tuku 1 dlugos$¢ ramienia sa sobie rowne,
a liczba 2, czyli tuk jest dwa razy dtuzszy niz promien®. La-
two skonstruowac takze liczbg 0 (czego Frege juz nie zrobit): to
przypadek, w ktérym dtugos¢ tuku wynosi 0 niezaleznie od dtu-
gosci promienia. Gdyby uwzgledni¢ kierunek mierzenia tuku,
mamy sposob okreslenia takze liczb ujemnych. W konsekwen-

¢ji mozna otrzymac wigc wszystkie liczby rzeczywiste!

47 Tenze, Tagebucheintragungen iiber Begriff..., dz. cyt., s. 282-283;
tenze, Uber Begriff der Zahl, dz. cyt., s. 282.

*® Tenze, Erkenntnisquellen der Mathematik..., dz. cyt., s. 291 (ttu-
maczenie wlasne).

4 Tamze.
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Gdzie jest potrzebna historia matematyki?

Aby wigc zrozumie¢ niektdre prady filozofii wspolczesnej,
trzeba siggna¢ do ich matematycznych korzeni, a to juz histo-
ria matematyki. Omawiane tu zmagania Fregego z precyzyjnym
okresleniem liczby to przyklad pokazujacy, ze historia mate-
matyki jest potrzebna w profesjonalnym uprawianiu filozofii,
i to nie tylko w historii filozofii, ale takze w filozofii uprawia-
nej systematycznie. W swym ostatnim okresie tworczosci na-
ukowej Frege wypowiedziat zdanie, pod ktorym do dzi§ wielu
si¢ podpisze:

Filozof, ktory nie ma nic wspolnego z geometria, jest tylko do po-
towy filozofem, a matematyk, ktory nie ma w sobie zadnej zytki
filozoficznej, jest tylko do potowy matematykiem. Te dwie nauki

oddzielity si¢ od siebie ze szkoda dla obydwu®.

Powyzszy cytat jest zarazem glosem za istotowym powia-
zaniem filozofii z matematyka, a w konsekwencji historii filo-
zofii z historig matematyki. Wielu matematykow bylo zarazem
wielkimi filozofami, poczawszy od starozytnych pitagorejczy-
kow, a skonczywszy na XX wieku. Procz Gottloba Fregego
warto wspomniec¢ takie postaci, jak: Platon, Descartes, Leibniz,
Bernard Bolzano, Edmund Husserl, Bertrand Russell. Ponadto
od zawsze wielkim tematem filozoficznym byta liczba: jej defi-

0 Tamze, s. 293 (thumaczenie wiasne).
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nicja, sposob istnienia i poznania, zwiazki z innymi bytami. Hi-
storia matematyki dostarcza natomiast bogatej wiedzy na temat
pojmowania tych zagadnien przez matematykow (niekoniecznie
filozofujacych). Co wigcej, filozofia i matematyka wielokrotnie
wzajemnie si¢ inspirowaty, co mozna przenies¢ na grunt historii
obu dziedzin. Matematyka (w tym jej historia) inspiruje filozo-
fow roznorako, takze niefrasobliwym przechodzeniem nad pro-
blemami filozoficznymi oraz nieszukaniem odpowiedzi na na-
rzucajace sig¢ pytania, np. co do sposobu istnienia przedmiotéw
matematycznych. Nie mozna przecenic jej roli w badaniu kon-
tekstu odkrycia wielkich tez filozoficznych. Dodam, Ze filozofia
z matematyka ma wspolne dazenie do $cistosci i filozof chetnie
sigga do ksiag matematycznych, by szuka¢ tam i uczy¢ si¢ spo-
sobow jej wyrazania. Dodatkowo historia matematyki moze by¢
interesujacym zrédtem badania sposobéw metaprzedmiotowego
okreslenia jej przedmiotu badania, przyjmowanej metody i po-
dejmowanych zadan. Historia matematyki jest kopalnia wiedzy
na powyzsze tematy i na temat historii zmagania si¢ wielkich
umystow z tymi zagadnieniami. Wiele problemow z pogranicza
historii matematyki i historii filozofii mozna przedstawi¢ jako
pasjonujace i na poly sensacyjne (w pozytywnym tego stowa
znaczeniu) opowiesci®!.

Filozofia ma nad matematyka (co najmniej) jedna nickwe-

stionowana przewage: ugruntowang refleksje nad sposobami

St Zob. J. Derbyshire, Obsesja liczb pierwszych. Bernhard Riemann
i najwiekszy nierozwiqzany problem w matematyce, thum. R. Kirwiel,
M. Kulas, Poznan 2009.
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uprawiania historii filozofii i zwigzanymi z tym problemami
wymagajacymi rozstrzygnigcia®’, czego matematyce raczej
brakuje. Zastanawiajac si¢ nad rolg i koncepcja historii mate-
matyki, a takze inspirujac si¢ filozofia historii filozofii, mozna
postawi¢ parg pytan. Czy historyk matematyki ma obowiazek
(a moze prawo?) dokona¢ doskonalszego zapisu, niz to wynika
z tekstu, jakim dysponuje? Wszak wielu stynnych historykow
filozofii tak czyni. Czy historykowi matematyki wolno widzie¢
wigcej niz matematykowi, ktorego dorobek opracowuje? Wia-
domo, ze niektdre idee sa widziane dopiero przez nastgpcow. Na
przyktad Platon bylby zapewne zdziwiony tym, co dzi§ wyczy-
tujemy z jego pism. Jak pisal Hegel: ,,Sowa Minerwy wylatuje
o zmierzchu”. Czy widzi si¢ ciaglo$¢ w rozwoju matematyki,
a jej dzieje sa przedstawiane jako jedna catos¢, za§ zadaniem
historyka jest zobaczy¢ jednos$¢ w jej rozwoju? Czy rozwoj ma-
tematyki przedstawia si¢ z uwzglednieniem tego, ze tworzyli
ja ludzie z ,.krwi 1 kosci”, zyjacy w konkretnych uwarunkowa-
niach spotecznych?*® Czy na dzieje matematyki patrzy si¢ z per-
spektywy swej wlasnej matematyki (w filozofii taka postawa
jest nieuchronna)? Historia matematyki traktuje bardziej o pro-
blemach matematycznych czy tez o osobach ja uprawiajacych?
Czy historia matematyki petni funkcj¢ stuzebna w stosunku do

52 Zob. M. Tyl, Filozofia — historia — historia filozofii. Filozoficzne
konteksty polskiej historiografii filozofii XX wieku, Katowice 2012.

53 Jako przyktad takiego uprawiania historii filozofii podaje ksiaz-
ke R. Monka, Ludwig Wittgenstein. Powinnos¢ geniusza, Warszawa
2003.
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matematyki? Czy pozycje z historii matematyki sg spajane jedna
idea przewodnia? Czy zadaniem historii matematyki jest wi-
dzie¢ pewne prawa rozwoju? Mogtyby nam one odpowiedzie¢
na pytanie, jak uprawia¢ matematyke. Czy uprawianie histo-
rii matematyki jest recepta na kryzys w matematyce? W filozo-
fii tak nieraz byto. Czy mozna powiedziec, ze historia matema-
tyki nie moze by¢ biernym rejestrowaniem przesztosci; wpierw
powinna ustali¢ prawdg historyczna, a potem ja skorygowac
i nada¢ jej posta¢ idealng? Czy historia matematyki to herme-
tyczny dyskurs karmiacy si¢ swa wlasna tradycja? Czy bada-
jac zagadnienia z zakresu historii matematyki, odkrywa si¢ te-
maty nowe, wymagajace opracowania matematycznego? Jako
filozof, nie matematyk, zbyt stabo znam histori¢ matematyki,
by ustosunkowac si¢ do wyzej wymienionych zagadnien. Na ko-
niec przywotam wypowiedz Stanistawa Lesniewskiego z 1927
roku, napisana po zapoznaniu si¢ Z pewng cytowana juz przeze
mnie ksiazka:

Najbardziej imponujacym wecieleniem zdobyczy, osiagnigtych
w dziejach uzasadniania matematyki w zakresie solidnosci me-
tody dedukcyjnej, oraz najcenniejszym od czasow greckich zro-
diem tych zdobyczy sa dla mnie dotad Grundgesetze der Arith-
metik Gottloba Fregego®.

3% S. Les$niewski, O podstawach arytmetyki, ,,Przeglad Filozoficzny”
1927, nr 30, s. 166.
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Ta wypowiedz Lesniewskiego pokazuje jeszcze jeden do-
niosty cel poznawania historii uprawianej dziedziny: jej znajo-

mos$¢ pozwala warto$ciowaé nowe prace.

Zakonczenie

Frege za upokarzajacy uwazat brak jasnosci co do podstawo-
wego przedmiotu zainteresowan matematyki. To pilne zadanie
traktowat jako wspolne dla filozoféow i matematykow. Opraco-
wujac swoje koncepcje liczby, jednoczesnie krytycznie badat
rozwiazania przyjmowane przez innych filozofow i matematy-
kéw. O wynikach swoich badan powiadamial jemu wspotcze-
snych filozofow i matematykow, prowadzil z nimi takze dys-
kusje nad przyjetymi rozwiazaniami. Wydaje sig, ze wszystko
w dorobku naukowym Fregego byto podporzadkowane poszu-
kiwaniu lepszego ugruntowania matematyki, w tym okresleniu,
czym jest liczba. Na uzytek tego zadania zostaty m.in. sformu-
lowane warunki poprawnosci definicji.

Chociaz Frege nie zmieniat swych pogladow radykalnie, to
jednak w ciagu dlugiej aktywnosci naukowej ciagle szukal wigk-
szej precyzji 1 $cistosei, przechodzit z jezyka formalnego do je-
zyka potocznego (i odwrotnie), dokonywat autokrytyki, uwzgled-
niat wyniki dyskusji z innymi uczonymi, rozbudowywal wczesne
rozwiazania. Warto wigc pokaza¢ ten trudny proces szukania i two-
rzenia pewnych rozstrzygnig¢ badz lepszych sformutowan, napo-
tykania trudnos$ci, rozbudowywania swojego warsztatu pracy.
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