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Hilbert’s mathematical subject

Abstract
The aim of this paper is threefold. First, on the basis of Gordan’s
problem and Hilbert’s basis theorem we want to say a few words
about the formation of Hilbert’s philosophy of mathematics in the
late nineteenth and early twentieth centuries. Second, we attempt
to reconstruct Hilbert’s Program highlighting the role of reasoning
which is not conducted within the axiomatic system. Third, we for-
mulate and try to justify the claim that Hilbert’s Program assumes
some metaphysics of the subject that — in general terms — is identi-

cal with Kant’s transcendental subject.
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el tego eseju jest trojaki. Po pierwsze, chcemy — na przy-
Ck%adzie problemu Gordana i Hilberta twierdzenia o bazie —
powiedzie¢ parg stow na temat ksztattowania si¢ Hilbertowskiej
filozofii matematyki na przetomie XIX i XX wieku. Po drugie,
podejmiemy probe rekonstrukcji programu Hilberta, podkresla-
jac rolg, jaka odgrywaja w nim rozumowania pozasystemowe,
tj. takie, ktore nie dokonuja si¢ w obregbie systemu aksjomatycz-
nego. Po trzecie wreszcie, sformutujemy i sprobujemy uzasad-
ni¢ poglad, ze program Hilberta zaktada pewna metafizyke pod-
miotu, ktory — w ogdlnych zarysach — jest tozsamy z podmiotem

transcendentalnym Kanta'.

1. Teologia czy matematyka?

W 1888 roku David Hilbert rozwiazat tzw. problem Gordana.
Opublikowal swoj wynik w ,,Mathematische Annalen” w 1890
roku. W reakcji na to osiagnigcie Paul Gordan miat powiedzie¢:
,, 10 nie jest matematyka, to jest teologia!”. Jak ustalili historycy,
sformutowanie to zostato przypomniane dopiero 24 lata pdzniej,
w 1914 roku, przez Maxa Noethera w mowie pogrzebowej na
cze$¢ Gordana®. Powiedzenie Gordana zrobito pdzniej wielka
karierg. Komentowali je matematycy i historycy matematyki,
cho¢by Hermann Weyl, Gerhard Kowalewski, Eric Temple Bell,

! Podobne rozwa34~harris/theology.pdf.
2 Por. C. McLarty, dz. cyt., s. 1.



Podmiot matematyczny Hilberta

Felix Klein czy Leonard Blumenthal, rdézniac si¢ w swych in-
terpretacjach. Zdaniem niektorych Gordan chciat podkresli¢, ze
zaproponowane przez Hilberta rozwiazanie trudno uznac za do-
wod matematyczny; wedtug innych celem Gordana byto pod-
kreslenie wielkosci osiagnigcia Hilberta, ktory miatby doznac
boskiej iluminacji®.

Co byto przedmiotem tego ,,teologicznego dowodu”? Za-
interesowania matematyczne Gordana koncentrowaly si¢ wo-
kot algebraicznej teorii niezmiennikow. W 1868 roku udowod-
nit on konstruktywnie twierdzenie gloszace, ze niezmienniki
systemow form binarnych (z dwoma zmiennymi) posiadaja
skonczong baze*. Jego dowod w istocie polegat na rozpatry-
waniu szczegdtowych przypadkoéw. Bezskutecznie probowat
natomiast udowodni¢, ze niezmienniki systemow form dowol-
nego rzedu i dla dowolnej liczby zmiennych takze maja skon-
czong bazg. W swych badaniach posunat si¢ jednak daleko.
Wykorzystujac metode symboliczng, byt w stanie zapropono-
wac techniki, ktore pozwolily mu na scharakteryzowanie sys-
temu niezmiennikow dla formut szostego rzedu, a takze na
przyblizony opis systemu niezmiennikow dla formul 6smego
rzedu. Istotna rolg w tych badaniach odgrywala, jak zaznaczy-
li$my, metoda symboliczna. Jej cickawa cecha byto to, ze Gor-
dan zabraniat przypisywania symbolom jakiego$ konkretnego

* Tamze, s. 1-2.

* Przez formg binarng nalezy w istocie rozumie¢ to, co dzisiaj jest
wielomianem jednej zmiennej. I tak np. odpowiednikiem wielomianu
P(x) = Ax*> + 2Bx + C byla binarna forma F(x,y) = Ax> + 2Bxy + Cy*.
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znaczenia w trakcie obliczen. Byto to dopuszczalne jedynie na
kluczowych etapach rachunkows®.

Hilberta twierdzenie o bazie, opublikowane — jak wspo-
mnieliSmy — w 1890 roku, glosi, ze istnieje skonczona baza dla
niezmiennikow systemow form dowolnego rzedu i dla dowolnej
liczby zmiennych. W dzisiejszej terminologii twierdzenie o ba-

zie wypowiedzie¢ mozna nastepujaco:

[Twierdzenie Hilberta o bazie]
Dowolny ideat w K[x,,...,x ] jest skoficzenie generowalny.
K jest ciatem, do ktérego naleza wspotczynniki wielomia-
néw. Ideat jest skornczenie generowalny, gdy ma skonczonq baze.
Skonczona baza ideatu jest zbior jego elementow, taki ze kazdy
element ideatu da si¢ uzyskac z bazy za pomoca operacji sumy

lub iloczynu.

Dowdd Hilberta miat charakter niekonstruktywny: wyko-
rzystywal zasade wytaczonego $rodka i dowodzit jedynie ist-
nienia skonczonej bazy, nie podajac jakiejs blizszej jej cha-
rakterystyki. Poczatkowa reakcja Gordana, cho¢ nie catkiem
negatywna, byta sceptyczna. W swej recenzji pracy Hilberta dla
,Mathematische Annalen” pisat:

(...) musze z przykroscia powiedzie¢, ze nie jestem tym [dowo-

dem] usatysfakcjonowany. Twierdzenia sa w rzeczy samej bar-

> C. McLarty, dz. cyt., s. 6.
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dzo wazne i poprawne, moja krytyka nie odnosi si¢ wigc do nich.
Dotyczy ona raczej dowodu podstawowego twierdzenia, ktore nie
spelnia najbardziej skromnych wymogow, jakie stawia si¢ przed
dowodami matematycznymi. Nie wystarczy stwierdzi¢, ze autor
uwaza kwesti¢ za jasnag. Wymagac¢ nalezy, by zbudowat on do-

wod, wykorzystujac bezpieczne reguty®.

Wydaje si¢ przy tym, ze przedmiotem niezadowolenia Gor-
dana nie bylo wykorzystanie przez Hilberta metod infinitystycz-
nych. Mowiac, ze mamy tu do czynienia z ,,teologia, a nie ma-
tematyka”, Gordan dawat wyraz innym obawom. W 1893 roku
pisat: ,,dowdd Hilberta jest poprawny co do zasady. Niemniej
wyczuwam luke w jego wyjasnieniu: zadowala si¢ on dowiedze-
niem istnienia rozwigzan, nie rozwazajac ich wlasnosci’”’. Po
kilku latach Hilbert przedstawil konstruktywny dowod swego
twierdzenia.

Historia ta jest ciekawa z kilku powodow. Po pierwsze,
w zmaganiach z teorig niezmiennikdéw algebraicznych istotna
rol¢ odgrywata metoda symboliczna, ktorej mistrzem byt Gor-
dan, a takze uczennica Gordana i Hilberta — Emmy Noether. Me-
toda ta — w nieco innym kontek$cie — pehita, jak zobaczymy,
kluczowa funkcje w programie Hilberta. Po drugie, w trakcie
»sporu” z Gordanem Hilbert zetknal si¢ z zarzutem zwiazanym

¢ D. Hilbert, F. Klein, Der Briefwechsel David Hilbert — Felix Klein,
red. G. Frei, Gottingen 1985, s. 65; cyt. za: C. McLarty, dz. cyt.

7 P. Gordan, Ueber einen Satz von Hilbert, ,Mathematische Annalen”
1893, vol. 42, s. 132; cyt. za: C. McLarty, dz. cyt.
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z idea dowodu w matematyce. Zdaniem Gordana, a jeszcze bar-
dziej Leopolda Kroneckera, dowod powinien mie¢ charakter
konstruktywny.

Te do$wiadczenia wptynely niewatpliwie na rozwoj idei fi-
lozoficznych Hilberta. Doda¢ do nich nalezy jeszcze dwa zro-
dta filozoficzno-matematycznej inspiracji. Pierwszy z nich to
idea aksjomatyzacji. Od poczatku lat dziewigc¢dziesiatych XIX
wieku Hilbert wyktadat podstawy geometrii. Zgodnie z relacja
Blumenthala w 1891 roku Hilbert wystuchat wyktadow Her-
manna Wienera na temat podstaw geometrii. Wiener powiedziat

podczas tego wyktadu, ze:

Takze dla geometrii znaczenie ma tego rodzaju powrdt do naj-
prostszych przedmiotow i operacji, poniewaz z tych mozna od-
wrotnie zbudowa¢ pewna abstrakcyjna nauke, ktora jest nieza-
lezna od aksjomatoéw geometrii, ale ktdrej twierdzenia sa krok po

kroku paralelne do twierdzen geometrii®.

Po wyktadzie Wienera Hilbert miat wypowiedzie¢ stynne
zdanie, iz powinno by¢ mozliwe zamienienie w aksjomatach
geometrii ,,punktow, linii i plaszczyzn” na ,,stoty, krzesta i kufle

do piwa” bez utraty waznosci tych aksjomatow®. Hilbert zauwa-

8 H. Wiener, Ueber Grundlagen und Aufbau der Geometrie, ,,Jahres-
bericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung” 1890/1891, nr 1,
s. 46.

® Por. L. Corry, David Hilbert and the Axiomatization of Physics,
Dordrecht 2004, s. 75.
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zyt, ze metoda aksjomatyczna pozwala na ,,pogtebienie podstaw
konkretnej dziedziny wiedzy — poglebienie konieczne dla kaz-
dego gmachu, ktory kto$ chcialby rozbudowac i uczyni¢ wyz-
szym, zachowujac jego stabilnos¢”'®. W gtéwnej mierze odno-
sit to do geometrii i arytmetyki, ale nie tylko, gdyz znane sa
jego proby aksjomatyzacji innych dziedzin, np. fizyki''. Wedtug
przekazoéw swiadkow miat zacza¢ budowac aksjomatyke geo-
metrii juz w pociagu w drodze powrotnej do Krolewca'. Wy-
ktad Wienera, jak mozna spekulowac, otworzyt Hilbertowi oczy
na abstrakcyjny charakter modelu matematycznego. Intuicja Hil-
berta byta najprawdopodobniej taka, ze potrafit ,,oderwaé” in-
telektualnie samg formutg od jej znaczenia, albo inaczej — uzy-
wajac intuicji atomizmu logicznego, oderwac ja od faktu, ktory
opisuje. Owczesnie, jak sie zdaje, bylo to nowatorskie odkrycie.

Drugi aspekt metody aksjomatycznej podkreslany przez
Hilberta najlepiej wyrazaja nastgpujace stowa:

Przez aksjomatyczne odkrywanie prawdy matematycznej rozu-

miem badania, ktore nie zmierzaja do znalezienia nowych albo

10 D. Hilbert, Mechanik, cyt. za: L. Corry, The Origin of Hilbert's
Axiomatic Method, [w:] The Genesis of General Relativity, red.
J. Renn, t. 4, Dordrecht 2006, s. 146.

I Lista tych dziedzin jest obszerniejsza i obejmuje: geometrig, me-
chanike¢ klasyczna, termodynamike, rachunek prawdopodobienstwa,
elektrodynamike i teori¢ wzglednoscei.

2 Por. w tej sprawie doktadniej: J. Dadaczynski, Arytmetyka u po-
czqtku abstrakcyjnego pojmowania geometrii przez Hilberta, ,,Filozo-
fia Nauki” 2012, nr 3, s. 99-109.
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bardziej ogélnych twierdzen zwiazanych z ta prawda, ale do okre-
$lenia miejsca tego twierdzenia w systemie znanych prawd w taki
sposob, ze mozna jasno powiedzie¢, jakie warunki sg konieczne

i wystarczajace, by prawde te ugruntowac'®,

Hilbert podkresla tu systemowy charakter matematyki
1 zwraca uwagg, ze metoda aksjomatyczna nie ma funkcji heu-
rystycznych — nie musi prowadzi¢ do nowych wynikow; jej za-
daniem jest raczej umozliwienie /lepszego zrozumienia prawdy
matematycznej.

Jestesmy tez przekonani, ze na rozwoj Hilbertowskiego for-
malizmu pewien wplyw wywarta filozofia Immanuela Kanta.
Oczywiscie, Hilbert nie odnosi si¢ do mysli filozofa z Krolewca
w tak bezposredni sposob, jak czyni to chocby L.E.J. Brouwer.
Niemniej nie sposob zaprzeczy¢, ze Hilbert czgsto postuguje sig
Kantowskim zargonem, méwiac cho¢by sporo o intuicji. Mozna
oczywiscie zauwazy¢, ze byt to nie tyle zargon Hilberta, ile ra-
czej zargon epoki: mniej lub bardziej bezposrednie nawigza-
nia do filozofii matematyki Kanta mozna znalez¢ u wszystkich
niemal matematykow, ktorzy tworzyli na przetomie XIX i XX
wieku. W dalszej czgsci tego artykutu chcemy jednak przeko-
nywacé, ze inspiracje Kantowskie — w przypadku programu Hil-

13 D. Hilbert, Uber den Satz von der Gleichheit der Basiswinkel im
gleichschenkligen Dreieck, ,,Proceedings of the London Mathematical
Society” 1902—-1903, t. 35, s. 50; cyt. za: V. Peckhaus, The Pragma-
tism of Hilbert’s Programme, ,,Synthese”, November 2003, nr 1-2,
z. 137, s. 141-156.
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berta — siggaja znacznie glgbiej niz sposdéb wyrazania si¢ i sto-
sunkowo nieliczne wypowiedzi bezposrednio przywotujace
Kanta. Uwazamy bowiem, ze filozofia Hilberta zawiera ukrytq
metafizyke podmiotu matematycznego, ktéra w swoim ogdlnym
zarysie odpowiada teorii podmiotu transcendentalnego opisa-

nego w Krytyce czystego rozumu.

2. Program Hilberta'

Hilbert rozpoczat badania podstaw matematyki pod koniec XIX
wieku. Przez ponad 20 lat jego poglady ewoluowaty, a dojrzata
ich forme okresla si¢ mianem programu Hilberta. Program wy-
chodzi z pewnych postulatow. Uwazamy, ze mozna je sformu-

lowa¢ w sposob nastepujacy:

(P1) Zachowac¢ cala matematyke, wlacznie z jej czeScia nie-
konstruktywng.

Wydaje sig, ze najwazniejsza motywacja programu Hilberta
byla proba obrony calej, rowniez niekonstruktywistycznej, ma-
tematyki przed atakami Kroneckera (czg$ciowo Gordana) oraz
intuicjonistow. Wlasnie problem dotyczacy dowodu twierdze-
nia o bazie uswiadomit Hilbertowi niebezpieczenstwa zwiazane
z konstruktywizmem. W 1926 roku Hilbert pisat:

4 Ta czg$¢ artykutu opiera si¢ na ksiazce A. Olszewski, Teza Chur-
cha..., dz. cyt.
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To, co robit Weyl i Brouwer, to nic innego jak pojscie w §lady Kro-
neckera! Probuja oni uratowaé matematyke, wyrzucaja wszystko,
co sprawia klopot. (...) Jesli zgodzimy si¢ na takie propozycje, to

ryzykujemy utrat¢ wielu najwigkszych naszych skarbow!.

Hilbert wielokrotnie podkreslat, ze odrzucenie zasady wy-
taczonego srodka w duchu intuicjonizmu prowadzi do paralizu
badan matematycznych (np. zauwazat: ,,Nie mozemy porzucic¢
zasady wytaczonego $rodka, ani zadnego innego prawa logiki
Arystotelesa [...], gdyz bez nich konstrukcja analizy staje si¢
niemozliwa”)'®. Motywacja, by pozosta¢ ,,w raju, do ktoérego
wprowadzit nas Cantor”, byta niezwykle silna.

Z tym postulatem $cisle zwigzana byla inna idea Hilberta,
ktora najdobitniej wyrazit w 1900 roku w Paryzu: ,,dla nas [ma-
tematykoéw] nie ma zadnego ignorabimus (...)”". Aw duzo p6z-
niejszym, stynnym wyktadzie dodawat: ,,W opozycji do glu-
piego ignorabimus naszym sloganem powinno by¢: Musimy
wiedzie¢! — Bedziemy wiedziec¢!”'*. Wypowiedz t¢ mozna po-

traktowac jako drugi postulat programu Hilberta:

5 Cyt. za: R. Murawski, Rozwdj programu Hilberta, ,,Wiadomosci
Matematyczne 1993, t. 30, s. 51-72.

6 D. Hilbert, The Foundations of Mathematics, [w:] From Frege to
Godel: A Sourcebook in Mathematical Logic, red. J. Van Heijenoort,
Cambridge, MA 1879-1931, s. 1067.

7 D. Hilbert, Mathematical Problems. Lecture Delivered before the
International Congress of Mathematicians at Paris in 1900, ,,Bulletin
of the American Mathematical Society” 1902, no. 6, s. 437-79.

8 Wyktad Hilberta z 1930 roku na Kongresie Niemieckiego Stowa-
rzyszenia Nauk Przyrodniczych i Medycznych, dostgpny na stronie:
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(P2) Mozna poda¢ dowod wszelkich twierdzen matematycznych.
Hilbert dostrzegat jednak problemy zwiazane z dowodami nie-
konstruktywistycznymi. Redukcyjny dowod niesprzecznosci
matematyki, sprowadzajacy ja do teorii mnogos$ci, natrafia na
przeszkody, gdyz teoria mnogosci jest uwiktana w rézne para-
doksy (np. paradoks Russella). Skoro tak, to poki nie dostar-
czy si¢ zadowalajacego dowodu niesprzecznosci arytmetyki, nie
bedzie mozna ufa¢ dowodom niekonstruktywnym. W zwiazku

z tym trzeba stosowac ,,bezpieczne” metody finitystyczne:

(P3) W matematyce stosowa¢ nalezy wylacznie metody fini-
tystyczne.

,Finityzm to poglad metodologiczny, ktory sprowadza si¢ do
ograniczenia mysli matematycznej do tych obiektow, ktore
sa intuicyjnie obecne jako bezposrednie doswiadczenie przed
wszelka mysla, i do takich operacji i metod rozumowania o tych
obiektach, ktore nie wymagaja wprowadzenia pojg¢ abstrakcyj-
nych, a w szczegolnosci odwotania si¢ do nieskonczonosci”".
Jak pisze sam Hilbert:

Jako warunek wstepny stosowania wnioskowan logicznych i wy-
konywania operacji logicznych dane jest juz co$ intuicyjnie:

pewne pozalogiczne konkretne obiekty, ktore jawia si¢ jako

http://math.sfsu.edu/smith/Documents/HilbertRadio/HilbertRadio.
mp3.

¥ R. Zach, Hilbert's Program, Stanford Encyclopedia of Philosophy,
http://plato.stanford.edu/entries/hilbert-program/.
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doswiadczane bezposrednio przed wszelkim mysleniem (...).
W szczegolnosci w matematyce przedmiotem naszych rozwazan
sa konkretne znaki, ktorych ksztatt (...) jest bezposrednio jasny

i rozpoznawalny®.

Hilbert wskazuje zatem, ze finitystycznymi obiektami sa
znaki: konkretne 1 dos§wiadczane bezposrednio. Trudno jednak
doktadnie sprecyzowac, co ma tu na mysli. Przede wszystkim
znaki nie sa obiektami fizycznymi (,,znakami na papierze”).
W zwiazku z tym William Tait?' zaproponowal, by Hilbertow-
skie znaki traktowac jako typy (#ypes), a nie egzemplarze (to-
kens). Typy sa jednak pewnymi obiektami poza czasem i prze-

strzenig; tymczasem Paul Bernays zauwaza:

Nie jest zgodne z podstawowymi pogladami Hilberta, by wprowa-
dzi¢ liczby jako obiekty abstrakcyjne ,,0 catkiem innych wiasno-
Sciach niz przedmioty poznawalne zmystowo”, ktdre ,,istnieja cat-
kowicie niezaleznie od nas”. W ten sposdb znalezliby$my si¢ poza
dziedzina tego, co bezposrednio pewne. W szczegdlnoscei stato by
sig to jasne w zwiazku z faktem, ze musielibysmy w konsekwencji
uznad, iz wszystkie liczby istnieja rownoczesnie — a to zaktadatoby

juz na poczatku tezy, ktore Hilbert uwaza za problematyczne?.

2 D, Hilbert, Uber das Unendliche, ,,Mathematische Annalen” 1926,
nr 95, s. 161-190.

2 W. Tait, Finitism, ,,Journal of Philosophy” 1981, nr 78, s. 524-546.
2 P, Bernays, Erwiderung auf die Note von Herrn Aloys Miiller: Uber
Zahlen als Zeichen, ,,Mathematische Annalen” 1923, nr 90, s. 159-63.



Podmiot matematyczny Hilberta

Problem charakteru ,,finitystycznych znakéw” okazuje si¢
jeszcze bardziej skomplikowany, jesli wezmiemy pod uwagg,
ze Hilbert raz po raz odwoluje si¢ w tym kontekscie do intu-
icji. Nawet w przywotywanej powyzej wypowiedzi zauwaza,
ze ,,jako warunek wstepny stosowania wnioskowan logicznych
i wykonywania operacji logicznych dane jest juz co$ intuicyj-
nie”. Zdaje si¢ to wskazywac, ze Hilbert konstruuje swoj pro-
gram w filozoficznym paradygmacie Kanta. Tak tez interpretuja
poglady Hilberta Philip Kitcher i Richard Zach®.

By przedstawi¢ dalsze szczegdty programu Hilberta, mu-
simy omowi¢ kluczowe dla niego odréznienie dwoch rodzajow
twierdzen i dowoddéw matematycznych: realnych i idealnych.

Przyjrzyjmy si¢ nastgpujacemu dtuzszemu fragmentowi:

(...) Nawet elementarna matematyka zawiera, po pierwsze, for-
muty odnoszace si¢ do tresciowych wypowiedzen skonczonych
sadow (glownie numerycznych réwnan i nierownos$ci oraz zto-
zonych z nich, bardziej skomplikowanych wypowiedzen), ktére
mozemy okresli¢ mianem realnych sadoéw teorii, oraz, po drugie,
formul, ktore — tak jak zmienne tresciowej teorii liczb — same
w sobie nic nie znacza, ale sa obiektami rzadzonymi przez na-

sze reguly i musza by¢ traktowane jak idealne przedmioty teorii.

% Por. P. Kitcher, Hilberts Epistemology, ,,Philosophy of Science”
1976, nr 43, s. 99—115; R. Zach, Hilberts Finitism, dysertacja doktor-
ska, Berkeley 2001. Por. tez M. Panza, Mathematical Proofs, ,,Syn-
these” 2003, nr 1-2, s. 119-158.
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Te rozwazania pokazuja, ze opracowanie koncepcji formut
jako sadow idealnych wymaga jedynie postgpowania w sposob
naturalny i spdjny, zgodnie z linia rozwoju praktyki matematycz-
nej. Stad jest naturalne i spdjne traktowac nie tylko zmienne ma-
tematyczne, ale takze funktory oraz zmienne logiczne, tj. zmienne
zdaniowe A, B, C..., tak jak liczebniki i litery w algebrze i uwa-
zac je takze za znaki, ktore same w sobie nic nie znacza, a sg je-
dynie elementami budujacymi sady idealne.

W rzeczy samej, istnieje wazny powod takiego rozszerzenia
formalnej perspektywy algebry na cata matematyke, gdyz jest to
sposob na uniknigcie podstawowego problemu, ktory pojawia sig

juz w elementarnej teorii liczb. Spdjrzmy na rdwnanie:

atl=1+a;
Gdybysmy chcieli traktowac je jako przekazujace informa-
cje, ze
atl=1+a,
gdzie ,,a” oznacza dowolng dana liczbg, to wypowiedzi tej nie
mozna byloby zanegowac, gdyz sad, ze istnieje liczba ,,a”, dla
ktore;j:
at1l#1+a,
nie ma zadnego finitystycznego znaczenia; nie mozemy prze-
ciez wyprobowac wszystkich liczb. Zatem przyjmujac nastawie-
nie finitystyczne, nie moglibysmy wykorzysta¢ alternatywy, ktora
glosi, ze rownanie takie jak powyzsze, w ktdrym wystepuje nie-
okreslony liczebnik, albo jest spelnione przez kazdy liczebnik,

albo moze by¢ odrzucone przez kontrprzyktad, jako ze alterna-
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tywa ta istotnie zalezy od zatozenia, Ze mozna zanegowaé wypo-

wiedz, iz badane rownanie zawsze zachodzi*.

Przytoczyli$my t¢ wypowiedz Hilberta w cato$ci, gdyz od-
roznienie sadow realnych i idealnych jest z jednej strony klu-
czowe dla programu Hilberta, a z drugiej stanowi zrédto spo-
rych niejasnosci i kontrowersji interpretacyjnych. Te niejasnosci
i kontrowersje biorg si¢ stad, ze Hilbert wielokrotnie wypowia-
dat si¢ na temat podstaw matematyki. Najpierw (na poczatku
XX wieku) jego poglady ksztattowaty si¢ w opozycji do filozo-
fii matematyki Kroneckera. Po 1905 roku Hilbert zajat si¢ inna
problematyka (fizyka), by w 1917 roku, pod wplywem Prin-
cipia mathematica Bertranda Russella i Alfreda N. Whitehe-
ada, powroci¢ do probleméw z zakresu logiki 1 podstaw mate-
matyki. Uwagi Hilberta z tego okresu sugeruja, ze sprzyjat on
wtedy programowi logicyzmu, ktory jednak odrzucit wyraznie
na poczatku lat dwudziestych. Rozpoczal si¢ wtedy etap pre-
cyzowania i realizacji przez Hilberta — przy wydatnej pomocy
jego uczniow — wlasnego programu podstaw matematyki, ktory,
rzecz jasna, wykorzystywal najwazniejsze intuicje wyrazane juz
wczesniej (w pierwszych latach XX wieku).

Odroéznienie sadow realnych i idealnych — ktdre uwazamy
za centralne dla programu Hilberta — nastapito dopiero w 1926

roku, a zasygnalizowane zostato ledwie trzy lata wcze$niej?.

2 D. Hilbert, The Foundations of Mathematics, dz. cyt.
% Por. R. Zach, Hilbert'’s Program, dz. cyt.
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Hilbert uzywa trzech par wyrazen na okreslenie charakteru
twierdzen matematycznych:

(a) realne vs. idealne;

(b) finitystyczne vs. infinitystyczne;

(c) tresciowe (inhaltlich) vs. formalne.

Problem w tym, Ze nie podaje precyzyjnych definicji tych
pojge, stad interpretowane sa one na rozne sposoby. W zwiazku
Z tym ponizej przyjrzymy si¢ dwoém roéznym interpretacjom,
ktore skutkuja dwoma sposobami rozumienia catego programu
Hilberta. Pierwsza interpretacja opiera si¢ na analizach Micha-
ela Detlefsena, cho¢ nie uwzglednia ich instrumentalistyczne;j
wymowy. Druga wykorzystuje egzegeze zaproponowana przez
Davida Watsona Gallowaya?’.

Detlefsen podsumowuje odroznienie sadéw idealnych i re-
alnych w sposob nastepujacy®. Sady (i dowody) realne to te,
,ktorych warto$¢ epistemiczna bierze si¢ z oczywistosci ich
zawarto$ci”, za$ sady (i dowody) idealne to te, ,ktorych war-
to$¢ epistemiczna bierze si¢ z roli, jaka odgrywaja one w pew-
nym formalnym algebraicznym czy obliczeniowym schemacie”.
Detlefsen sugeruje zatem, by Hilbertowskie pojecie ,,idealne”

uwazaé za rownowazne pojeciu ,,formalne”, natomiast pojgcie

% M. Detlefsen, Hilbert’s Program: An Essay on Mathematical In-
strumentalism, Dordrecht 1986.

2 D.W. Galloway, Finitism: An Essay on Hilbert's Programme, praca
doktorska, MIT 1991.

2 M. Detlefsen, Hilbert’s Program..., dz. cyt. s. 4.
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,realne” traktowac jak rOwnowazne pojeciu ,tresciowe”. W tej
samej interpretacji matematyka realna moze by¢ zaroéwno fini-
tystyczna, jak i niefinitystyczna. Przyktadem na niefinitystyczne
obiekty matematyczne, ktére rozumiane sa realnie (tresciowo),
sa wszystkie niekonstruktywne dowody, ktore stanowily przed-
miot krytyki Kroneckera i intuicjonistow. Z kolei wyrazenia ma-
tematyki idealnej mozna traktowac na dwa sposoby: albo wy-
facznie infinitystycznie® (np. zmienna ,,a” w przywolywanym
wyzej rownaniu przebiega wszystkie liczby naturalne), albo wy-
tacznie finitystycznie (,,a” traktowane jest jako skonczony sym-
bol ,,pozbawiony tresci”). A zatem:
(Interpretacja 1)
(a) Wszystkie sady i dowody idealne sa zarazem formalne.
(b) Wszystkie sady i dowody realne sa zarazem treSciowe.
(c) Niektore sady realne sa finitystyczne.
(d) Niektore sady realne sa infinitystyczne.
(e) Sady idealne mozna traktowac¢ na dwa sposoby: wy-
facznie jako infinitystyczne badz wytacznie jako finity-
styczne.

¥ Hilbert w jednym z artykutow wyjasnil, co rozumie przez poza-
skonczone metody: ,,Pozaskonczone wnioskowania beda oznaczone
w potocznym jezyku przez nastgpujace stowa: wszystkie, istnieje,
tertium non datur, indukcja zupetna” (,,Die transfiniten Schlusswe-
isen werden in der gewohnlichen Sprache durch folgende Stichworte
bezeichnet: alle, es gibt, tertium non datur, vollstindige Induktion™).
D. Hilbert, Die logischen Grundlagen der Mathematik, ,,Mathe-
matische Annalen” 1923, t. 88, s. 156.
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W tym ujgciu strategia proponowana przez Hilberta przed-
stawia si¢ nastgpujaco. Wyrazenia idealne mozna traktowac fi-
nitystycznie, jako ,,znaki bez tresci”. Tak np. w przywotywa-
nym réwnaniu:

atl=1+a

symbol ,,a” mozna traktowa¢ idealnie badz realnie. Jesli trak-
towany jest on realnie, to stanowi zmienna, ktora przebiega
przeliczalnie wiele liczb; w takiej sytuacji ,,a” co$ ,,znaczy”.
To prowadzi do wskazanych problemoéw z zastosowaniem za-
sady wylaczonego $rodka. Tymczasem potraktowanie ,,a” jak
wyrazenia matematyki idealnej sprawia, ze ,,a” nic nie znaczy,
a jedynie moze by¢ przedmiotem operacji przeprowadzanych
zgodnie z pewnymi przyjetymi regutami. Co wazniejsze, ,,a” ro-
zumiane idealnie mozna traktowac jako konkretny, dany w intu-
icji (= oczywisty) znak.

Idea Hilberta sprowadza si¢ do tego, by cata matematyke
wywies¢ z finitystycznie rozumianych sadoéw idealnych, stad
pomyst systemu formalnego i Hilbertowska teoria dowodu. Taki
Sposob postawienia sprawy narazony jest na zarzut, ktory Det-
lefsen okresla mianem problemu Fregego®. W 1903 roku Gott-
lob Frege pisal:

(...) rozumowanie nie sktada si¢ ze znakéw. Mozemy jedynie po-
wiedzie¢, ze przy przejsciu od jednej grupy znakéw do drugiej

moze nam si¢ czasami zdawac, iz przedstawiono nam rozumo-

% Por. M. Detlefsen, Hilbert’s Program..., dz. cyt.
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wanie. Rozumowanie (wynikanie) po prostu nie nalezy do dzie-
dziny znakow; stanowi ono raczej wypowiedzenie sadu dokona-
nego w zgodzie z prawami logiki na bazie wczesniej uznanych
sadow. Kazda z przestanek jest okreslona mysla rozpoznawana
jako prawdziwa; takze w konkluzji pewna okreslona mysl jest

rozpoznawana jako prawdziwa’'.

Zarzut Fregego jest powazny i wskazuje na najbardziej pro-
blematyczna i rzadko komentowana ceche programu Hilberta.
Detlefsen twierdzi, ze rozwiazaniem problemu Fregego jest sto-
sowana przez Hilberta Strategia Wymiany Metamatematycznej:
dowody uzyskane w matematyce idealnej sa oceniane na po-
ziomie metamatematyki, ktdra jest treSciowa oraz finitystyczna.
Nalezy w tej sytuacji zapytac, co zyskuje si¢ poprzez wprowa-
dzenie teorii dowodow przeprowadzanych na zdaniach ideal-
nej matematyki, skoro i tak musza one podlega¢ ocenie me-
tamatematycznej, ktora jest ,.tre§ciowa”? Odpowiedz Hilberta
na ten zarzut jest ztozona®. Po pierwsze, Hilbert stwierdza, ze
jego metoda jest bardziej skuteczna (efektywna) niz tradycyjne,
tresciowe metody matematyczne. Po drugie, pozwala ona na
precyzyjne przedstawienie wszystkich krokow rozumowania.
Dzigki przeprowadzaniu operacji na zdaniach matematyki ide-
alnej mamy petna kontrole nad kazdym krokiem dowodu. Zwia-

zane jest to — po trzecie — z faktem, ze proponowana metoda

31 G. Frege, Grundgesetze der Arithmetik, Jena 1903, t. 2, s. 82.
32 Por. D. Hilbert, The Foundation of Mathematics, dz. cyt.
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jest finitystyczna. W koncu — po czwarte — Hilbert nie sugeruje,
by calkiem wyrugowa¢ matematyke tresciowa. Wiele dowodow
matematycznych, np. w elementarnej teorii liczb, ma tak prosta
postac ,.treSciowa”, ze bezcelowe i nieefektywne bytoby prze-
prowadzanie ich w formie ,,idealnej”. Niemniej duza cz¢$¢ ma-
tematyki treSciowej, w szczego6lnosci ta wymagajaca dowodow
niekonstruktywnych, daje si¢ dowies¢ srodkami finitystycznymi
jedynie w matematyce idealne;.

Trzeba raz jeszcze podkresli¢, ze zaproponowana przez Hil-
berta metoda dowodzenia twierdzen matematycznych ma ,,dwie
warstwy” czy tez ,,dwa etapy”. Pierwszy z nich to przeprowa-
dzony w matematyce idealnej dowdd w sensie $cistym, w kto-
rym kazdy krok dowodu jest albo aksjomatem systemu, albo
wynika z aksjomatu lub innego dowiedzionego wczesniej zda-
nia na mocy regut inferencyjnych. Drugi polega na zastosowa-
niu Strategii Wymiany Metamatematycznej i sprowadza si¢ do
metamatematycznej oceny uzyskanego twierdzenia, tj. do przy-
pisania zdaniu matematyki idealnej tresci matematycznej. Wi-
da¢ z tego jasno, ze uznawanie, iz formalizm programu Hilberta
redukuje matematyke do ,,wolnej gry symboli”, jest nieporozu-
mieniem.

PrzejdZzmy teraz do drugiej interpretacji, ktora zdaje si¢ do-
minowac w historycznych badaniach nad programem Hilberta®.

Podsumowac ja mozna krétko w sposob nastepujacy:

3 D.W. Galloway, Finitism..., dz. cyt. Por. takze R. Zach, Hilberts
Finitism, dz. cyt.
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(Interpretacja 2)

(a) Sady i dowody realne = sady i dowody tresciowe = sady
i dowody finitystyczne.

(b) Sady i dowody idealne = sady i dowody formalne = sady
i dowody infinitystyczne.

Galloway — zwolennik tej interpretacji — twierdzi dodat-
kowo, ze nie wszystkie wyrazenia symboliczne (np. zmienne)
naleza do matematyki idealnej. Uwaza, ze finitystyczna czg$¢
matematyki mozna utozsamic¢ z Primitive Recursive Arithme-
tics Thoralfa Skolema.

Wedtug Gallowaya program Hilberta sktada si¢ z trzech
elementow: programu niesprzecznos$ci, programu konserwacji
i tzw. Gltownego Argumentu (Master Argument). Program nie-
sprzecznos$ci polega na udowodnieniu niesprzecznosci systemu
formalnego, w ktorym zawarta jest matematyka infinitystyczna.
Program konserwacji zmierza do wykazania, ze cata matema-
tyka klasyczna jest konserwatywnym rozszerzeniem finitystycz-
nego fragmentu matematyki. Gtowny Argument pokazuje z kolei
zwigzek miedzy oboma programami: wykazujemy w nim, iz jesli
mamy finitystyczny dowod niesprzecznos$ci dla systemu ideal-
nego /, to dla dowolnej skonczonej formuty S dowiedlnej w / mo-
zemy efektywnie skonstruowac czysto finitystyczny dowod S.

Interpretacja Gallowaya budzi pewne watpliwosci. Po
pierwsze, trudno ja pogodzi¢ z wyraznymi deklaracjami Hil-
berta. W cytowanym powyzej fragmencie wyktadu z 1926

roku Hilbert explicite stwierdza, ze zmienne, funktory logiczne
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i inne wyrazenia budujace sady idealne nalezy traktowaé jak
skonczone znaki. Po drugie, trudno zrozumie¢, dlaczego Hil-
bert wyroznia trzy rdézne pary pojec, ktére oznaczaja to samo.
Wreszcie nie jest do konca jasne, w jaki sposob dowie$¢ mozna
niesprzecznosci systemu idealnego 7, jesli formuty tego systemu
nie sa traktowane finitystycznie.

Wydaje sig, ze przywotane roznice i watpliwos$ci interpre-
tacyjne nie sa przypadkowe. Wing za nie ponosi — w pewnej
mierze — sam Hilbert, ktory nie przedstawiat swych idei filozo-
ficznych z jaka$ nadzwyczajna jasnoscia. Pewne znaczenie ma
rowniez fakt, ze koncepcje niemieckiego matematyka ewolu-
owaly w czasie. Wedlug nas program Hilberta mozna przedsta-
wi¢ W sposob nastepujacy:

(ETAP 1) Identyfikacja niebudzacej watpliwosci, finitystycznej
czes$ci matematyki realnej (tresciowe;j).

(ETAP 2) Formalizacja tej czg$ci matematyki (przy czym nie ma
znaczenia, czy t¢ formalna cz¢$¢ bedziemy juz nazywaé matema-
tyka idealna, czy ciagle realna).

(ETAP 3) Zbudowanie odpowiedniego systemu formalnego (ak-
sjomatow i regut inferencyjnych), z ktorych da si¢ zrekonstruowaé
finitystyczna cz¢$¢ matematyki. Sformalizowana matematyka tre-
sciowa petni w tym procesie funkcj¢ heurystyczna; mozna zatem
powiedzie¢, ze na tym etapie aksjomaty traktowane sa ,,tresciowo””.
(ETAP 4) Potraktowanie skonstruowanego systemu formalnego
jako zbioru skonczonych znakow (finitystyczna matematyka ide-

alna w sensie Detlefsena).
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(ETAP 5) Dowdd niesprzecznosei (i ewentualne inne dowody
metamatematyczne) systemu formalnego. Dowody te sa przepro-
wadzane w metamatematyce, ktora jest finitystyczna i tresciowa
(operuje si¢ tu na skonczonych znakach).

(ETAP 6) Metamatematyczna (tre§ciowa) ocena (,,interpretacja’”)
twierdzen wygenerowanych przez system formalny. Udowod-
niona wczesniej niesprzecznos$¢ tego systemu gwarantuje praw-
dziwo$¢ uzyskanych twierdzen (na mocy argumentu przypomi-

najacego Glowny Argument Gallowaya).

Jak wida¢, tak zarysowany program przypomina metode
Gordana: w trakcie obliczen wyrazenia zapisane symbolicz-
nie traktujemy jak ,,pozbawione tresci”, a ich tre§ciowej oceny
dokonujemy jedynie na wstgpie (formulujac aksjomaty) i na
koncu (metamatematycznie oceniajac uzyskane wyniki). Po-
dobienstwo to jest jednak ztudne. Kluczowa roéznica obu ujec
sprowadza si¢ do tego, ze Hilbert mowi o stworzeniu systemu
aksjomatycznego. System ten — by uwiarygodni¢ uzyskane
w jego ramach wyniki — nalezy za kazdym razem poddac ana-
lizie, aby wykaza¢, iz jest on niesprzeczny, zupely i rozstrzy-
galny.

Postulat niesprzecznosci jest oczywisty i byt powtarzany
przez Hilberta przy kazdej okazji prezentacji idei systemu for-
malnego i dowodu. W wyktadzie z 1927 roku Hilbert tak przed-
stawia to zagadnienie, wiazac je z wprowadzeniem rozroznienia

na matematyke idealna i realna:
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W obecnej sytuacji problemowi niesprzeczno$ci mozna
w pelni zaradzi¢, jako Ze celem po wprowadzeniu przedmio-
tow idealnych staje si¢ wykazanie, iz niemozliwe jest otrzy-
manie dwoch logicznie sprzecznych sadow, np. Y i ~Y. Jak za-
znaczatem, zdanie
(A& ~A)> B
wynika logicznie z aksjomatéow dla negacji. Jesli zastapimy
w nim A sadem Y, a B nierownoscia 0 # 0, to otrzymamy:
Y &~Y) > (0#£0).

Gdy mamy juz t¢ formutg, mozemy wywies¢ formute 0 £0 z Y
i ~Y. By dowie$¢ niesprzecznosci, musimy wige jedynie wyka-
zaé, ze 0 # 0 nie mozna uzyskac z naszych aksjomatéw poprzez
zastosowanie obowiazujacych regut, a zatem ze 0 # 0 nie jest do-
wiedlne. A jest to zadanie, ktore miesci si¢ w dziedzinie intuicji,
tak jak np. w dziedzinie tresciowej teorii liczb miesci si¢ zada-
nie dowiedzenia, ze pierwiastek kwadratowy z 2 jest liczba nie-
wymierna. (...) Sformalizowany dowod — tak jak liczebnik — jest
konkretnym, poznawalnym obiektem, ktory mozna zakomuniko-
wac w calosci. To, ze ostatnia formula dowodu jest ,,0 # 07, jest
takze wilasnoscia dowodu, ktora mozna ustali¢ konkretnie. Taki
dowo6d mozna przeprowadzié, co uzasadnia wprowadzenie na-
szych idealnych sadow. Jednoczesnie tatwo dostrzec, ze pozwala
to takze na rozwiazanie problemu (...) dowiedzenia niesprzecz-

nosci aksjomatoéw arytmetyki*.

** D. Hilbert, The Foundation of Mathematics, dz. cyt.
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Warto podkresli¢, ze proponowany przez Hilberta dowod
niesprzecznos$ci arytmetyki ma by¢ dowodem metamatematycz-
nym, tj. ze istotna jego czg$¢ opiera si¢ na rozwazaniach ,,tre-
sciowych”, ktore jednak wykorzystuja jedynie metody finity-
styczne.

Drugim postulatem Hilberta odnos$nie do systemu formal-
nego jest jego zupelnos$c. Wymog ten zostat po raz pierwszy
zdefiniowany precyzyjnie w heidelberskich wyktadach Hilberta
z 1917 roku:

Spojrzmy teraz na problem zupetno$ci. Nazwiemy rozwazany
system aksjomatow zupelnym, jesli zawsze uzyskamy sprzeczny
system aksjomatow, jesli tylko dodamy formutle, ktorej nie da si¢

wywies¢ z dotychczasowego systemu podstawowych formut®.

Problem zupetno$ci wymaga dtuzszego komentarza. Juz we
wczesniejszych pismach i wypowiedziach Hilberta mozna odna-
lez¢ postulat zupetnosci, cho¢ sformutowany nieformalnie badz
ograniczony do jednej dziedziny matematycznej i przedsta-
wiony jako aksjomat. I tak w Grundlagen der Geometrie wpro-
wadzony zostal aksjomat V(2), ktéry stwierdza, ze niemozliwe
jest rozszerzenie systemu punktow, linii i plaszczyzn poprzez

dodanie nowych obiektow tak, by inne aksjomaty pozostaty

% D. Hilbert, Prinzipien der Mathematik, wyktad z 1917 roku, cyt.
za: W. Sieg, Hilbert'’s Programs: 1917—1922, , Department of Philoso-
phy” 1997, Paper 540, http://repository.cmu.edu/philosophy/540.
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spelnione®*. W 1905 roku Hilbert sformutowat podobny ak-
sjomat dla liczb rzeczywistych. W tym samym dziele postawit
ogolne pytanie o zupetnosé: czy system aksjomatow wystarcza,
by dowies¢ wszystkich ,,faktow” badanej teorii?*’

Latwo zauwazy¢, Zze pojecie zupelnosci sformutowane
przez Hilberta w 1917 roku jest wlasnos$cia systemu formal-
nego (jest zatem pojeciem metamatematycznym). Co wigeej,
zdefiniowana wtasnos¢ to tzw. zupetnos$¢ (syntaktyczna) w sen-
sie Posta. Nalezy ja odrozni¢ od tzw. negacyjnej zupetnosci syn-

taktycznej definiowanej w sposob nastepujacy:

System S nazywamy zupelnym w sensie negacyjnym, jezeli dla
kazdej formuty A systemu S (tj. wyrazonej w jezyku systemu S)

albo A, albo ~A jest twierdzeniem systemu S.

Latwo zrozumie¢, dlaczego Hilbert postuguje si¢ pojeciem
zupetos$ci w sensie Posta, a nie zupelnosci negacyjnej. Jego
postulat ma odnosi¢ si¢ do wszelkich systemow formalnych,
w tym do systemow logicznych. W systemach takich, np. w ra-
chunku zdan badz w rachunku predykatow, zupeto$é negacyjna
w sposob trywialny nie jest spetniona (np. ani p, ani ~p nie sa

twierdzeniami rachunku zdan).

% Wydaje si¢ zatem, ze taki wymog zupelnosci mial charakter sys-
temowy, a nie metalogiczny, w przeciwienstwie do pogladow z 1917
roku.

7 Por. R. Zach, Hilberts Finitism, dz. cyt.
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Hilbert nie formutuje takze wymogu zupelnos$ci semantycz-
nej (pelosci), tzn. ze wszystkie formuly systemu S, ktore sa
prawdziwe (dla okreslonego modelu), sa jego twierdzeniami.
Nie ma to zwiazku, jak mozna by przypuszczaé, z faktem, ze
wyrazne rozréznienie migdzy semantyka a syntaktyka nastapito
dopiero wraz z pracami Alfreda Tarskiego w latach trzydzie-
stych XX wieku. Badania historykéw wskazuja®, ze w szkole
Hilberta odr6zniano pojgcia zupetos$ci syntaktycznej i seman-
tycznej jeszcze przed rokiem 1920. Wydaje sig raczej, ze wymog
zupelosci semantycznej nie zostal sformutowany w ramach
programu Hilberta, gdyz nie wspotgrat on z formalistycznym
charakterem tego programu; problem prawdziwosci tez arytme-
tyki pojawia si¢ dopiero na poziomie metamatematycznej oceny
twierdzen systemu formalnego, juz po udowodnieniu twierdze-
nia o niesprzecznos$ci, zupetnosci itd. Mozna jednak przyjac,
ze dla Hilberta zupelno$¢ syntaktyczna (w sensie Posta) miata
gwarantowac¢ zupelnos¢ semantyczna®.

Trzeba jeszcze dodac, ze wymog zupetnosci mozna traktowac
jako precyzacje jednego z aspektow postulatu Hilbertowskiego,
ktory wynika z odrzucenia ignorabimus i ktory nazwalismy (P2):

(P2) Mozna dowies¢ wszelkich twierdzen matematycznych.

Mozemy zatem zapisac:

(P2.1)System formalny powinien by¢ zupelny wsensie Posta.

3% Por. R. Zach, Hilbert's Program, dz. cyt.
3 Tamze.
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Podobnie rzecz si¢ ma z trzecim wymogiem sformutowa-
nym przez Hilberta, tj. z rozstrzygalnoscia. Tak jak w przypadku
zupetosci Hilbert nawiazywat do rozstrzygalno$ci juz w wy-
ktadach z 1905 roku. Jednak, jak twierdzi Zach®, pierwszym,
ktory precyzyjnie wyrazit ten postulat, byt Heinrich Behmann,
ktory w swej pracy habilitacyjnej z 1921 roku pisat:

Nalezy wskaza¢ ogdlny zbior instrukcji, na ktorych podstawie
da sig¢ okresli¢, w skonczonej liczbie krokéow, poprawnos¢ badz
falszywo$¢ dowolnego twierdzenia sformutowanego za pomoca

srodkow logicznych?!.

Najstynniejsze sformutowanie Entscheidungsproblem po-
chodzi od Hilberta i Wilhelma Ackermanna z Grundzuge der
theoretischen Logik z 1928 roku:

Entscheidungsproblem zostanie rozwiazany, gdy kto§ wskaze
procedure, ktora pozwoli na ustalenie w skonczonej liczbie ope-
racji, czy dane wyrazenie logiczne jest co do zasady prawdziwe
badz spetnialne. Rozwiazanie Entscheidungsproblem ma funda-
mentalne znacznie dla teorii tych wszystkich dziedzin, ktérych
twierdzen dowodzi¢ mozna logicznie ze skonczonego zbioru ak-

sjomatow*.

4 Tamze.

4 Cyt. za: tamze.

“ D. Hilbert, W. Ackermann, Grundzuge der theoretischen Logik,
New York 1946.
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Jak wspominali$my, postulat rozstrzygalno$ci mozna uwa-
za¢ za doprecyzowanie (P2):
(P2.2) System formalny powinien by¢ rozstrzygalny.

Warto jednak zauwazy¢, ze istnieje pewna roéznica mig-
dzy wymogiem zupelnos$ci a wymogiem rozstrzygalnosci®. Ten
pierwszy pojawiat si¢ poczatkowo w pismach Hilberta jako ak-
sjomat systemow formalnych (np. geometrii). Dopiero od okoto
1918 roku zaczgto go traktowac jako metamatematyczny wy-
moég natozony na system formalny. Rozstrzygalnos¢ nigdy nie
byta ujmowana jako aksjomat. Co wigcej, problem rozstrzygal-
no$ci formutowany jest przez Hilberta i jego uczniow bardziej
jako pytanie, a nie jako postulat, ktory musi zosta¢ spetniony

przez system formalny.

3. Podmiot matematyczny

Tak rozumiany program Hilberta presuponuje pewne tezy od-
nos$nie do cech, ktore musi spelnia¢ podmiot uprawiajacy mate-
matyke. Niektore z tych wlasnos$ci sa zwiazane z sama idea sys-
temu formalnego. By moc skonstruowac taki system i si¢ nim

postugiwac, podmiot musi potrafi¢ co najmniej:

# Cho¢ mozna rozumie¢ wymog zupelnosci jako wymog rozstrzygal-
no$ci. Mianowicie teoria jest zupekna, gdy nie istnieja w niej wyraze-
nia nierozstrzygalne.
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(P1) Identyfikowac i reidentyfikowac znaki.

(P2) Manipulowa¢ znakami.

(P3) Stosowac reguty manipulacji znakami.

(P4) Reaplikowac te reguty (potencjalnie wiele razy).

Trzecia presupozycja jest najciekawsza. Czym jest bowiem
reguta manipulacji znakami? Wezmy dla przyktadu regute mo-

dus ponens:

gdzie A i B to metajgzykowe zmienne oznaczajace dowolne, po-
prawnie zbudowane wyrazenia danego systemu formalnego. AiB
odnosza si¢ zatem do potencjalnie nieskonczenie wielu wyrazen.
Mowiac inaczej, umiejetnos¢ zastosowania reguly to umiejetnosé
manipulowania — w taki sam sposdb — potencjalnie nieskonczenie
wieloma symbolami. Jest to, jak si¢ wydaje, bardzo mocna cecha
podmiotu matematycznego. Podobna sytuacja zachodzi w przy-
padku presupozycji P4: podmiot musi mie¢ zdolnos¢ do poten-
cjalnie nieskonczenie wielu zastosowan tej samej reguty.
Dodatkowe wtasnosci podmiotu wiaza si¢ zrozumowaniami
tresciowymi, a zatem zar6wno z finitystycznymi rozumowaniami
matematycznymi, ktore maja prowadzi¢ do sformutowania ak-
sjomatow, jak i z metamatematyczng oceng uzyskanych w ra-

mach systemu wynikéw. Podmiot Matematyczny musi zatem:
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(P5) Postrzegac tresciowo finitystyczne przedmioty mate-
matyczne.

(P6) Potrafi¢ przyporzadkowa¢ tym przedmiotom znaki,
a takze umie¢ ,,odkodowac” te przedmioty ze znakow.

Wszystko to wskazuje, ze matematyka nie jest dla Hilberta
,»wolna gra symboli”; cho¢ system formalny potrzebny jest po
to, by uniknac¢ probleméw z nieskonczonoscia aktualna, nie wy-
czerpuje on matematyki.

Co cickawe, Hilbert wypowiedzial si¢ explicite na temat
Podmiotu Matematycznego. W nieopublikowanym wyktadzie
pt. Logische Prinzipien des mathematischen Denkens z 1905
roku, zanotowanym przez Ernsta Hellingera, Hilbert postulo-
wat istnienie nauki metodologicznie wczesniejszej od matema-
tyki i nawet sformutowat w przyblizeniu jeden z jej aksjoma-
tow. Ow aksjomat nazwat Aksjomatem Myslenia (Aksjomatem

Istnienia Inteligencji):

Mam zdolno$¢ do myslenia rzeczy i oznaczania ich za pomoca
prostych znakéw (a, b, X, Y...) w tak catkowicie charaktery-
styczny sposob, ze mogg je zawsze rozpoznac bez watpliwosci.
Mo¢j umyst operuje tymi oznaczonymi rzeczami na pewne Spo-
soby, wedle pewnych praw, i jestem w stanie rozpoznac te prawa

przez samoobserwacje¢ i doskonale je opisac*.

# Cyt. za: M. Hallet, Hilberts Axiomatic Method and the Laws of
Thought, [w:] Mathematics and Mind, red. A. George, Oxford 1994.
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Ta wypowiedz Hilberta wymaga krotkiego komentarza.
Po pierwsze, podmiot ten doskonale ,,wpasowuje si¢” w finity-
styczne tezy filozofii Hilberta. Mozna by wrecz powiedzieé, ze
opisany powyzej podmiot posiada doktadnie te wtasnosci, ktore
sa konieczne do ,,widzenia w intuicji” systemu formalnego rozu-
mianego jako system skonczonych symboli, dowodzenia (fini-
tystycznie) twierdzen metamatematycznych o tych symbolach,
dokonywania tresciowej, metamatematycznej oceny twierdzen
wytworzonych w ramach systemu formalnego itd. Z drugiej
strony podmiot taki nie jest w stanie ocenia¢ poprawnie (by¢
pewny prawdziwos$ci) twierdzen infinitystycznych.

Po drugie, Hilbertowski Podmiot Matematyczny nosi wy-
razny rys kantowski. Wida¢ to jasno, gdy poréwna si¢ propo-
zycje Hilberta z podobnym, na pierwszy rzut oka, ,,aksjoma-
tem” nauki uprzedniej wobec matematyki, ktory sformutowat
w Lehrbuch der Arithmetik und Algebra z 1873 roku Ernst
Schroder. ,,Aksjomat” ten, ,,jeden jedyny”, jak okresla go sam
autor, to ,,aksjomat trwatosci znakow”. Gtosi on:

We wszystkich naszych derywacjach i konkluzjach znaki pozo-
staja w naszej pamigci i — co moze wazniejsze — na papierze (...).
Bez tej zasady ustalonej w drodze dedukcji i generalizacji na pod-
stawie bogatego doswiadczenia jakakolwiek indukcja bytaby ilu-
zoryczna, jako ze dedukcja zaczyna si¢ w chwili, gdy — po ,,prze-
braniu” wlasnos$ci przedmiotow w znaki — analiza przedmiotow
zostaje zastapiona analizg znakow™®.

* E. Schroder, Lehrbuch der Arithmetik und Algebra fur Lehrer und
Studirende, Leipzig 1873.
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Ten Schroderowski ,,aksjomat” zostat wy$miany przez zna-
nego filozofa neokantowskiego Leonarda Nelsona. Zdaniem
Nelsona takie znaki, ktorymi miataby operowa¢ matematyka,
bytyby ,,$ladami kredy na tablicy. By znalez¢ wnioskowania po-
wszechnie wazne, matematyka potrzebuje pewnych warunkow
wstepnych odnosnie do statosci jej znakow; warunki te musza
by¢ same apodyktycznie wazne. Jesli przedmiotami matema-
tyki bytyby §lady kredy na tablicy, matematyka potrzebowataby
apodyktycznie pewnego aksjomatu, twierdzacego, ze §lady te sa
trwatle i ze mozna postawi¢ je w dowolnym miejscu na tablicy.
I aksjomat ten — jako apodyktyczne twierdzenie — bylby twier-
dzeniem a priori. Wyobrazcie to sobie: wiedza a priori o wiecz-
nie trwalej kredzie! Kto$, kto uwaza, ze mozna oby¢ sig¢ bez
ugruntowania matematyki na czystej intuicji czasu, musi w za-
mian zwigza¢ los wiedzy apriorycznej z losem kredy i tabli-
cy”™®. Krytyka Nelsona wymierzona w ,,metafizyke kredy” jest
w gruncie rzeczy krytyka takich prob ugruntowania matema-
tyki, ktore zamiast do struktur podmiotu transcendentalnego od-
wotuja si¢ do empirii.

Nelson stuchat wyktadow Hilberta w 1905 roku i wydaje
sig, ze nie mial powodoéw, by krytykowa¢ Hilbertowski ,,ak-
sjomat mys$lenia”, tak jak to uczynit z postulatem Schrodera.
Transcendentalno$¢ Hilbertowskiego podmiotu wida¢ na dwoch
poziomach. Po pierwsze, przedmioty, ktére podmiot matema-
tyczny ,,widzi”, nie maja charakteru empirycznego. Dotyczy

% L. Nelson, Kritische Philosophie und mathematische Axiomatik,
,,Unterrichtsblitter fiir Mathematik und Naturwissenschaften” 1959,
nr 34, s. 140.
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to zarowno (tre$ciowych) przedmiotow matematycznych, jak
i znakow, ktorymi przedmioty te zastgpujemy; nie jest to jednak
przy tym kontemplacja obiektow platonskich. Po drugie, pod-
miot matematyczny jest zdolny do rozumienia i stosowania re-
gut — 1 to stosowania ich potencjalnie nieskonczenie wiele razy.

Czym w takim razie ro6zni si¢ Hilbertowski Podmiot Ma-
tematyczny od Kantowskiego Podmiotu Transcendentalnego?
Mozna zaryzykowac twierdzenie, ze — na najogo6lniejszym po-
ziomie — niczym. Gloéwna réznica migdzy Kantem a Hilber-
tem sprowadza si¢ do tego, ze rozumienie, czym jest matema-
tyka, zmienito si¢ w ciagu XIX wieku w zasadniczy sposob. Dla
Kanta paradygmatem wiedzy matematycznej wciaz byta geo-
metria Euklidesa: i arytmetyka, i algebra miaty swoje zakorze-
nienie w intuicji przestrzeni. Pokazuje to dobitnie Lisa Shabel,
ktora — analizujac podrecznik do matematyki Christiana Wolfta,
z ktorego najprawdopodobniej uczyt swych studentow Kant —
wykazuje, ze dla myslicieli X VIII wieku arytmetyka byta ugrun-
towana na relacjach geometrycznych, algebra zas$ nie stanowita
w ogoble odrgbnej dyscypliny matematycznej, a jedynie narzeg-
dzie wykorzystywane w rozwazaniach geometrycznych i aryt-
metycznych?. Tymczasem — jak ilustruje to dobitnie przywo-
tana na poczatku tego artykutu historia problemu Gordana — dla
Hilberta arytmetyka i algebra byly juz catkiem samodzielnymi,

niesprowadzalnymi do geometrii dziedzinami matematyki. T¢

47 Por. L. Shabel, Kant on the ‘Symbolic Construction’ of Mathemati-

cal Concepts, ,,Studies in the History and Philosophy of Science”
1998, t. 29, nr 4, s. 589-621.
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roéznicg migdzy Kantem a Hilbertem mozna tez zobrazowac,

przywotujac sposob, w jaki rozumieli oni aksjomaty. Kant pisze:

Matematyka jest zdolna do posiadania aksjomatoéw, gdyz za po-
mocg konstrukcji poje¢ w danych naocznych przedmiotu moze
jego cechy powiazaé z soba a priori i bezposrednio, np. ze trzy
punkty leza zawsze w jednej plaszczyznie. Zasada syntetyczna
nie moze natomiast nigdy by¢ bezposrednio pewna jedynie na

podstawie pojec*.

I gdzie indzie;j:

Zasady dyskursywne sg czyms$ innym niz intuitywne, tzn. aksjo-
maty. Tamte domagaja si¢ zawsze jeszcze dedukcji, bez ktorej te
moga zupelnie si¢ oby¢, a poniewaz te sa wtasnie z tego powodu
oczywiste, czego zasady filozoficzne przy catej ich pewnosci nie
moga przeciez nigdy udawac, wigc nieskonczenie wiele brak do
tego, by jakiekolwiek twierdzenie syntetyczne czystego i trans-
cendentalnego rozumu bylo tak oczywiste, jak zdanie ,,dwa razy

dwa jest cztery”™°.

Dla Kanta zatem aksjomaty sa twierdzeniami absolutnie
pewnymi (bo apriorycznymi), ktére sa oparte na bezposred-
nim ogladzie intuicyjnym. Jako takie jednak sa, po pierwsze,

# 1. Kant, Krytyka czystego rozumu, thum. R. Ingarden, Kety 2006,
B761.
# Tamze.
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tresciowe 1, po drugie, nie odgrywaja Zadnej istotnej roli in-
ferencyjnej. W gruncie rzeczy bez aksjomatéw mozna by sig
obejs¢, jako ze kazde twierdzenie matematyczne udowadniamy
— ostatecznie — dokonujac odpowiedniej konstrukcji w naocz-
nos$ci. Zreszta monadyczna logika, ktora dysponowat Kant, by-
laby nieprzydatna do wyprowadzania nietrywialnych twierdzen
matematycznych z tak rozumianych aksjomatow®. Tymczasem
Hilbert przyznaje aksjomatom — ktore mozna potraktowac jako
ciag nic nieznaczacych symboli — rolg zgota odmienna. Idea sys-
temu aksjomatycznego jest sposobem na to, by pokazac¢ powia-
zania migdzy prawdami matematycznymi i lepiej je zrozumiec.

Te rozbieznosci migdzy Kantowskim a Hilbertowskim ro-
zumieniem matematyki nie powinny przestania¢ istotnych po-
dobienstw. I Kant, 1 Hilbert twierdza, ze matematyk nie zajmuje
si¢ ani obiektami empirycznymi, ani ,,czysto platonskimi”. Obaj
— jeden explicite, a drugi implicite — postuluja istnienie pod-
miotu o charakterze transcendentalnym, ktoérego cechy, przekra-
czajace zdolnosci jakiegokolwiek podmiotu empirycznego, sta-

nowia warunek konieczny uprawiania matematyki.

Jesli nasze ustalenia sa poprawne, to filozofia matematyki Hil-
berta zaktada bardzo silng metafizyke. Jest to ukryta metafizyka

% Por. B. Brozek, A. Olszewski, The Mathematics of the Transcen-
dental Ego, ,,Copernicus Center Reports”, t. 2, Krakow 2011 i litera-
tura tam cytowana.
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Podmiotu Matematycznego, ktory, cho¢ z pewnymi zastrzeze-
niami, mozna utozsamia¢ z Kantowskim Podmiotem Trans-
cendentalnym. Nie powinno to jednak zaskakiwac¢. Elementy
Kantowskie odgrywaly kluczowa, cho¢ nieraz dobrze ,,ukryta”
rolg¢ w wielu koncepcjach filozoficznych powstalych w pierw-
szej polowie XX wieku. Znakomitego przykladu dostarczaja
tu poglady Rudolfa Carnapa. W Der logische Aufbau der Welt
i w Logical Syntax of Language podjat on bezkompromisowa
probe wyrugowania metafizyki z filozofii. W rozwinigtej wersji
jego koncepcji, zgodnie z zasada tolerancji, istniata mozliwos¢
wyboru dowolnego jezyka, ktory to wybdr konstytuuje sposodb
pojmowania $wiata. Zaden jezyk nie jest jednak w tym kon-
tekscie uprzywilejowany. Ten projekt Carnapa ponidst kleske,
ktora Stanistaw Wszotek podsumowuje w sposob nastgpujacy:

[Carnap] byt ukrytym kantysta. (...) [Jego] zamierzenia okazaty
si¢ chybione. Okazaly si¢ takimi nie tylko dlatego, Zze postulat
neutralnos$ci jest utopijny, ale takze dlatego, ze Carnap, zwalcza-
jac metafizyke m.in. Kanta, ciagle pracuje w ramach kantow-
skiego programu. Inaczej méwiac, w Carnapowskim rozumieniu
konstruowania lub konstytuowania, jak réwniez w jego formal-
nym podejsciu do kwestii filozoficznych, nie ma zadnej neutral-
nosci, gdyz logika kantyzmu przenika wszystkie projekty Car-
napa. (...) Wybdr systemu jezykowego, podobnie jak u Kanta,
jest praktycznym wyborem na poziomie transcendentalnym.
W tym kontekscie ,,transcendentalny” znaczy tyle, ze uzytkownik

jezyka decyduje o regulach na podstawie warto$ci, ktore kieruja
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jego wyborami. Oczywiscie uzytkownik jezyka nie jest neutralny.
(...) Podmiot konstruujacy nie jest podmiotem empirycznym, bo
ten sam jest ,,owocem” konstrukcji. [Carnap mowi], ze podmiot
byltby empiryczny, gdyby ,,zycie” i ,,oddychanie” byly terminami
w systemie semantycznym. A zatem jesli podmiot nie ma charak-
teru empirycznego, to jaki jest jego status? Mozliwa spdjna odpo-

wiedzZ kaze przypisa¢ mu transcendentalny charakter®'.
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