Bernard Bolzano:
pierwsze
(historycznie)
matematyczne
ujecie pojecia
kontinuum

Lukas Benedikt Kraus, Der Begriff des
Kontinuums bei Bernard Bolzano,
Beitrdge zur Bolzano-Forschung, vol.
25, Academia Verlag, Sankt Augustin
2014, 55. 112

W punkcie wyjscia swej ksigzki Lu-
kas Kraus stwierdza, Ze pojecie kon-
tinuum nie tylko zajmuje centralne
miejsce w Bolzanowskiej matema-
tyce i filozofii, ale jest réwniez zasad-
niczym pojeciem nowoczesnej ma-
tematyki. Jednakze istniejg bardzo
rozbiezne opinie na temat tego, czy
Bolzano we wszystkich fazach swo-
jej dziatalnosci postugiwat si¢ jedno-
lita definicjg kontinuum. Pochodnym
problemem jest to, jak z dzisiejszego
punktu widzenia interpretowa¢ Bol-
zanowskie okreslenia kontinuum.
Celem Krausa jest podanie jed-
nolitej interpretacji istotnych Bolza-
nowskich okresleri kontinuum, a p6z-
niej poréwnanie jej z nowoczesnym —
matematycznym — okreSleniem kon-
tinuum. Dysponujac tymi wynikami
chce odnies¢ si¢ do dotychczaso-

wych interpretacji Bolzanowskiego
pojecia kontinuum.

Dla zrealizowania swych celow
Kraus klarownie dzieli tekst na sze$¢
rozdziatéw. W pierwszym przed-
stawia cztery Bolzanowskie okre-
Slenia pojecia kontinuum. W dru-
gim analizuje teksty praskiego ma-
tematyka i wskazuje, Ze s3 one ze
sobg spdjne, co pozwala mu wy-
interpretowa¢ Bolzanowska defini-
cj¢ kontinuum. Trzeci rozdzial za-
wiera prob¢ poréwnania tej defini-
cji z nowoczesna (Cantor, Hausdorff)
matematyczna koncepcja kontinuum.
Czwarty rozdzial wskazuje, ze Bol-
zano nie traktowal kontinuum je-
dynie jako abstrakcyjnego, matema-
tycznego pojecia, ale réwniez jako
pojecie zaangazowane metafizycznie
w jego filozofi¢ przyrody. Kolejny
rozdziat zawiera przeglad dotychcza-
sowych interpretacji Bolzanowskich
okreslen kontinuum i wskazuje na
ich wady lub braki. Wreszcie sz6-
sty rozdziat jest zebraniem czastko-
wych wynikéw poszczegdlnych roz-
dziatéw. Catos¢ opatrzona jest anek-
sem, w ktérym formalnie przedsta-
wione s3 wyniki trzeciego rozdziatu,
wykaz symboli logicznych i mate-
matycznych, bibliografi¢ oraz indeks
oséb.

Lukas Kraus w klarowny spo-
s6b pokazuje, ze z czterech zasadni-
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czych fragmentéw tekstow Bolzana
dotyczacych kontinuum daje si¢ wy-
prowadzic jednolita definicja tego po-
jecia: ,, Kontinuum jest catoscia zto-
zong z (przestrzennych, czasowych
lub materialnych) punktéw, w ktérej
dla kazdego jej punktu istnieje okre-
Slona odlegtosc, tak ze w tej i kazdej
mniejszej odleglosci istnieje punkt
nalezacy do tej catosci”.

Z tekstéw Bolzana wynika tez
jego definicja punktu izolowanego:
,,Punktem izolowanym jest punkt ca-
tosci ztozonej z (przestrzennych, cza-
sowych lub materialnych) punktéw,
dla ktérego, dla dowolnie wybrane;j
matej odleglosci istnieje mniejsza od-
legtos¢, w ktérej nie znajduje si¢ za-
den inny punkt tej calosci”.

Z owych definicji wynika, ze
,Kontinuum jest catoscia zlozona
z (przestrzennych, czasowych lub
materialnych) punktéw, ktéra nie
zawiera zadnych punktéw izolowa-
nych”.

Autor
translacji powyzszych definicji na je-

dokonuje nastgpujacej

zyk wspétczesnej matematyki: ,,Pod-
zbiér A przestrzeni metrycznej na-
zywa si¢ Bolzanowskim kontinuum,
kiedy dla kazdego punktu p z A ist-
nieje liczba rzeczywista € > 0, taka
ze dla wszystkich € (o, €] istnieje
przynajmniej jeden punkt ¢ z A,
ktéry znajduje si¢ od p dokladnie

w odleglosci . ,,Punkt p podzbioru
A przestrzeni metrycznej nazywa si¢
punktem izolowanym (w znaczeniu
Bolzanowskim) zbioru A, kiedy dla
kazdej liczby rzeczywistej e > 0 ist-
nieje liczba rzeczywista n € (o,€),
taka ze zaden punkt z A nie znajduje
si¢ w odlegtosci n od p”.

Autor poréwnuje nastgpnie Bol-
zanowska z Cantorowska (i nawig-
zujgcej do tej ostatniej Hausdorf-
fowska) definicja kontinuum, do-
konujac przedtem translacji skla-
dowych definicji Cantora na jezyk
,,Pod-
zbiér A przestrzeni metrycznej na-

wspolczesnej matematyki.
zywa si¢ doskonaly, kiedy jest on
identyczny ze zbiorem wszystkich
punktéw skupienia A (czyli jest
wszedzie-gesty i domknigty)”. ,,Pod-
zbiér A przestrzeni metrycznej na-
zywa si¢ zwarty, kiedy dla dowol-
nych dwéch punktéw a,b € Aidla
dowolnej liczby rzeczywistej e > 0
istnieje skoriczenie wiele punktow
p1;pP2,---3sPn =
pi € A, takich, ze wszystkie odleglo-

a = b, gdzie
Sci pomigdzy p; i p;41 sa mniejsze
od €”.

Nastepnie autor przypomina
Cantorowska definicje kontinuum —
sa to, przy przyjeciu odpowied-
niej translacji, te podzbiory prze-
strzeni metrycznej, ktére sg dosko-
nale i zwarte.
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Rzecz jasna autor zauwaza za-
sadnicze réznice pomiedzy defini-
cjami kontinuum Bolzana i Cantora.
Kontinuum Bolzana nie musi by¢
zbiorem doskonatym, poniewaz defi-
nicje Bolzana spetnia np. obustron-
nie otwarty przedzial liczb rzeczy-
wistych (0, 1), niezawierajacy punk-
tow skupienia tego zbioru 0 i 1. Poza
tym kontinuum Bolzana nie musi
by¢ zbiorem zwartym, jako przyktad
stuzy zbiér punktéw dwéch prostych
réwnolegtych.

Z tego poréwnania Lukas Kraus
wyprowadza nast¢pujace wnioski:

1. Bolzanowskie pojecie kontinuum
jest szersze, niz Cantorowskie i Haus-
dorffowskie pojecie kontinuum;

2. Bolzanowskie kontinua nie mu-
sz by¢ ani zwarte ani doskonale;

3. Bolzanowskie kontinua sa zbio-
rami wszedzie-gestymi i dziela te
ceche z kontinuami Cantorowskimi
(Hausdorffowskimi);

4. Bolzanowskie pojecie
nuum jest wezsze niz pojecie zbioru

konti-

wszedzie-gestego;
5. Kontinua Bolzanowskie sa zbio-
rami nieprzeliczalnymi.

Kraus
Cantora Bolzanowskiego okreslenia

wskazuje na krytyke

kontinuum zawartego w Paradok-
sach nieskoriczonosci. Matematyk
z Halle pokazuje w niej, ze kontinua

Bolzanowskie nie muszg zawiera
wszystkich swoich punktéw skupie-
nia i mogg by¢ ztozone z wielu od-
dzielonych od siebie, w znaczeniu
niezwartych, zbioréw, co, zdaniem
tworcy teorii mnogosci, nie odpo-
wiada powszechnym intuicjom zwig-
zanym z poje¢ciem kontinuum. Jed-
nak Lukas Kraus pokazuje, ze kry-
tyka Cantora, przynajmniej w jed-
nym punkcie jest niestuszna. Odwo-
tuje si¢ do elementéw filozofii przy-
rody (Naturphilosophie) Bolzana.
Praski mysliciel twierdzit, ze
obiekty materialne zbudowane sg
z punktowych atoméw dwojakiego
rodzaju. Jedne maja charakter ma-
terii, inne sg atomami eterycznymi.
Wszystkich atoméw w takim obiek-
cie jest nieskoriczenie wiele, dzisiaj
powiedziano by, ze ich liczba wy-
nosi kontinuum, jednak jest bardzo
watpliwe przypisywanie Bolzanowi
$wiadomosci istnienia réznych mocy
pozaskoniczonych. Atomy eteryczne
przedmiotu materialnego tworzg Bol-
zanowskie kontinuum. Atomy ma-
terialne to niektére punkty skupie-
nia przedmiotu materialnego rozu-
mianego jako zbiér punktéw. Owe
atomy materialne — i tylko one —
sa Zrodlami sil, ktére organizujg
wokot punktéw materialnych atomy
eteryczne. Poniewaz zorganizowane
wokot danego punktu materialnego
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zbiory punktéw eterycznych posia-
dajag miare rézng od 0, to punk-
téw materialnych w obiektach mate-
rialnych moze by¢ tylko skoriczenie
wiele.

Trzeba przypomnie¢ jeszcze, ze
Kraus pokazat, iz Bolzanowskie kon-
tinua to nie sa zbiory obiektéw
abstrakcyjnych, ale catosci punk-
tow czasowych, przestrzennych lub
tworzacych przedmioty materialne.
Lukas Kraus wskazal, ze koncep-
cja kontinuum Bolzana byla zbu-
dowana na potrzeby charakterystyki
zbioru punktéw eterycznych w obiek-
cie materialnym, ktéry to zbidr,
w jego filozofii przyrody, nie zawie-
ral wszystkich swoich punktéw sku-
pienia. Koncepcja kontinuum Bol-
zana nie byta btgdna (nieodpowiada-
jaca powszechnym intuicjom wigza-
nym z kontinuum), ale dostosowana
do potrzeb formutowanych przez
niego tez filozoficznych. Kraus przy-
znaje jednoczes$nie bardzo rzetelnie,
ze nie mozna rozstrzygnaé, czy do-
puszczony przez Bolzana brak zwar-
to$ci kontinuéw byt zamierzony, czy
tez nie.

Omawiajac dalej kwestie dzie-
jow interpretacji Bolzanowskiego
pojecia kontinuum, Kraus zauwaza,
ze wszystkie one byly zalezne od
przedstawionej wyzej krytyki Can-
tora i nikt nie zwrécit uwagi na za-

lezno$¢ koncepcji kontinuum ma-
tematyka z Pragi od jego filozofii
przyrody. Co wiecej, jak stwierdza
Kraus, zdarzaly si¢ interpretacje,
ktére nawigzywaly przede wszyst-
kim do krytycznego komentarza Can-
tora, a mniej do tekstow Bolzana,
albo tez opieraly si¢ na wadliwym
ich odczytaniu.

Praca Lukasa Krausa jest bar-
dzo rzetelna. Opiera si¢ na tekstach
Zrédiowych. Kraus dokonuje bardzo
whnikliwej analizy czterech podstawo-
wych opiséw kontinuum pozostawio-
nych przez Bolzana i wykazuje, ze
mozna z nich wydoby¢ jednolitg de-
finicje owego pojecia. Autor przed-
stawia przekonujaca translacj¢ defi-
nicji Bolzana na wspélczesny jezyk
matematyki. Pozwala mu to dokona¢
poréwnania koncepcji Bolzana z —
przede wszystkim — koncepcja Can-
tora. Kraus wykazuje, Ze odmien-
no$¢ definicji Bolzana wynika z jego
swoistej filozofii przyrody, w kto-
rej angazuje on pojecie kontinuum.
Poza tym Kraus, niejako na margine-
sie, przypomina, ze to Bolzanowska
koncepcja stoi na poczatku linii roz-
wojowej, ktéra zostala zwiericzona
wspodiczesnym topologicznym okre-
Sleniem kontinuum - bardzo waz-
nego pojecia dzisiejszej matematyki.

Mysl ksiazki jest przedstawiona

bardzo Kklarownie, wszystkie po-
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trzebne pojecia sa wczesniej zdefi-
niowane. W aneksie wszystkie de-
finicje przedstawione sg w jezyku
formalnym. Klarowny przekaz, opar-
cie tekstu na Zrédtach i zaprezento-
wane wnioski wprowadzaja porza-
dek w powiklane dzieje rozumienia
Bolzanowskiej koncepcji kontinuum.
Praca Krausa stanowi istotny ele-
ment we wspélczesnych badaniach
dorobku Bolzana.

Warto jeszcze przypomnieé, ze
ksiazka ukazata si¢ w serii Beitrdige
zur Bolzano-Forschung, w ktérej za-

prezentowano szereg warto$ciowych
analiz matematyki, logiki i filozofii
Bolzana. Nalezy spodziewac si¢ ko-
lejnych prac. Ogromna cze$¢ wiel-
kiego spadku piSmienniczego Bol-
zana przetrwala tylko w rekopi-
sach. Dopiero ostatnie dziesi¢ciole-
cia przynosza ksigzkowe wydania re-
kopisow. Dlatego wiele tekstow Bol-
zana wymaga jeszcze analiz, ktére
wzbogacg wiedzg dotyczaca niezwy-
kle wszechstronnego dorobku mysli-
ciela z Pragi.

Jerzy Dadaczyriski



