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How do we know that physical spacetime in
cosmology is smooth and 4-dimensional?

Abstract
Even though the description of the universe in cosmology, is known
to be given by a smooth 4-dimensional Lorentz manifold for ener-
gies below Planck scale, one still can ask about the origins of this
phenomenon. In this paper we show that mathematics used for de-
scription of quantum systems at micro scale determines smoothness
of spacetime at large cosmological scales and indicates the dimen-

sion 4 as the only possible dimension for spacetime.
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1. Wprowadzenie

golna teoria wzglednosci Einsteina (OTW) opisuje wszech-
Os’wiat fizyczny w najwigkszych skalach jako rozmaito$c¢
rozniczkowalna z metryka Lorentza. Réwnania OTW mozna
konsystentnie formutowa¢ w dowolnej liczbie wymiardw. Za-
cznijmy opis ewolucji wszechs§wiata od stanu kwantowego. Nie
znamy obecnie poprawnej teorii kwantowej grawitacji, ktora opi-
sywalaby precyzyjnie taki poczatkowy stan ewolucji. Przyjmu-
jemy, ze poczatkowa osobliwos¢ grawitacyjna ma naturg kwan-
towa opisywang strukturg pewnej przestrzeni Hilberta stanow
. Jest to osrodkowa zespolona przestrzen Hilberta, ktora, jesli
ma reprezentowac relacje nicoznaczonosci ped-potozenie, musi
by¢ nieskonczenie wymiarowa. Takie podejscie nie jest wyja-
$nieniem natury i struktury poczatkowej osobliwosci, jednak jej
kwantowy charakter jest formalnie reprezentowany krata rzuto-
wan L wyznaczona przez H . Krata (IL, A, V) jest struktura niedy-
strybutywna, wzgledem A iV jako dziatan infi sup definiujacych
kratg. Odzwierciedla to fakt, ze rzutowania na podprzestrzenie
domknigte, liniowe w H, rozpinajace L, sa, w ogolnosci, nie-
przemienne. Mozemy jednak wybra¢ maksymalne zbiory komu-
tujacych rzutowan. Takie zbiory generuja algebry Boole’a B ko-
mutujacych operatoréw samosprzezonych. Mianowicie, kazdy
operator samosprzezony A4 na przestrzeni H w rozkladzie spek-

tralnym zapisuje si¢ jako

A= r-P,P €B (1)
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Rzutowania P, nalezy rozumiec¢ jako warto$ci miary spektralne;
dE, na spektrum operatora 4 wzgledem ktorej catkujemy. Mo-
wimy wtedy, Ze operatory A reprezentowane przez catke (1) sa
tezw B ipiszemy A € B. Okazuje si¢, ze zachodzi wazny lemat.

Lemat 1 (Takeuti, 1978). Dla kazdej rodziny {4,|a € 1} , komu-
tujqcych operatorow samosprzezonych na I, istnieje zupetna

algebra Boole’a rzutowan B, taka, zZe

A, =[1dE;,
i dla kazdego Va € I(dE' € B).

Maksymalne algebry Boole’a rzutowan wybranych z kra-
ty L odgrywaja kluczowa rol¢ w rozumieniu wielkoskalowe;j
struktury roézniczkowej wszechswiata. Sprobujmy wyjasni¢ to
pokrotce.

Po pierwsze, mowienie o strukturze rozniczkowej wszech-
$wiata odwotuje si¢ do parametryzacji osiami liczb rzeczywi-
stych R — opis lokalny przez n-wymiarowe produkty R" zaktada
juz istnienie osi R. Czy jednak o$ liczb rzeczywistych jest nie-
zmienna i taka sama w czasie catej ewolucji wszech§wiata od
pierwotnego stanu kwantowego w mikroskali do kosmologicz-
nych skali zdominowanych klasyczna grawitacja? Mozemy
oczywiscie przyjac, ze tak jest. Czy jednak fakt wystgpowania
istotnych trudnosci w budowaniu modeli kosmologicznych eks-
pandujacego wszechswiata (np. problem statej kosmologiczne;j

i ciemnej energii) pozwala na bezkrytyczne odwolywanie si¢ do
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absolutnego obiektu liczb rzeczywistych? Czy, zatem, faktycznie
obiekt R jest matematycznie niezmienny? Oznaczaloby to abso-
lutnos¢ osi R zardéwno w opisie rezimu kwantowego, jak i skal
wlasciwych dla OTW. A moze matematyka mechaniki kwanto-
wej wyrdznia Ry, a wielkoskalowy wszechswiat R i R, 7 R?

2. 05 liczb rzeczywistych w rezimie kwantowym
iwOTW

Zacznijmy od wielkoskalowego modelu czasoprzestrzeni. Jest
to w ogdlnosci n-wymiarowa rozmaito$¢ Lorentza, ktorej struk-
tura rozniczkowa jest lokalnie modelowana przez R". Wiemy,
ze $wiat fizyczny wyrdznia n = 4. O$ R pojawiajaca si¢ tutaj
jest ,.ciatem algebraicznym, domknigtym, uporzadkowanym”
(CADU). Teoria formalna opisujaca CADU jest 2-go rzedu
i kategoryczna w X,. To ostatnie oznacza, ze wszystkie modele
CADU mocy kontinuum sa izomorficzne. Zatem istnieje jeden
model mocy kontinuum (z doktadno$cia do izomorfizmu). Teo-
ria zbiorow opisujaca wigkszo$¢ konstrukcji matematycznych
i lezaca u podstaw matematyki klasycznej to ZFC — teoria Ze-
rmelo-Fraenkla z aksjomatem wyboru. W szczegolnosci ZFC
opisuje konstrukcje zbioru wszystkich liczb rzeczywistych jako
zbioru podzbiorow (zbidr potegowy P(N) zbioru liczb natural-
nych N. Jednak ZFC jest teoria 1-go rz¢du oraz P(N) zalezy od
modelu. Chodzi o to, ze ZFC jako teoria 1-go rzedu nie jest teo-

ria kategoryczna — posiada nieskonczenie wiele nieizomorficz-
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nych modeli w danej mocy. W kazdym takim modelu M istnieja
rozne kopie osi liczb rzeczywistych R,,. Kluczowe dla relacji Ry,
i R jest to, ze maksymalne, zupelne algebry Boole’a, B, wybrane
zkraty I, wyznaczajamodele ZFC (Takeuti, 1978; Krol etal. 2017,
Klimasara i Krol, 2015; Asselmeyer-Maluga, 2016). Oznaczmy
model ZFC wyznaczony przez B jako Sh(B). Mianowicie

Lemat 2 (Takeuti, 1978). Dla kazdej maksymalnej zupelnej al-
gebry Boole’a B j.w. istnieje kanonicznie skonstruowany bo-
olowski model ZFC, Sh(B). Liczby rzeczywiste w Sh(B), tzn.
r € Ry, odpowiadajq 1:1 operatorom samosprzezonym w B,
y.reAd.€B.

Modele boolowskie ZFC to specjalna klasa modeli, ktorych
modele klasyczne, Sh({0, 1}) =~ M, stanowia specjalna podklaseg.

Lemat 2 pokazuje zadziwiajaca zgodnos¢ pomigdzy licz-
bami rzeczywistymi w pewnych modelach boolowskich ZFC
1 operatorami samosprzgzonymi, ktore reprezentuja wielkosci
mierzalne w mechanice kwantowej. Z tego powodu traktujemy
R = Rgjako Ry, tj. jako 0§ liczb rzeczywistych mechaniki
kwantowej opisanej przestrzenia Hilberta stanow H. Okazuje
si¢ jednak, ze

Lemat 3 (e.g. Krol et al, 2017). Rodzina wszystkich maksymal-
nych algebr Boole’a {B} wybranych z L. nie moze by¢ zredu-
kowana do zbioru 1-elementowego. Istniejq przynajmniej dwie

rozne algebry w {B}.
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Jest to bezposredni wniosek z faktu, ze gdyby redukcja po-
wyzsza byta mozliwa to krata rzutowan IL musialaby by¢ dys-
trybutywna. Zatem, rodzina dopuszczalnych osi liczb rzeczywi-
stych {R;} jest tez wicloelementowa. Czyli atlas lokalnych map
{R’;} nie redukuje sie do jednej mapy {R"}. Przypus¢my dalej,
ze przejscie od mechaniki kwantowej do wielkoskalowej struk-
tury rozniczkowalnej na czasoprzestrzeni wyrdznia rozmaitos¢
M jako model czasoprzestrzeni. O$ R jest generowana jej kwan-
towym odpowiednikiem Ry, czyli ktoras Rz. M" lokalnie opisuje
sig przez kawatki U, c M" dyfeomorficzne z R", tj. ¢,(U,) = R"
dla pewnych dyfeomorfizméw ¢, . Przyjmijmy, ze kazdy taki
"kawatek’, tj. R”, jest wyznaczony pewnym R; czyli R — R
Przy czym, dla roznych ¢(U) = R}, ¢'(U) = Ry, jeSli U# U’
jako podzbiory M", to B # B’. Dla szczegbdlnego przypadku
M" = R" otrzymujemy wazne

Twierdzenie 1 (Krol et al, 2017). Jesli M" = R" jest gladkie

i jest generowane atlasem kwantowym {R}} z kraty L, to

i. M' = R" nie jest plaskie, tzn. nie znika tozsamosciowo
tensor Riemanna R,,,, na tym R", tzn. Ix € R'(R,,,(x) # 0)
oraz Zaden obraz poprzez dyfeomorfizm gladki rozmaitosci M"

nie zmienia tej wlasnosci.

ii. n =4, tj. musi by¢ M" = R".
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Bezposredni wniosek jest nastgpujacy: jedyna gtadka roz-
maito$cig M" = R" generowana krata LL jest egzotyczne R', czyli
rozmaito$¢ topologicznie identyczna z R" ale niedyfeomor-
ficzna z nia. Takie egzotyczne R" nie moga by¢ plaskie i ist-
nieja tylko dla n =4. Otrzymali$my wazny wniosek: zestawienie
kraty rzutowan mechaniki kwantowej opisujacej wszech$wiat
w skali mikro z gtadka struktura rozmaitosci czasoprzestrzeni
w skali makro, generuje krzywizng czasoprzestrzeni i ustala jej
wymiar na n =4 (wyklucza kazde inne n # 4). W nastgpnym roz-
dziale sprobujemy nada¢ fizyczne znaczenie krzywiznie na R*
generowanej krata rzutowan L. Zauwazmy, Ze nie mozemy tej
krzywizny 'usuna¢’ zadnym dyfeomorfizmem gtadkim. Jej nie-

znikanie ma silnie niezmienniczy charakter.

3. Problem statej kosmologicznej

Jesli ewolucja wszech$§wiata zostata zapoczatkowana pewnym
rezimem kwantowym (pierwotny stan kwantowy) i prowadzi
do gtadkiej czasoprzestrzeni gdzie dominuje klasyczna gra-
witacja (np. Weinberg, 1972; Ellis et al., 2012), to sprobujmy
wyjasni¢ rolg formalnych zalezno$ci z poprzedniego rozdziatu
w takim wlasnie modelu. Jednym z otrzymanych wnioskow jest
istnienie niezerowej krzywizny na R" w wymiarze 4. Sprobu-
jemy zatem oszacowaé warto$¢ tej krzywizny. Nastepnie zasta-
nowimy sig, czy warto$¢ ta jest stabilna (np. jako niezmien-

nik topologiczny) i czy jest fizyczna. Stata kosmologiczna to
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gestosé energii prozni odpowiedzialna za przyspieszajace roz-
szerzanie si¢ wszech$wiata. Fizykom, na podstawie danych do-
$wiadczalnych zebranych w ramach misji PLANCK, udato si¢
podac silne ograniczenie na warto$¢ statej kosmologicznej tj.
~10%[g/cm?]. Kwantowa energig prozni mozemy rowniez osza-
cowac teoretycznie postugujac si¢ technikami kwantowej teorii
pola (KTP). Obydwie wielko$ci powinny by¢ zgodne. Jednak,
otrzymany z KTP wynik, w zalezno$ci od rodzaju teorii i pol,
jest rzedu od 10% do 10™° razy wigkszy niz ten obserwowany
w PLANCK (Ellis et al., 2012, s. 371). Taka niezgodno$¢ wy-
niku do$wiadczalnego i przewidywania teoretycznego jest oczy-
wiscie druzgocaca dla teorii przewidujacej taki wynik. Jest to
KTP — obecnie jedna z najlepszych teorii fizycznych. Nie ist-
nieje dobry i powszechnie akceptowany sposob teoretyczny
uzasadnienia obserwowanej wartosci statej kosmologicznej. To
jedno z krytycznych zagadnien dla calej fizyki.

Naszym celem jest 1) Wskazanie pewnego zanurzenia eg-
zotycznego R* w rozmaito$¢ 4-ro wymiarowa N*; 2) Wskazanie
(kilku) podrozmaitosci w R*, ktorych krzywizna brzegow, przy
powyzszym zanurzeniu, jest niezmiennikiem topologicznym,;
3) Policzenie wartosci tego niezmiennika i poréwnanie z war-
toscia energii prozni dostarczona danymi misji PLANCK. Pro-
gram ten zostatl niedawno zrealizowany (Asselmeyer-Maluga
1Krol,2017;2014; Krdl et al., 2017). Okazuje sig, ze istnieje taka
rozmaito$¢ N* z punktu 1) powyzej i, ze jest ona powierzchnia
zespolona K3#CP(2) . Tutaj K3 to stawna powierzchnia zespo-
lona (2 wymiary zespolone a 4 rzeczywiste)WP(Z) to rozma-
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ito$¢ rzutowa zespolona 2-wymiarowa (4 wymiary rzeczywiste)

CP(2) ze zmieniong orientacja, symbol # oznacza sume spojna
tych dwoch rozmaitosci. Dla powierzchni K3#CP(2) istnieje eg-
zotyczne R* kanonicznie w niej zanurzone. Zanurzenie to wy-
znacza zmiany 3-wymiarowych brzegéw pewnych 4-wymiaro-
wych podrozmaitosci w R*, tj. $* — X(2, 5, 7) — P#P, gdzie $°
to sfera 3-wymiarowa, X(2, 5, 7) tzw. sfera homologiczna Brie-
skorna (jedna z nieskonczonej ilosci, ktore sa odrézniane war-
to$ciami parametroOw w nawiasie), P to inna 3-sfera homolo-
giczna, sfera Poincarégo, a P#P to suma spdjna dwoch kopii
sfery P. Wtedy topologicznie niezmiennicza c¢zg$¢ krzywizny
R* zanurzonego w K3#CP(2) wyrazona relatywnie do fizycznej
statej Hubble’a H,, jest dana wyrazeniem:

5
Qa

C
= 3ncH2 P <_03(2(2, 5.7))  CS(P#P) 4

gdzie c to predkos¢ swiatla, & — stata Plancka, G stata Newtona,
CS(2(2,5,7)) to niezmiennik topologiczny Cherna-Simonsa
sfery homologicznej Brieskorna X(2,5,7), CS(P#P) niezmiennik
Cherna-Simonsa sumy spojnej dwoch sfer Poincarégo, y(A4...+)
to niezmiennik topologiczny Eulera tzw. korka Akbuluta w R*
(pewnej 3-wymiarowej zwartej podrozmaitosci w R*). Powyz-
sze wyrazenie okresla warto$¢ krzywizny jako czesci krytycz-
nej energii prozni. Bezposrednie wyliczenie daje (Asselmeyer-
-Maluga i Krol, 2017):

Q, =0,6869.

3 3 X(Acork) ) .
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Porownujac tg wartos¢ z dostarczonym przez PLANCK osza-
cowaniem energii prozni jako czgsci energii krytycznej, tj.
Qpiner = 0,683 (Ade et al., 2016), stwierdzamy istotng zgodnos¢
obu wynikow.

To zdumiewajace, ze mozna mysle¢ o stalej kosmologicz-
nej jako niezmienniku topologicznym zwiazanym z niestandar-
dowa (egzotyczna) gladkoscia na R”.
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