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Abstract
This article is intended for philosophers as a short partial introduc-
tion to category theory (CT) and its peculiar connection with logic.
First, we consider CT itself. We give a brief insight into its history,
introduce some basic definitions and present examples. In the second
part, we focus on categorical topos semantics for propositional logic.
We give some properties of logic in toposes, which, in general, is an
intuitionistic logic. We next present two families of toposes whose tau-
tologies are identical with those of classical propositional logic. The
relatively extensive bibliography is given in order to support further

studies.
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1. Wstep

eoria kategorii (dalej takze TK), cho¢ jest stosunkowo mtoda teo-
Triq matematyczng, posiada juz dzisiaj wazng pozycje we wspot-
czesnej matematyce, a jej zastosowania obecne sa m.in. w teoretycz-
nej informatyce oraz fizyce matematycznej'. Stanowi ona doniosty
,»jezyk” opisujacy struktury matematyczne i ich systemy, z ktérym
zwigzany jest caly zas6b poje¢ i metod o poziomie abstrakcji i ogdl-
nosci, jakiego nie obserwowano dotad w matematyce (por. Marquis,
2009, s. 2). Ponadto teoria kategorii taczac na glebokim poziomie
algebre, geometrie i logike ujawnia swoja ogromna moc unifikujaca.
Jej znaczenie dla filozofii, cho¢ dopiero powoli odkrywane, ujawnia
si¢ przede wszystkim poprzez wspomniany bogaty, wewnetrzny zwia-
zek z logika, czy przez jej znaczenie dla filozofii matematyki i fizyki,
np. w kontekscie, odpowiednio, podstaw matematyki i strukturalizmu.
Temat zwigzkow teorii kategorii z filozofia wymagatby co najmnie;j
osobnej publikacji.

Niniejsza praca napisana jest z my§la o filozofach, cho¢ skorzy-
sta¢ z niej mogg takze inni Czytelnicy zainteresowani teorig katego-
rii lub logika. Ma ona stanowi¢ elementarne wprowadzenie do teorii
kategorii (cho¢ nawet to brzmi na wyrost w stosunku do bogactwa
tej teorii) oraz zasygnalizowa¢ mozliwe znaczenie tej teorii dla filo-
zofii, szczeg6lnie poprzez analize jej zwiazkéw z logika zdani. Pod
koniec pracy, w sekcji 8, omawiamy takze kilka przyktadéw innych
zastosowan TK w filozofii. Jednym z celéw niniejszej pracy jest takze
podanie bibliografii do dalszych studiow.

! Niniejszy artykut jest zmieniong i rozszerzong wersja nieopublikowanej pracy dyplo-
mowej o tym samym tytule, napisanej przez autora pod kierunkiem ks. prof. Michata
Hellera w ramach studiéw filozoficznych w Kolegium Filozoficzno-Teologicznym Pol-
skiej Prowincji Dominikanéw w 2017 roku.
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Jako ogélne wprowadzenia do teorii kategorii warte polecenia
sa m.in. (Lawvere i Schanuel, 1997; Smith, 2016; Simmons, 2011;
Goldblatt, 2006; Awodey, 2010; Leinster, 2014)2. Dobrym wprowa-
dzeniem do tematu TK, wraz z bardzo bogata literatura, jest takze ha-
sto ,,Category Theory” w Stanford Encyclopedia of Philosophy (zob.
Marquis, 2015). Z polskich podrecznikéw do TK, o ile nam wiadomo,
dostepne sg jedynie ksigzka Z. Semadeniego i A. Wiwegera (1972)
oraz skrypt M. Zawadowskiego (2012). Sposréd innych prac w jezyku
polskim dotyczacych teorii kategorii wskazmy najpierw, wprowadza-
jacy do tematu zwigzkéw TK z logika i filozofia, artykut M. Hellera
(Heller, 2016b), gdzie znajduje si¢ takze cenny przewodnik po nie-
ktérych pozycjach dostepnej literatury wraz z krétkim komentarzem.
Natomiast w pracy (Bondecka-Krzykowska i Murawski, 2008) auto-
rzy skupiaja si¢ na innych aspektach TK, mianowicie na jej znaczeniu
w ramach strukturalizmu (w filozofii matematyki) oraz dla podstaw
matematyki. Oméwienie niektérych poje¢ TK podaje takze B. Skow-
ron (2015), a Z. Krdl (2006) porusza m.in., kluczowy dla niniejszej
pracy, temat zwiazkéw TK z logika (cho¢ nie jest to gtéwny watek
tej ksiazki). Powyzsza lista nie wyczerpuje bynajmniej polskich pu-
blikacji dotyczacych TK i jej zwigzkéw z logika czy filozofig, mimo
wszystko jednak literatura polskojezyczna w tym waznym temacie
jest bardzo uboga. Brakuje m.in. przystepnych wprowadzen do TK
i jej zwigzkow z logika, ktére z jednej strony omawialyby dane za-
gadnienia dos¢ §cisle, wraz z komentarzem i przyktadami, a z drugiej
strony bylyby bardziej przystepne, np. dla filozoféw, niz opracowania
$ciSle matematyczne. Zaradzenie tej potrzebie bylo nasza podstawowa

motywacja przy pisaniu niniejszej pracy.

2 W niniejszej pracy w wielu miejscach opieralismy sie szczegdlnie na podreczniku
R. Goldblatta (2006).



10 Mariusz Stopa

Ze wzgledu na bardzo szeroki zakres teorii kategorii nie jest
mozliwe, w granicach niniejszej pracy, przedstawienie doktadnego
wprowadzenia do tej teorii, ktére zawieratoby cho¢by wiekszo$¢ pod-
stawowych poje¢ wraz z odpowiednim komentarzem. Natomiast ze
wzgledu na wzajemng zaleznoS$¢ tych pojec¢ nie jest takze mozliwe
przedstawienie bardziej zaawansowanych poje¢ bez omdéwienia bar-
dziej podstawowych. Ostatecznie zdecydowaliSmy, aby w niniejszej
pracy najpierw oméwic dokladniej jedynie niektére podstawowe po-
jecia, nawet kosztem pomini¢cia innych fundamentalnych pojeé (np.
takich jak funktor, transformacja naturalna czy funktory sprzezone,
o ktérych jedynie wspominamy w niektérych miejscach, szczegdlnie
w sekcji 3), a nastepnie przejs¢ do oméwienia logiki zdan w toposach,
do czego takze potrzebowac bedziemy nowych pojec.

W sekcji 2 przedstawiamy wyrywkowa historie rozwoju teorii ka-
tegorii wraz z niektérymi jej zastosowaniami. Kolejna czg$¢ wprowa-
dza niektére z podstawowych poje¢ teorii kategorii wraz z komen-
tarzami i przykiadami. Sekcja 4 przedstawia kategoryjne podejscie
do teoriomnogosciowego méwienia o elementach zbioru. W kolejnej
sekcji wprowadzamy nowe pojecia stosowane standardowo w teorii
kategorii, ktére beda nam potrzebne w dalszej czesci pracy. Nastepnie
przechodzimy do przedstawienia znaczenia teorii kategorii. Doktad-
niej rozwazamy, i to bardzo pobieznie, tylko jeden przyktad, bedacy
jednak bezposrednim zastosowaniem teorii kategorii w jednej z dzie-
dzin filozofii, mianowicie semantyke toposéw w ramach logiki zdan.
Ze wzgledu na fundamentalne znaczenie logiki dla filozoficznych ro-
zumowan, zwigzki teorii kategorii z logika moga mie¢ o wiele szersze
filozoficzne zastosowanie. W sekcji 6 wprowadzamy potrzebne po-
jecia oraz pokazujemy w jaki sposéb toposy moga stanowi¢ seman-

tyke dla logiki zdan. W kolejnej sekcji omawiamy rézne wlasnosci
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logiki toposéw. Na koniec, w ostatniej czeSci, wspominamy krétko
o innych zastosowaniach TK w filozofii. Po krétkim zakoniczeniu na-

stepuja dwa bardziej techniczne dodatki oraz literatura.

2. Zarys rozwoju teorii kategorii i jej sukceséw

W niniejszej sekcji jedynie sygnalizujemy niektére wazne wydarzenia
i prace dotyczace rozwoju teorii kategorii. Za poczatek tej teorii moze
uchodzi¢ praca Samuela Eilenberga® i Saundersa Mac Lane’a z 1945
roku (Eilenberg i Mac Lane, 1945). Co ciekawe, jak piszg sami auto-
rzy (zob. Eilenberg i Mac Lane, 1945, s. 247), idea kategorii pojawia
si¢ w niej jako pojecie pomocnicze dla bardziej podstawowych pojeé
tzw. funktora i naturalnej transformacji*. Kategorie petnig wtedy role
dziedziny i przeciwdziedziny funktoréw. Antycypacje teorii funkto-
réw i naturalnych transformacji, ograniczonych jednak tylko do grup,
pojawiaja si¢ juz w ich wczeSniejszej pracy (Eilenberg i Mac Lane,
1942).

3 Z osobg Samuela Eilenberga wigze sie polski watek dotyczacy teorii kategorii, gdyz
byt on polskim Zydem urodzonym w Warszawie w 1913 r. Tam tez na Uniwersytecie
Warszawskim uzyskat doktorat z matematyki. Byt waznym przedstawicielem warszaw-
skiej szkoty matematycznej. P6Zniej byt takze cztonkiem bourbakistow. Znany byt jako
Sammy lub S2P2: ,,Smart Sammy the Polish Prodigy” (zob. przedmowa D. Eisenbuda,
doktoranta Mac Lane’a w jego ksiazce Saunders Mac Lane: A Mathematical Autobio-
graphy).

4 Cho¢ sg to fundamentalne pojecia teorii kategorii, w niniejszym szkicowym opra-
cowaniu nie podajemy ich Scistej definicji. Oméwienie tych poje¢ Czytelnik znajdzie
w kazdym pelniejszym wprowadzeniu do teorii kategorii. Na potrzeby tej sekcji Czy-
telnik moze mysle¢ o funktorze jako o pewnym abstrakcyjnym morfizmie (ktéry z ko-
lei jest pewnym abstrakcyjnym uogélnieniem funkcji) idacym z jednej kategorii do
drugiej. Naturalna transformacja jest odpowiednim morfizmem dziatajacym na pozio-
mie funktoréw, a wigc idacym z jednego funktora do drugiego. Na krétko wrécimy do
tych poje¢ w sekcji 3.
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Jako prehistori¢ teorii kategorii mozna przyjaé rozwdj abstrak-
cyjnej algebry, teorii krat i algebry uniwersalnej. Mac Lane sugeruje,
ze sa one, podobnie jak powstala niewiele wczes$niej notacja funk-
cji za pomocy strzatki f : X — Y, koniecznymi prekursorami TK
(zob. Mac Lane, 1988, s. 333). Teori¢ kategorii mozna takZze postrze-
gaé jako konceptualne rozszerzenie programu Kleina w geometrii
(zob. Marquis, 2009, s. 3, gdzie autor pisze ponadto, iz jest to pod-
stawowa teza catlej tej ksiazki). Juz Eilenberg i Mac Lane w swojej
pionierskiej pracy wspominaja program erlangeniski Kleina i dodaja,
ze ,,przestrzefi geometryczna z jej grupg transformacji jest uogélniana
do kategorii z jej algebrag odwzorowan” (Eilenberg i Mac Lane, 1945,
s. 237, thum. moje).

Piszac ten zalozycielski artykut Eilenberg i Mac Lane nie mySleli
o powstajacej wlasnie teorii kategorii jako o nowej dziedzinie, ktéra
z czasem zacznie si¢ samodzielnie rozwija¢, lecz traktowali ja jedy-
nie jako cenny jezyk, czy nowy sposdb patrzenia na struktury mate-
matyczne. Przelomowym wydarzeniem, ktére znaczaco przyczynito
si¢ do dostrzezenia ogromnego potencjalu TK, bylo odkrycie przez
Daniela Kana w jego pracy (Kan, 1958) pojecia funktoréw sprzezo-
nych (adjoint functors)®. Jest to wyjatkowo wazne pojecie, o ktérym
Mac Lane napisal, ze przedstawia ono powazny konceptualny postep
(a ktére zostalo przeoczone zaréwno przez bourbakistéw, Eilenberga,
jak i jego samego) oraz ze przyczynilo si¢ ono do usamodzielnienia
si¢ TK jako przedmiotu badai (por. Mac Lane, 1988, s. 341 i 360).
Funktory sprz¢zone powiazaty koncepcyjnie jednym pojeciem wiele
réznych, nieraz odlegtych, konstrukcji matematycznych lub logicz-

nych. Za pomocg funktoréw sprzezonych mozna kategoryjnie opisac

> Przystepne oméwienie funktoréw sprzezonych zawiera (Marquis, 2015), doktadniej
omawiajg je np. (Smith, 2016; Simmons, 2011).



Teoria kategorii i niektdre jej logiczne aspekty 13

m.in. kwantyfikatory. Analiza kwantyfikatoréw jako funktoréw sprze-
zonych jest wedlug S. Awodeya jednym z najbardziej znaczacych od-
kry¢ we wspodlczesnej logice (zob. Awodey, 1996, s. 235).

Nieco wczes$niej swoja przygode z TK rozpoczat wielki francu-
ski matematyk Alexander Grothendieck, laureat Medalu Fieldsa, je-
den z czotowych twdrcéw geometrii algebraicznej. Szczegdlne zna-
czenie miala jego praca (Grothendieck, 1957). Zdefiniowane przez
niego tzw. toposy Grothendiecka, bedace pewnym uogdlnieniem po-
jecia przestrzeni, odegraly i nadal odgrywaja ogromna role. Grothen-
dieck uwazat teori¢ toposéw za swego rodzaju uogdlnienie same;j to-
pologii. Francis William Lawvere i Myles Tierney dokonali nastepnie
pewnego uproszczenia aksjomatéw Grothendiecka dotyczacych topo-
sow. W ten sposéb powstaly tzw. elementarne toposy, zwane dalej po
prostu toposami (zawieraja one w sobie toposy Grothendiecka), ktére
m.in. petnig niezwykle wazng funkcje w zwigzkach teorii kategorii
z logika (zob. sekcje 6 i 7). O poczatkach teorii toposéw McLarty
m.in. tak pisze: ,,teoria topos6w powstala z pracy Grothendiecka w za-
kresie geometrii, topologicznych zainteresowan Tierneya i ciekawo-
$ci Lawvere’a w zakresie podstaw fizyki” (zob. McLarty, 1990, s. 352,
thum. moje). Wida¢ tutaj pewien §lad tego, jak szerokim i waznym po-
jeciem jest topos. Wspomnijmy tylko, ze poza niezwykle wazng rola
toposéw w ramach teorii kategorii, w zwigzkach z logika oraz w stan-

dardowej matematyce, majg one takze znaczenie w fizyce®.

6 W zastosowaniach do fizyki, teoria toposéw wykorzystywana jest m.in. w ramach
prac nad podstawami fizyki (zob. np. Doring i Isham, 2011), w mechanice kwantowej
(zob. np. Abramsky i Coecke, 2008), a nawet w ramach prac nad kwantowa grawitacja
(zob. np. Isham i Butterfield, 1999). Szereg innych odno$nikéw do zastosowan TK
w fizyce zainteresowany Czytelnik znajdzie w przypisie 26. pracy (Heller, 2015). Na
polskim gruncie TK stosujg do fizyki m.in. M. Heller i J. Krél (zob. np. ich ostatnie
wsp6lne prace 2017a,b,c).
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Wazna pracg dla rozwoju teorii kategorii byt takze doktorat F.W.
Lawvere’a z 1963 r. pt. ,,Functorial Semantics of Algebraic Theories”
napisany pod kierunkiem Eilenberga, w ktérym autor m.in. zapropo-
nowal kategori¢ kategorii (the category of categories), a takze roz-
winat swoja elementarng (tj. wyrazong w jezyku logiki pierwszego
rzedu) teori¢ kategorii zbioréw (ETCS — Elementary Theory of the
Category of Sets), ktéra rok pézZniej dopracowat i opublikowat w for-
mie artykutu (rozszerzona wersja tamtego artykutu jest praca (Law-
vere, 2005), natomiast cala teoria jest szerzej rozwinig¢ta w podrecz-
niku (Lawvere i Rosebrugh, 2003) bedagcym wprowadzeniem do ma-
tematyki w oparciu o kategoryjne podejscie do zbioréw). O tym arty-
kule Mac Lane napisal, Ze ,,ustalil on zaskakujacy fakt, iz jest moz-
liwe sformufowanie formalnej podstawy matematyki innej niz stan-
dardowe podstawy, ktére daja aksjomatyczna teoria mnogosci i teoria
typow” (zob. Mac Lane, 1988, s. 342, ttum. moje). W ETCS zupet-
nie nieobecne jest pierwotne pojecie ,,bycia elementem” (zbioru), kté-
remu w standardowe;j teorii mnogosci na poziomie jezyka odpowiada
symbol predykatywny ,,€”, dlatego teoria ta nazywana jest czasem
teoria ,,zbiorow bez elementow”’. W tym kontekscie Mac Lane pisze
(zob. Mac Lane, 1988, s. 342), ze okazalo si¢ mozliwe zastapienie
pierwotnego pojecia ,,bycia elementem” (zbioru) przez pierwotne po-
jecie ,,sktadania funkcji” (pomiedzy zbiorami), cho¢ nie jest to bez-
posrednie zastapienie jednego pojecia drugim, lecz przejscie do zu-
petnie innego myslenia o zbiorach. Ten nowy sposéb myslenia sam
Lawvere opisat jako myS$lenie o istocie matematyki w kategoriach

formy (kiedy to wiodacym pojeciem jest izomorficznie inwariantna

7W sekcji 4 pokazujemy, jak w TK mozemy méwié o pewnych elementach zbioréw
(doktadniej obiektow) jedynie za pomocg morfizmow.
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struktura®), w przeciwieristwie do substancji (ktérej odpowiadatoby
rozumienie zbioréw poprzez ich elementy”). Podobna zmiana mysle-
nia widoczna byla juz wcze$niej w niektérych dziedzinach matema-
tyki, dopiero teraz jednak zostala dopuszczona takze do samych jej
podstaw.

Wyjatkowo waznym i ciekawym zastosowaniem teorii kategorii
jest stworzenie nowych podstaw geometrii rézniczkowej. Doktadniej
rzecz biorgc, geometria nie tylko zyskala nowe podstawy, ale otrzy-
mala zupelnie nowe oblicze. Jest to tzw. syntetyczna geometria r6z-
niczkowa (synthetic differential geometry), w ktorej podstawowg role
odgrywaja tzw. gtadkie toposy (smooth toposes) (zob. np. Kock, 2006;
Bell, 2008; Moerdijk i Reyes, 1991). Jest to osobny, szeroki, szcze-
g6lnie wazny dla fizyki temat, gdyz wszystkie podstawowe réwnania
fizyki matematycznej sa rownaniami rézniczkowymi. Rozwdj synte-
tycznej geometrii rézniczkowej jest szczegdlnie wazny dla ogdlnej
teorii wzglednosci, w ktérej geometria rézniczkowa odgrywa funda-
mentalng role. Poniewaz jednak teorii toposow uzywa si¢ obecnie
takze do opisu mechaniki kwantowej, zatem sukces poszukiwan no-
wej kwantowej teorii grawitacji moze by¢ uzalezniony m.in. od roz-

woju matematyki wlasnie w obszarze teorii kategorii.

8 Zwigzane jest to z tym, ze pojecia TK definiowane s3 (jedynie) z doktadnoscia do
jedynego izomorfizmu, a nie jednoznacznie. Niektore takie pojgcia omawiamy w dal-
szej czgsci tekstu (np. obiekt koficowy na s. 24, czy produkt na s. 31).

° Doktadnie rzecz biorgc Lawvere pisze, ze substancja [pisana matg litera] matematyki
tkwi w Formie, a nie w Substancji (rozumianych jak powyzej, pisanych wielka litera)
(zob. Lawvere, 2005, s. 7). Ciekawe, ze juz Cantor i Zermelo pordznili si¢ w swoim
podejsciu do teorii zbioréw wtasnie w tej kwestii. Cantor reprezentowat izomorficzno-
inwariantne podejscie do zbioréw, podczas gdy Zermelo krytykowat takie podejscie
Cantora i idac za Fregem uwazat, Ze teoria mnogo$ci musi by¢ ufundowana na pojeciu
,-halezenia do” (zob. wstgp McLarty’ego w Lawvere, 2005, s. 2).
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3. Niektore podstawowe pojecia i przyktady

Sprébujmy teraz nieco doktadniej przyjrzec sie teorii kategorii i jej
specyfice. Zaczniemy od definicji samej kategorii. Kazda kategoria
to pewna kolekcja ,,rzeczy” zwanych obiektami oraz pewna kolekcja
»rzeczy” zwanych strzatkami lub morfizmami. Kazda taka strzatka ma
przypisane dwa obiekty (moze to by¢ ten sam obiekt dwukrotnie):
dziedzing (poczatek) i przeciwdziedzing (koniec, nazywany takze ko-
dziedzing). Strzatki te musza spetniaé¢ pewne bardzo podstawowe i na-
turalne prawa. Warto pamigtac jednak, ze obiekty wcale nie musza
by¢ zbiorami, czy przestrzeniami jakiegokolwiek rodzaju, a strzatki
nie muszg by¢ funkcjami (czy to dowolnymi pomigdzy zbiorami, czy
zachowujacymi odpowiednia struktur¢ przestrzeni). Sa to dowolne
(abstrakcyjne) ,,rzeczy”, ktdre spelniaja odpowiednie aksjomaty. Za-

cznijmy wigc od formalnej definicji kategorii.

Definicja 1. Kategoria C sklada si¢ z rodziny obiektéw Ob(C)
(ktére bedziemy oznaczaé A, B, C,...) i rodziny morfizméw (strza-
tek) Arr(C) (ktére bedziemy oznaczaé f, g, h, .. .), takich ze:

* kazdy morfizm f ma jednoznacznie wyznaczong dziedzing
dom(f) i kodziedzing cod(f), ktére sg obiektami; piszemy
f:A— Blub AL B, jesli A = dom(f), B = cod(f);

¢ dla dowolnych morfizméw f : A — Big: B — C istnieje
jednoznacznie okre§lone ztozenie g o f : A — C'. Skladanie

jest taczne:
ho(gof)=(hog)ef,

gdzie dziedziny i kodziedziny sa nastepujace:

At p_9,c_tr,p
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* dla kazdego obiektu B istnieje morfizm identyczno$ciowy 15 :
B — B (oznaczany takze idg), ktory jest jedynka dla skfada-
nia:

ipof=f i goip =g,
jesli f: A— B,ag: B— C.

Bedziemy uzywaé takze sformulowari C-obiekt, C-strzatka, na
elementy, odpowiednio, Ob(C) i Arr(C) (cho¢ nieraz, szczegélnie
gdy bedzie jasne o jaka kategorie chodzi, bedziemy réwniez pomi-
ja¢ przedrostek ,,C-"). Rodzing wszystkich strzatek idacych z A do
B bedziemy oznaczaé poprzez C(A, B) lub Arrc (A, B) (jesli bedzie
oczywiste o jakg kategorie chodzi, to piszemy takze Arr(A, B)).

Warto podkresli¢, ze rodzine obiektow wprowadza si¢ jedynie
dla bardziej intuicyjnego opisu kategorii, jest ona jednak formalnie
catkowicie eliminowalna. Piszg o tym wprost Eilenberg i Mac Lane
w swojej pionierskiej pracy tuz po podaniu definicji kategorii: ,,jest
zatem jasne, ze obiekty maja drugorzedne znaczenie i moga by¢ zu-
petnie pomini¢te w definicji kategorii” (zob. Eilenberg i Mac Lane,
1945, s. 238, ttum. moje). Szerzej rozwaza t¢ kwesti¢ i omawia jej
filozoficzne znaczenie M. Heller w (Heller, 2016a), podajac definicje
kategorii odnoszaca si¢ jedynie do strzatek, a bedaca réwnowazna
do powyzszej (zob. takze Semadeni i Wiweger, 1972, s. 39n). Klu-
czowa rolg strzatek wida¢ réwniez po tym, ze w definicji kategorii,
strzatki musza spetnia¢ odpowiednie warunki, a o obiektach nic nie
zakladamy.

Powyzej podana definicja kategorii jest bardzo abstrakcyjna
i ogdlna. Przejawia si¢ to w tym, ze bardzo wiele réznych, po-
wszechnie spotykanych struktur matematycznych ma postac kategorii.

Z braku miejsca przyjrzymy si¢ tylko niektérym przyktadom.
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Rozwazmy na poczatek kategorie sktadajace si¢ z tylko jednego
obiektu i pewnej iloSci strzatek. Zauwazmy, ze dowolna pélgrupa
(monoid) (G, -) jest wlasnie takg kategorig, gdzie elementy tej p6i-
grupy a, b, c, ... € G sa strzatkami (morfizmami). Strzatka identycz-
nosciowg jest element neutralny, a skladaniem strzalek jest dziatanie
grupowe:

aob=a-b.

Wszystkim warunkom definicyjnym kategorii zado$¢ czynig aksjo-
maty pétgrupy (dzialanie jest taczne, a element neutralny spetnia wa-
runki dla sktadania identycznoS$ci). Widzimy, ze struktura strzatek
w dowolnej kategorii z jednym obiektem odpowiada doktadnie struk-
turze potgrupy (monoidowi).

Aby w jezyku kategorii zdefiniowa¢ grupe, zdefiniujmy pewien
szczegblny typ morfizmu.

Definicja 2. Morfizmem odwrotnym do f : A — B nazywamy mor-
fizm f~!: B — A, taki ze

flof=1a i foft=ng.

Morfizm posiadajacy odwrotny nazywany jest izomorfizmem!°. Jak
tatwo pokazaé¢, odwrotny morfizm, jesli istnieje, jest wyznaczony jed-
noznacznie. Ponadto (f~!)~! = f, mozemy wiec méwic¢ o fi f~!
jako o wzajemnie odwrotnych izomorfizmach. Jesli istniejg takie mor-

fizmy fi f~! jak w powyzszej definicji, to obiekty A i B nazywamy

10 Czytelnik majagcy pewne do$wiadczenie z réznymi strukturami matematycznymi
w ramach standardowej matematyki, zetknat si¢ juz zapewne z pojeciem izomorfi-
zmu, jako bijekcji zachowujacej pewng strukture (np. izomorfizm pomigdzy grupami
czy izomorfizm liniowy pomigdzy przestrzeniami wektorowymi). Powyzsza definicja
izomorfizmu uogdlnia standardowe jego pojmowanie sprowadzajac si¢ do tego zna-
czenia w ramach standardowych struktur matematycznych, jednoczesnie rozszerzajac
jego stosowanie do dowolnej kategorii.
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izomorficznymi, co oznaczamy A = B. Podkreslmy, ze izomorficz-
no$¢ dwoéch obiektéw zalezy od struktury strzatek pomigdzy nimi,
a wiec jest zalezna od danej kategorii. Poprzestafimy na ogélnym ko-
mentarzu, ze izomorficzne obiekty mozna uwaza¢ za w pewnym sen-
sie rownowazne lub posiadajgce te samg strukture!!. Dysponujac po-
jeciem izomorfizmu mozemy zdefiniowaé grupe jako kategorie z jed-
nym obiektem, w ktorej wszystkie strzatki sg izomorfizmami. Nato-
miast naturalne uogélnienie do dowolnej kategorii'?, w ktérej wszyst-
kie strzalki sg izomorfizmami, prowadzi doktadnie do pojgcia grupo-
idu.

PrzejdZmy do kategorii z wigksza iloScig obiektéw. Najprostsze
tego typu kategorie beda posiadaly jedynie strzatki identyczno$ciowe
(sa to tzw. kategorie dyskretne). Dowolny zbiér moze by¢ postrzegany
jako taka wtas$nie kategoria. Jego elementy sg obiektami tej kategorii,
a brakowi jakiejkolwiek struktury zbioru odpowiada istnienie jedy-
nie trywialnych strzatek identyczno$ciowych. Jesli rozwazymy kate-
gorie z co najwyzej jedng strzatka idagca od dowolnego obiektu do
(w 0g6lnosci) innego dowolnego obiektu otrzymamy doktadnie kate-
gorie, ktére odpowiadajg quasi-porzadkom. Jesli (P, <) jest dowol-
nym quasi-porzadkiem, to obiektami kategorii sa elementy zbioru P,
a pomiedzy a,b € P jest strzatka wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
a < b. Mozna tatwo pokazaé, ze czgSciowym porzadkom odpowia-
daja doktadnie tzw. kategorie szkieletowe (skeletal) (sa to kategorie,
ktére na mocy definicji posiadajg t¢ wlasnos¢, ze izomorficzno$¢ do-

11 Mozna pokazad, ze izomorficzno$¢ obiektéw pociaga bijekcje pomiedzy rodzinami
strzalek z jednego i drugiego obiektu, jak i bijekcje pomiedzy rodzinami strzatek do
jednego i drugiego obiektu (zob. Smith, 2016, s. 30, tw. 14).

12 Doktadnie rzecz biorgc nalezy ograniczyé sie do tzw. matych kategorii zdefiniowa-
nych ponizej.
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wolnych obiektéw oznacza ich tozsamos¢ (identyczno$¢)) z maksy-
malnie jedna strzatka idaca od dowolnego obiektu do innego (w ogdl-
nosci) obiektu.

Kategorie rozwazane powyzej sa przyktadami tzw. matych kate-
gorii. Kategorie¢ nazywamy matq, jesli zaréwno rodzina obiektow, jak
i rodzina strzatek mogg by¢ jedno-jednoznacznie odwzorowane w ele-
menty jakichs$ zbioréw!3. Kategorig, ktéra nie jest mata, nazywamy
duzq. Wsréd duzych kategorii wyrézniamy takze tzw. kategorie lokal-
nie mate. Sa to takie kategorie, dla ktérych zadamy jedynie, aby dla
dowolnych dwéch obiektéw A i B rodzina strzatek Arr(A, B) mogta
by¢ jedno-jednoznacznie odwzorowana w elementy jakiego$ zbioru.
Jest wiele waznych kategorii, ktére cho¢ nie sg mate, sg jednak lokal-
nie mafe.

Bardzo wazna rodzing lokalnie matlych kategorii stanowia katego-
rie, ktérych obiekty sg zbiorami z pewng struktura, jak np. zbiory cze-
§ciowo uporzadkowane, grupy, czy przestrzenie topologiczne, a mor-
fizmami sg odpowiednie odwzorowania zachowujace dang strukture.
Najubozsza strukturg jest zwykly zbiér niemajacy tak naprawdeg
zadnej struktury. Kategoria Set sktada si¢ z obiektéw, ktérymi sg
zbiory i morfizméw, ktérymi sg standardowe funkcje. Kategoria Po-
set sktada si¢ z obiektéw, ktérymi sg zbiory czeSciowo uporzadko-
wane (ang. poset — partially ordered set) i morfizméw, ktérymi sg
odwzorowania zachowujace porzadek, a wiec funkcje monotoniczne.
W kategorii Group mamy grupy i homomorfizmy grupowe, a w kate-

gorii Top przestrzenie topologiczne i odwzorowania ciagte. To oczy-

13 Czesto przyjmuje si¢ w rozwazanej definicji, ze rodzina obiekt6w i rodzina strzatek
sg po prostu (zwyklymi) zbiorami (w przeciwieristwie do klas wtasciwych). Jesli jed-
nak jako teori¢ zbiorow przyjelibySmy ZFC, to elementami dowolnego zbioru moga
by¢ jedynie inne zbiory. Wtedy strzatki musialyby by¢ zbiorami, czego nie chcemy
zaktadac.
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wiscie tylko niektdre przyktady, istniejg takze kategorie zbioréw skon-
czonych, macierzy, przestrzeni wektorowych, rozmaitosci i wiele in-
nych.

Z jednych kategorii mozemy takze tworzy¢ inne kategorie. Pod-
stawowymi operacjami sg m.in.: wziecie odpowiedniej mniejszej
podkategorii danej kategorii, iloczyn dwéch kategorii, utworzenie
kategorii strzalek, ktdrej obiektami sg strzatki pierwotnej katego-
rii (a strzatkami sg odpowiednie pary strzatek pierwotnej kategorii).
Wszystkie te konstrukcje, ze wzgledu na brak miejsca oraz brak wick-
szego powigzania z dalsza trescig artykutu, omawiamy w dodatku I.

Jak mogliSmy si¢ juz nieco przekonaé, jedna z podstawowych
idei teorii kategorii jest badanie pewnych obiektéw poprzez morfi-
zmy laczace obiekty z innymi obiektami. Idac dalej za ta idea, aby
dowiedziec¢ si¢ nieco wigcej o samych kategoriach nalezatoby spré-
bowac¢ zbadaé odpowiednie strzatki pomigdzy samymi kategoriami
traktowanymi jako obiekty jakiej$ wigkszej kategorii'#. Takimi strzat-
kami pomiedzy kategoriami sg tzw. funktory. Sg one tak zdefinio-
wane, Ze taczg odpowiednio obiekty i struktury strzatek jednej kate-
gorii z obiektami i strukturg strzalek drugiej kategorii. Moze to si¢
dokonywa¢ na rézny sposéb. Rozwazmy tylko jeden przyktad. Tzw.
funktor zapominania (forgetful functor) idacy z kategorii Group do
kategorii Set, ktory kazdej grupie (bedacej obiektem Group) przypo-

14'W zwigzku z kategorig, ktérej obiektami sg inne kategorie, nalezy oczywiscie uwa-
za¢, by nie popas$¢ w problem analogiczny do paradoksu Russella dotyczacego zbioru
wszystkich zbioréw. Nie wchodzac glebiej w to zagadnienie zauwazmy, ze jesli na
przyktad ograniczymy si¢ do kategorii malych, to kategoria, ktérej obiektami beda
wszystkie mate kategorie, a strzatkami funktory pomiedzy tymi kategoriami, bedzie
poprawnie okreslona.
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rzadkowuje zbidr jej elementéw, a homomorfizmowi funkcje, ktéra
on sam jest. Funktor ten zapomina wiec o strukturze grup i ,,zaczyna”
je postrzegaé (w docelowej kategorii) jak zwykle zbiory'.

Mozna pdjs¢ jeszcze o jeden poziom wyzej. Skoro funktory, jako
morfizmy pomiedzy kategoriami, a wigc pomiedzy pewnymi struk-
turami, sg tak wazne i ciekawe, to mozemy znowu zastosowa¢ pod-
stawowg idee¢ teorii kategorii i przej$¢ do badania funktoréw po-
przez odpowiednie strzalki taczace rézne funktory, takie jak trans-
formacje naturalne (natural transformations). Funktory jako obiekty
i transformacje naturalne pomiedzy nimi jako strzatki tworzg bardzo
wazne w teorii kategorii tzw. kategorie funktorowe. Przypomnijmy,
ze w swoim zalozycielskim artykule (Eilenberg i Mac Lane, 1945)
Eilenberg i Mac Lane pisza, ze transformacje naturalne i funktory sa
bardziej podstawowe od samych kategorii. Niestety w niniejszej pracy
nie bedziemy si¢ jednak zajmowali, skadingd niezwykle waznymi dla
TK, kategoriami funktorowymi.

To wstepne i bardzo pobiezne wprowadzenie w §wiat kategorii
jest jednak, mamy nadzieje, wystarczajace, aby dostrzec cho¢ §lad po-
wszechnosci kategorii oraz ich sity unifikujgcej wiele pojec i struktur

matematycznych.

15 Bez wprowadzania pojecia funktora sprzezonego, zanotujmy jedynie bardzo cie-
kawy fakt, ze w TK w bardzo elegancki sposéb mozna otrzymaé tzw. wolne (free)
struktury, mianowicie poprzez (lewy) funktor sprzg¢zony do funktora zapominania.
W powyzszym przypadku taki funktor sprzezony (ktéry zawsze idzie w przeciwnym
kierunku, a wigc w naszym przyktadzie z Set do Group) przyporzadkowuje kazdemu
zbiorowi grupe wolng (free group), ktérej zbiorem wolnych generatoréw jest dany
zbidr.
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4. Strzatki zamiast ,€”

W teorii mnogos$ci zbiory okreSlane sa poprzez podanie w jakiS§
sposob elementéw, ktére naleza do danego zbioru. Na poziomie je-
zyka, w ktédrym wyraza si¢ aksjomaty teorii mnogosci (Zermelo-
Fraenkela), odpowiada temu uzywanie dwuargumentowego symbolu
predykatywnego ,,€”. Zbadamy teraz, czy i jak w teorii kategorii, ma-
jac do dyspozycji jedynie strzatki pomigdzy obiektami, mozemy mo-
wic o jakich§ elementach obiektow.

Sprébujmy zastosowac tutaj metode czgsto stosowana przy pro-
bie znalezienia kategoryjnego odpowiednika pojecia teoriomnogo-
Sciowego. Metoda ta polega na tym, aby najpierw sprobowaé wyra-
zi¢ rozwazane pojecie jedynie za pomoca funkcji pomiedzy zbiorami.
Nastepnie probujemy zdefiniowaé kategoryjny odpowiednik w kate-
gorii Set, w ktorej strzalkami sg wtasnie funkcje pomiedzy zbiorami,
a nastepnie uogdlniamy sytuacj¢ na dowolng kategorie. Oczywiscie
jest to jedynie zgrubny schemat. Pojecia kategoryjne maja inng na-
ture. Wiele z nich, m.in. przez to, ze s definiowane za pomocg morfi-
zmow, jest okreslonych jedynie z doktadnoscig do izomorfizmu. Jest
to wazna cecha teorii kategorii pokazujaca jej strukturalny charakter.

Niech X bedzie dowolnym niepustym zbiorem. Zauwazmy, ze
zbiér funkcji o dowolnej jednoelementowej dziedzinie (oznaczmy
ja jako {x}) i przeciwdziedzinie X odpowiada jedno-jednoznacznie
zbiorowi elementéw zbioru X . Symbolicznie mozemy to zapisac jako

fi:{x}o2x—x; € X.

Nalezy teraz zdefiniowa¢ kategoryjnie obiekt odpowiadajacy
w Set zbiorowi jednoelementowemu. Jak tatwo sprawdzié, czyni

temu zado$¢ nastepujaca definicja:
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Definicja 3. Obiekt 1 nazywamy koricowym (terminal), jesli dla do-
wolnego obiektu A istnieje doktadnie jedna strzatka idaca z A do 1
(oznaczana A BN , gdzie linia przerywana graficznie obrazuje

jedynosc tej strzaltki).

Dualnym pojeciem!® jest obiekt poczgtkowy (initial) (ozna-
czany 0), z ktérego idzie doktadnie jedna strzatka do kazdego obiektu
danej kategorii. Bedziemy jednak méwi¢ gtéwnie o obiekcie korico-
wym.

Dana kategoria moze w ogéle nie posiadaé obiektu koficowego,
moze posiadaé jeden taki obiekt lub wiele. Mozna jednak udowod-
ni¢ proste twierdzenie, ze obiekty koricowe, jesli istnieja, sa jedno-
znaczne z dokladnoscig do jedynego izomorfizmu, tj. jesli 111" sg
koricowe, to istnieje doktadnie jeden izomorfizm z 1 do 1. To samo
dotyczy oczywiScie obiektéw poczatkowych.

Spdjrzmy na kilka przyktadéow. W Set obiektem korcowym
jest dowolny zbidr jednoelementowy, poczatkowym jest zbidr pusty.
W zbiorze czgéciowo uporzadkowanym postrzeganym jako kategoria,
obiektem koficowym jest element najwickszy (jesli istnieje), poczat-
kowym element najmniejszy (jesli istnieje). W kategorii Group obiek-
tem koficowym jest jednoelementowa grupa (sktadajaca si¢ jedynie
z elementu neutralnego), ktéra jest jednocze$nie obiektem poczatko-
wym w tej kategorii.

Zgodnie z tym co zauwazyliSmy powyzej, morfizmy f; : 1 — X
w Set odpowiadajg jedno-jednoznacznie elementom z; € X (morfi-
zmy f; bedziemy wiec oznaczaé takze jako x; lub po prostu z). Mo-

16 Méwimy o pewnych pojeciach, ze sg wzajemnie dualne, gdy zamiana kierunku
wszystkich strzatek w jednym pojeciu prowadzi do drugiego. Jesli z danym pojeciem
zwigzane jest takze skfadanie odwzorowari, nalezy takze odpowiednio przedefiniowa¢
operacje sktadania poprzez odwrdcenie kolejnosci skfadanych morfizméw.
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zemy wiec mysle¢ o tych morfizmach jak o kategoryjnej wersji ele-
mentéw zbioru X. Nic nie stoi na przeszkodzie, aby uogdlnic ten typ

morfizméw na dowolng kategori¢ posiadajaca element koricowy.

Definicja 4. W kategorii C posiadajacej obiekt koficowy 1, elemen-
tem globalnym dowolnego obiektu X nazywamy dowolny morfizm
1— X.

Uzasadnienie uzycia nazwy ,,globalny” podamy ponizej. Powyz-
sze pojecie, zdefiniowane teraz calkowicie na gruncie teorii kategorii,
zaczyna funkcjonowac juz zgodnie z jej ,.filozofig”. Zauwazmy wigc,
ze np. w Group morfizmy s3 homomorfizmami grupowymi, a wigc
z grupy jednoelementowej (obiektu koricowego w Group) istnieje
tylko jedna strzatka do dowolnej innej grupy'’, tj. kazda (dowolnie
wielka) grupa posiada tylko jeden element globalny.

Wprowadzimy teraz pojecie, ktére potrafi odrézni¢ kategorie,
w ktérych elementy globalne w pewnym sensie w pelni penetruja
obiekty, od tych, w ktdérych te elementy sa niewystarczajace (jak wi-

dzieliSmy powyzej na przyktadzie Group).

Definicja 5. Niech C posiada obiekt koricowy 1. Niech ponadto X, Y
beda dowolnymi C-obiektami, a f, g : X — Y dowolnymi strzatkami
zC(X,Y). C nazywamy upunktowiong (well-pointed), gdy z faktu, iz
dla wszystkich elementéw globalnych = : 1 — X zachodzi f oz =
gox,wynika ze f = g.

Jak tatwo sprawdzi¢ Set jest upunktowiona, natomiast Group nie. Wi-
dzimy wigc, Ze w teorii kategorii nie mozna ograniczy¢ si¢ do elemen-

tow globalnych. Dlatego wprowadzamy szersze pojecie.

17 Jest tak dlatego, ze kazdy homomorfizm grupowy musi odwzorowaé element neu-
tralny jednej grupy koniecznie w element neutralny drugiej grupy, gdyz inaczej nie
bytby spetniony warunek homomorficznosci tego odwzorowania, a wigc zachowania
struktury grupy.
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Definicja 6. Uogdlnionym elementem C-obiektu X nazywamy (do-
wolng) C-strzalke o kodziedzinie X . Dziedzing tej strzatki nazywamy
sceng (stage) tego uogdlnionego elementu.

Uogdlnione elementy nazywane sg czasami takze zmiennymi ele-
mentami, a ich dziedziny, dziedzinami zmiennoSci. Bedziemy tez mo-
wi¢ o nich po prostu jako o elementach. Rozwazmy pewien taki ele-
ment obiektu X, np. z : A — X. Nazywanie A sceng lub dziedzing
zmienno$ci ma wyraza¢ intuicje, ze obiekt A jest jakby miejscem,
z ktérego ten element oglada obiekt X. Stosuje si¢ takze oznaczenie
x €4 X, ktére mozna odczytywac jako ,,z punktu widzenia A (ze
sceny A) z nalezy do X”.

Mozemy teraz wytlumaczy¢ nazywanie globalnymi elementéw,
ktérych scena jest obiektem koncowym 1. Rozwazmy dwa rézne ele-
menty globalne x1,z2 : 1 — X. Dla dowolnego obiektu A istnieje
doktadnie jedna strzatka z tego obiektu w 1 (z definicji obiektu kon-
cowego). Widzimy wiec, ze dowolnym globalnym elementom mo-
zemy w jednoznaczny sposob (doktadnie rzecz biorac injektywnie,
cho¢ w ogdlnosci nie surjektywnie) przyporzadkowaé odpowiednie

elementy uogélnione ze sceny A. Zobrazujmy to diagramem

Mozna wigc powiedzieé, Ze globalne obiekty sg globalnie obserwo-
walne (z dowolnej sceny), stad ich nazwa. Dlatego tez zamiast x €, X,
mozemy, niezbyt $ciSle, pisa¢ po prostu x € X.

Uogo6lnione elementy juz w petni penetrujg obiekty w dowolnej

kategorii. Doktadnie rzecz biorgc mozna udowodnié twierdzenie mo-
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wigce, iz rownolegte morfizmy f,g : X — Y w dowolnej kategorii
sa tozsame wtedy i tylko wtedy, gdy dzialaja tak samo na wszystkich
uogélnionych elementach'8.

Na koniec tej cze$ci zauwazmy kilka podstawowych faktéw. Sam
obiekt koicowy ma (z definicji) doktadnie jeden element uogdlniony
z dowolnej sceny (,,na dowolnym stage’u”’). Kategoria moze w ogéle
nie posiada¢ obiektu konicowego, a nawet jesli go posiada, to dany
(dowolny) obiekt moze w ogdle nie posiadac globalnych elementow
(po prostu moze nie istnie¢ strzatka z 1 do tego obiektu), cho¢ zawsze
musi posiada¢ co najmniej jeden uogélniony element (swoja strzatke

identycznoS$ciowa).

5. Dalsze pojecia

Wprowadzimy teraz kolejne wazne dla teorii kategorii pojecia, ktdre
ponadto bedg nam potrzebne w dalszej czesci pracy. Oméwimy je
tylko pobieznie, zainteresowanego Czytelnika odsytamy do literatury
wspomnianej we wstepie.

Zacznijmy od wzajemnie dualnych poje¢ monomorfizmu i epi-

morfizmu.

Definicja 7. Strzatke f : A — B nazywamy monomorfizmem (mo-
nic), jesli dla dowolnej pary strzatek g,h : C — A z réwnosci
fog= fohwynika, Ze g = h. Méwimy, Ze monomorfizmy sg le-
wostronnie skracalne i oznaczamy je szczegdlnym rodzajem strzatki
f:A— B.

18 } atwo mozna to zobaczy¢: skoro f, g dziataja tak samo na wszystkich uogélnionych
elementach obiektu X, to w szczegdlnosci dotyczy to1x : X — X, zatem fo1x =

goix,astad f =g.
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Strzatke f : A — B nazywamy epimorfizmem (epic), jesli dla
dowolnej pary strzalek g,h : B — C zréwnoScigo f = ho f wy-
nika, ze g = h. MOwimy, Ze epimorfizmy sa prawostronnie skracalne

i oznaczamy je szczeg6lnym rodzajem strzatki f : A —» B.

W Set pojecie monomorfizmu pokrywa si¢ z injektywnoscia
funkcji, a epimorfizmu z surjektywnoscig. W Group pojecia te pokry-
waja si¢ z ich standardowym znaczeniem jako odpowiednich homo-
morfizméw grupowych. Zwracamy uwage, ze o ile w Set posiadanie
wlasno$ci monomorficznos$ci i epimorficznosci jednoczesnie jest row-
nowazne z izomorficznoscia, o tyle w ogélnosci nie jest to prawda'®.

Majac juz pojecie monomorfizmu, mozemy zdefiniowal teraz
tzw. podobiekty (subobjects), ktore sa kategoryjnym odpowiedni-

kiem podzbioréw. Rozwazmy najpierw nastepujaca definicje:

Podobiektem obiektu X nazywamy dowolny monomor-
fizm f : A »— X o kodziedzinie X.

Jak okaze si¢ za chwile, bedziemy musieli nieco zmodyfikowac¢ po-
wyzsza probe zdefiniowania podobiektu, spdjrzmy jednak najpierw
na pewne wilasnosci tak zdefiniowanego pojecia.

Jesli X jest zbiorem, to w ramach teorii mnogosci rodzine jego
podzbioréw nazywamy zbiorem potggowym tego zbioru i oznaczamy
P(X). Relacja zawierania si¢ zbioréw jest czg§ciowym porzadkiem
na zbiorze potggowym. Zatem struktura (P(X), C) rozwazana jako

czeSciowy porzadek, zgodnie z weczesniejszymi rozwazeniami, moze

19 Na przyktad w rozwazanej wcze$niej kategorii odpowiadajacej quasi-porzgdkowi,
od jednego dowolnego obiektu do drugiego dowolnego obiektu jest co najwyzej jedna
strzatka, zatem wszystkie strzatki sa zar6wno monomorfizmami, jak i epimorfizmami.
Jednak bardzo prosto wskaza¢ przyktad kategorii, w ktorej istnieje strzatka niebe-
daca izomorfizmem (cho¢ jest zar6wno mono- jak i epimorfizmem). Np. kategoria
z dwoma obiektami i jedyng nieidentycznosSciows strzatka idaca od jednego do dru-
giego obiektu.
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by¢ traktowana jako kategoria, w ktdrej z obiektu A do B istnieje
strzalka wtedy i tylko wtedy, gdy A C B. Wtedy nastepujacy dia-
gram (ponizszy typ strzalek jest standardowo uzywany na oznaczenie
inkluzji)

komutuje?. To zachowanie podpowiada nam definicjg zawierania si¢
pomiedzy podobiektami (danego, tego samego obiektu). Ze wzgledu
jednak na aktualnie tylko roboczg definicje podobiektu, wyrazimy ja

w jezyku monomorfizméw.

Definicja 8. Mdéwimy, ze monomorfizm f: A ~— X zawiera si¢
w monomorfizmie g : B > X, co oznaczamy f C g, wtedy i tylko

wtedy, gdy istnieje strzalka h : A — B taka, ze diagram

komutuje (mozna pokazad, ze takze h jest wtedy monomorfizmem).

Dla podobiektéw zdefiniowanych wedlug naszej wstepnej defini-
cji, zawieranie si¢ powyzsze nie posiada wlasno$ci antysymetryczno-
Sci, gdyzjesli f C gig C f, to dziedziny morfizméw f i g sa jedynie
izomorficzne (a nie tozsame), a wigc f nie musi by¢ réwne g. Takie
podobiekty f i g oizomorficznych dziedzinach i tozsamych kodziedzi-

nach mozemy nazwac izomorficznymi i oznaczy¢ f ~ g. Izomorfizm

20 Komutowanie diagramu, jak i samo pojecie diagramu w teorii kategorii, wyja-
$niamy na s. 53. W skrécie oznacza to, iz zlozenie strzatek wzdtuz r6znych drég daje
ten sam wynik. W powyzszym przypadku, komutowanie diagramu oznacza, ze zloze-
nie inkluzji A < B oraz B — X daje dokfadnie inkluzje¢ A — X.
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ten jest relacja réwnowaznosci, wigc mozemy utworzy¢ odpowiednie

klasy réwnowaznosci

(f1=Ag:f=g}.

Owe klasy réwnowaznoSci stanowia teraz wlasciwa definicje podo-
biektow.

Definicja 9. Podobiektem obiektu X nazywamy klas¢ réwnowazno-
$ci monomorfizméw o kodziedzinie X ze wzgledu na relacje réwno-

waznosci ~ .

Rodzing podobiektéw obiektu X oznaczamy Sub(X) i mozemy

zapisaé

Sub(X) = {[f] : f jest monomorfizmem takim,

ze cod(f) = X}. M

Relacje¢ zawierania definiujemy teraz poprzez warunek

[f1Clgl ww fCyg.

Czesto upraszcza si¢ jednak zapis (i jezyk) piszac, ze f jest podobiek-
tem (zamiast pisaé [f]). My takze przyjmiemy to uproszczenie.
Warto zauwazy¢, ze w Set zachodzi

Sub(X) = P(X), )

a zatem pojecie podobiektu rzeczywiScie uogélnia (na dowolng kate-
gori¢) teoriomnogosciowe pojecie podzbioru.
Produkty i koprodukty obiektéw

Wprowadzimy teraz dwa kolejne, dualne wzgledem siebie poje-

cia.
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Definicja 10. Produktem obiektéw A i B nazywamy obiekt A x B
wraz z parg strzalek (my : A x B — A, m : A x B — B) taki,
ze dla dowolnej pary strzatek f : C — Aig : C — B istnieje
dokfadnie jedna strzatka (f,g) : C — A x B (nazywana czasem

strzatka iloczynowa) czynigca komutatywnym diagram

C

f i g
i (£,9)

A(TAXBTB

Zachodzi wige m o (f,g) = fime o (f,g) = g (morfizmy 7y, 7o
pelnig zatem funkcje odpowiednich rzutowan i tak réwniez bywaja

nazywane).

Podobnie jak np. obiekt koicowy, réwniez produkty zdefinio-
wane s3 tylko z doktadnosciag do jedynego izomorfizmu. Produktem
dwéch zbioréw w Set jest ich iloczyn kartezjaniski (wraz z trywial-
nymi strzalkami rzutowan), a dwéch grup w Group iloczyn karte-
zjanski grup (wraz z rzutowaniami). Produktem w quasi-porzadku
(o ile dany produkt istnieje) jest najwieksze dolne ograniczenie, tj.
kres dolny (wraz z odpowiednimi strzatkami). W czgsciowym po-
rzadku (ktdra to kategoria, jak widzieliSmy, jest szkieletowa) produkt
ten, o ile istnieje, jest jedyny.

Warto przytoczy¢ jeszcze jeden przykiad produktu. W tym celu
zauwazmy, ze jeSli jako obiekty pewnej kategorii przyjmiemy for-
muly jakiego$ jezyka zerowego (lub pierwszego) rzedu L, a co do
strzatek zatozymy, ze z obiektu ¢ do % istnieje maksymalnie jedna
strzatka i to wtedy i tylko wtedy, gdy z formuly ¢ wynika logicznie
formuta v (co oznaczamy za pomoca relacji konsekwencji semantycz-

nej ¢ F 1), to rzeczywiscie otrzymamy w ten sposéb kategorie, ktorg
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oznaczmy Prop, . Jak fatwo sprawdzi¢, w Prop, produktem dwdéch do-
wolnych formut bedzie ich koniunkcja wraz z trywialnymi strzatkami
rzutowarn (na poszczegdlne cztony koniunkcji).

Przyktad pojecia produktu jest zatem kolejnym dobrym przykia-
dem na duza abstrakcyjno$¢ i uniwersalno$¢ poje¢ kategorialnych,
w tym sensie, ze pojecie produktu sprowadza si¢ w réznych katego-
riach do tak standardowo odmiennych poje¢, jak iloczyn kartezjariski
zbioréw lub grup, kres dolny czy koniunkcja. Kategorialne pojecie
produktu abstrahuje zatem co§ wspdlnego w tych i innych pojeciach
i wyprowadza nas przez to na zupelnie nowy poziom matematycznej
abstrakcji. Jest to dobry przyktad specyficznego charakteru catej teo-
rii kategorii.

Pojeciem dualnym do produktu jest koprodukt (Scista definicje
podajemy w dodatku IT). Oczywiscie takze koprodukty zdefiniowane
sa z dokfadnoscia do izomorfizmu. Koproduktem w Set jest roztagczna
suma zbioréw, natomiast w quasi-porzadku jest to najmniejsze gérne
ograniczenie, tj. kres gérny (o ile istnieje). W czeSciowym porzadku,
tak jak to bylo dla produktu, koprodukt, o ile istnieje, jest jedyny.
W Prop, koproduktem jest logiczna alternatywa danych formut.

CzeSciowy porzadek, w ktérym dowolne dwa elementy maja za-
réwno kres dolny, jak i gérny jest (z definicji) kratg. Widzimy wigc,
ze w jezyku kategoryjnym kratg jest czeSciowy porzadek majacy pro-
dukt i koprodukt dla dowolnych dwdéch elementow.

6. Logika zdan w toposach

Kwestia zastosowania teorii kategorii w logice jest bardzo rozlegta.
Powstata nawet osobna dziedzina zwana logika kategoryjna (catego-

rical logic). W niniejszej sekcji zarysujemy jedynie znaczenie seman-
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tyczne pewnych kategorii zwanych toposami (ich definicje przedsta-
wimy po oméwieniu koniecznych do tego pojec) dla jezykéw zdanio-
wych.

Bedziemy uzywac nastepujacych oznaczeri: KRZ na logike kla-
syczng zdan (klasyczny rachunek zdan) oraz INT na intuicjonistyczng
logike zdan (nieco wigcej piszemy o niej w sekcji 7). Piszac krétko
o logice bedziemy zawsze rozumieli logike zerowego rzedu, tj. zdan.

Juz na poczatku warto zauwazy¢, ze podejscie kategoryjne do
matematyki ma swojg wyjatkowa specyfike. Nie zakladamy w punk-
cie wyjscia obowigzujacej logiki, ktérej beda podlegaty rézne obiekty
matematyczne, lecz logika bedzie czeScig struktury toposéw. To wla-
$nie ze struktury strzatek danego toposu bedziemy mogli odczytaé
logike, jaka obowigzuje w danym toposie. Struktura toposu bedzie
decydowata zaréwno o typie logiki (co mozemy wyrazi¢ przez aksjo-
maty, jakie sg spetnione w danym toposie), jak i np. o iloSci wartosci
logicznych obecnych w danym toposie traktowanym jako semantyka
odpowiedniej logiki.

Do oméwienia logiki toposu musimy teraz rozwazy¢ centralne

pojecie klasyfikatora podobiektow.

Klasyfikator podobiektéw

Kluczowym obiektem dla logicznej struktury toposéw jest tzw.
klasyfikator podobiektow (subobject classifier). Nie bedziemy rozwa-
za¢ doktadnej definicji tego pojecia (mozna je znalez¢ np. w (Gold-
blatt, 2006, s. 81)), oméwimy tylko jego role oraz podamy niektére
przykiady.

Klasyfikatorem podobiektow w kategorii C posiadajacej obiekt

koricowy jest pewien obiekt (oznaczany przez ()) wraz ze strzalka
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bedaca elementem globalnym obiektu (2, oznaczang T : 1 — (.
Ze wzgledoéw o ktérych ponizej, T nazywa si¢ strzatka prawdziwo-
Sciowa (truth arrow) i czasami oznacza si€ ja po prostu jako true, czyli
prawda. Jak sugeruje sama nazwa, klasyfikator podobiektéw rzeczy-
wiscie klasyfikuje podobiekty. Mozna mianowicie udowodnic, ze ist-
nieje wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowanie podobiektéw do-
wolnego obiektu X strzatkom X — € (czyli elementom uogdlnio-

nym klasyfikatora podobiektéw ze sceny X), co mozemy zapisaé
Sub(X) 2 ((X,). 3)

WprowadZmy pewne oznaczenie na powyzsze przyporzadkowa-
nie: strzatke, ktéra odpowiada podobiektowi f bedziemy oznaczad
przez x .

Jak zawsze, spéjrzmy najpierw na sytuacje w Set. Obiektem (2
jest tutaj dwuelementowy zbiér, np. {0,1}, o ktérym mozemy my-
§le¢ jako o zbiorze warto$ci logicznych (falsz i prawda). Jest jasne, ze
funkcje z danego zbioru X w zbidr {0, 1} wyznaczaja wzajemnie jed-
noznacznie podzbiory zbioru X (poprzez funkcje charakterystyczne
przyjmujace warto$¢ 1 na danym podzbiorze, a poza nim 0, stad wpro-
wadzone powyzej oznaczenie X ). Przyktady niektérych wiasnoSci

klasyfikatoré6w podobiektéw w innych toposach podamy w sekcji 7.

Toposy

Ze wzgledu na brak odpowiednich pojec, nie mozemy w niniej-
szej pracy podac Scistej definicji toposu. Aby jednak nieco doktadnie;j
opisa¢ czym jest topos>! zauwazmy, ze kategoria Set posiada naste-

pujace wtasnosci:

21 Wzorujemy si¢ w tym opisie na (Bell, 2008, s. 113).
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1. Istnieje obiekt koricowy 1 (ktérym w Set jest dowolny zbidr
jednoelementowy).

2. Dla dowolnej pary obiektow A, B istnieje ich produkt A x B
(ktérym w Set jest np. ich iloczyn kartezjariski).

3. Dla dowolnej pary obiektéw A, B istnieje obiekt oznaczany
przez B4 (tzw. obiekt wykladniczy (exponential object)), kt6-
rego elementy odpowiadaja morfizmom A — B (w Set jest to
np. zbidr wszystkich funkcji o dziedzinie A i przeciwdziedzi-
nie B).

4. Istnieje klasyfikator podobiektéw {2 (zwany takze obiektem
wartosci prawdziwoSciowych (logicznych)), wraz z wyréznio-
nym elementem globalnym prawda (T) (w Set jest to np. zbiér
{0, 1}, a prawda jest standardowo 1). Zauwazmy, ze dla dowol-
nego obiektu X, obiekt QX odpowiada zbiorowi potggowemu

zbioru X2,

Wszystkie powyzsze cztery warunki moga by¢ wyrazone w czysto
kategoryjnym jezyku, tj. jedynie za pomoca strzatek (dwa pierwsze
zostaly juz wczesniej wyrazone przez nas w ten sposob).

Mozemy teraz niescisle (jedynie dlatego, ze nie podaliSmy do-
ktadnej definicji ani obiektu wyktadniczego, ani klasyfikatora podo-
biektéw) przyjac, ze (elementarnym) toposem nazywamy dowolng ka-
tegorig, ktéra spetnia powyzsze cztery warunki>®.

W dalszej czesci pracy bedziemy potrzebowali takze nastgpujacej

definicji.

22 Jest tak, poniewaz zgodnie z wcze$niejszym punktem QX odpowiada rodzinie strza-
fek z X do €2, a ponadto zachodzi (3) i (2).

23 Poczatkowo w definicji elementarnego toposu przyjmowano znacznie mocniejsze
warunki. Z czasem okazato si¢ jednak, Ze wystarczy zatozy¢ jedynie te powyzsze,
a pozostate wlasnosci sa dowodliwe na mocy tych zalozen. Przede wszystkim mozna
udowodnié, ze kazdy taki topos posiada takze dowolne tzw. granice i kogranice, a wigc
m.in. poznane juz przez nas koprodukty.
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Definicja 11. Topos nazywamy zdegenerowanym (degenerate), jesli

wszystkie jego obiekty sg izomorficzne.

Teoria topos6éw ma zastosowanie zaréwno w syntaktycznym jak
i w semantycznym podej$ciu do logiki, my jednak zajmiemy si¢ jedy-

nie czgscig semantyczna.

Semantyka toposéw

Zalézmy wigc, ze mamy dany pewien jezyk zdaniowy (zerowego
rzedu). Niech Z oznacza zbiér symboli zdaniowych (zdan atomo-
wych), a Fm(Z) zbidr wszystkich sensownych formut w tym jezyku,
czyli zdaf utworzonych poprawnie za pomoca symboli zdaniowych
nalezacych do Z i standardowych symboli logicznych -, V, A, — (jak
i ewentualnie nawiaséw jako symboli pomocniczych).

W tradycyjnym podej$ciu modelem lub warto$ciowaniem nazy-
wamy dowolne przyporzadkowanie symbolom zdaniowym wartoSci
logicznych prawdy lub fatszu, a wiec odwzorowanie Z — {0, 1}. Od-
wzorowanie to rozszerzamy nastepnie na wszystkie zdania, tj. na caly
zbiér Fm(Z). W tym celu definiujemy (np. za pomocg tzw. tabelek)
dziatanie symboli logicznych jako odpowiednich funkcji na warto-
$ciach logicznych (lub ich parach), np. v : {0,1} x {0,1} — {0,1}
jest zdefiniowana tak, ze jako funkcja V(0,0) = 0, w pozostatych
przypadkach przyjmuje warto$¢ 1.

Korzystajac z odpowiednich pojec teorii kategorii mozna wyra-
zi¢ dzialanie tych symboli logicznych w jezyku strzalek (nie jest to
zupetnie trywialne zadanie, gdyz jak pamictamy w teorii kategorii nie
mozemy odnosic si¢ do poszczegdlnych elementéw obiektéw, jednak
jest to wykonalne). Ponadto mozemy w naturalny sposéb uogdélnic¢ ich

dziatanie do sytuacji, gdy zamiast zbioru {0, 1} mamy obiekt €2 (kla-
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syfikator podobiektéw, pelnigcy role obiektu wartosci logicznych).
W ten sposéb otrzymujemy dziatanie symboli logicznych w dowol-
nym toposie jako odpowiednich strzatek: — : 2 — 2 dla negacji, nato-
miast pozostate symbole logiczne s3 réznymi strzatkami 2 x 2 — 24
(nie podajemy tutaj doktadnej definicji tych strzatek, mozna je znaleZ¢
np. w (Goldblatt, 2006, s. 139)). Zwracamy uwagg, Ze czyms innym sg
symbole logiczne jako czg$¢ alfabetu danego jezyka, a czyms innym
symbole logiczne zdefiniowane jako odpowiednie strzatki w toposie.
Ze wzgledéw praktycznych, aby nie rozszerza¢ zbytnio notacji, pozo-
stawiliSmy jednak te same oznaczenia na r6znie rozumiane symbole
logiczne.

Podkres§lmy, ze tak zdefiniowane symbole logiczne stanowia
uogélnienie na dowolny topos standardowych symboli logicznych.
Mozna mianowicie udowodni¢, Zze w dowolnym toposie (majacym
na przyktad nieskoriczenie wiele wartosci logicznych), dziatanie tych
symboli logicznych na (zawsze obecnych) wartosSciach prawdy (T)
i fatszu (1) sprowadza si¢ zawsze do standardowego ich dziatania
(zob. np. Goldblatt, 2006, s. 142, tw. 1). W szczegd6lnosci, dla toposu
Set otrzymujemy dwuwarto$ciowq logike ze standardowo dziatajg-
cymi symbolami logicznymi, a wiec logike klasyczna. W ogdélnosci
jednak, o czym ponizej, logika jaka obwigzuje w dowolnym toposie

nie bedzie klasyczna.

24 Produkt obiektéw zdefiniowalismy w definicji 10.

2 Falsz, L : 1 — Q definiujemy w kazdym toposie, jako xi,, gdzie lo : 0 — 1 jest
jedyna strzatka idaca z o do 1. W kazdym toposie !, bedzie monomorfizmem, jest to
wiec podobiekt obiektu korficowego.
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Definicja semantyki w toposach

Zdefiniujmy teraz semantyke w dowolnym toposie £. Elementy
globalne obiektu €2, czyli strzatki 1 — € pelnia role wartosci logicz-
nych (truth-values) jakie moga przyjmowac zdania przy danym war-
toSciowaniu. Rodzing wszystkich wartosci logicznych mozemy wiec
zapisaé jako £(1, Q).

Okre$lmy teraz warto$ciowanie zdan logicznych w toposie.

Definicja 12. £-wartosciowaniem (€-valuation) nazywamy dowolng
funkcje V : Z — £(1,9).

E-warto$ciowanie przypisuje wigc kazdemu symbolowi zdanio-
wemu warto$¢ logiczng (tj. strzatke 1 — Q). Korzystajac z dzialania
symboli logicznych jako strzalek 2 — € (dla =) Iub 2 x Q — Q (dla
pozostalych symboli logicznych), rozszerzamy teraz jednoznacznie
(analogicznie do standardowej procedury w ramach semantyki KRZ)

E-warto$ciowanie na caly zbiér Fm(Z) wszystkich zdai poprzez wa-

runki:
] V(a)
V(~a) = -0 V(a) vw&
V(a)
V{aAB) =No(V(a), V(B)) v(

Q
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gdzie (V(a), V(5)) jest strzatka produktows strzatek V(a) i V(5)
(zob. definicja 10) oraz dla pozostalych dwéch symboli logicznych
(analogicznie do koniunkcji):

Viavp) =voe(V(a),V(B)), Via=p)=—=o(V(a),V(f)).

W wyniku tej operacji (wykonywanej indukcyjnie ze wzgledu na zto-
zono§¢ formul) otrzymujemy petne £-wartoSciowanie bedace przy-
porzadkowaniem kazdej formule z Fm(Z) wartosci logicznej bedacej
strzatka 1 — Q.

Mozemy teraz zdefiniowac relacje spetniania w toposie.

Definicja 13. Mowimy, Ze zdanie « jest £-tautologiq (E-valid), co
oznaczamy £ F «, jesli dla dowolnego £-wartosciowania V', zachodzi
Vi) =T :1— Q.

7. Niektore wiasnosci logiki toposow

Zanim oméwimy nieco doktadniej rézne logiki jakie obowiazujg w to-
posach (rozumiane tutaj przede wszystkim semantycznie jako odpo-
wiednie zbiory £-tautologii) podkreslmy raz jeszcze, ze logika do-
wolnego toposu nie jest w zZaden spos6b narzucona z zewnatrz, lecz
wynika ze struktury strzalek danego toposu z kluczowg rolg strza-
ek zwigzanych z klasyfikatorem podobiektéw. Kazdy topos posiada
okreslong logike, o ktérej mozna by powiedzie¢, zZe nie mamy na nig
wplywu, mozemy ja jedynie odkry¢, opisa¢ i ewentualnie jakoS$ uzy¢.
W niniejszym opracowaniu oméwimy jedynie niektére wtasnosci lo-
giki toposéw. Powtérzmy, ze ograniczamy si¢ jedynie do logiki zdad,
a takze skupimy si¢ na pokazaniu pewnych powigzar logiki toposéw

z KRZ (oméwimy m.in. dwie rodziny toposéw, w ktérych zbidr tau-
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tologii pokrywa si¢ dokfadnie z tautologiami KRZ). Nalezy jednak
podkresli¢, ze bogactwo logiki toposéw ujawnia si¢ przede wszyst-
kim w intuicjonistycznej logice wyzszych rzeddw.

Cala konstrukcja semantyki zdaii w dowolnym toposie jest
uogélnieniem standardowej klasycznej dwuwartoSciowej semantyki.
Mozna mianowicie udowodnic¢, ze dowolne zdanie jest Set-tautologia
(w sensie £-tautologii w toposie Set) wtedy i tylko wtedy, gdy jest
tautologig klasycznego rachunku zdan (dalej nazywamy je po prostu

tautologiami i oznaczamy Fggz a), co mozemy zapisa¢ symbolicznie

SetFa wtw Fgrz a.

Zatem semantyka toposéw w tym sensie uogdlnia standardowg kla-
syczng dwuwartoSciowa semantyke, Ze jest o wiele bogatszg seman-
tyka, ktéra w przypadku toposu Set odtwarza dokladnie klasyczne
tautologie.

Logika panujaca we wszystkich toposach jest logika intuicjoni-
styczna. Przy odpowiednio dobranej li§cie aksjomatéw klasycznej lo-
giki (np. jak w Goldblatt, 2006, s. 131), mozemy powiedzie¢, ze lo-
gika intuicjonistyczna posiada wszystkie aksjomaty klasycznej logiki
zdati z wyjatkiem aksjomatu wytaczonego §rodka (aV—a) oraz regule
wnioskowania taka sama, jak w klasycznej logice (tj. regule odrywa-
nia (modus ponens)). Semantyka logiki intuicjonistycznej jest inna
niz klasycznej. Wtasciwa semantyka, w sensie spetniania twierdze-
nia o petnosci, jest np. semantyka topologiczna, czy semantyka Krip-
kego. Zainteresowanego Czytelnika odsytamy do literatury (Dum-
mett, 2000; Heyting, 1971; Troelstra i Dalen, 1988; Dalen, 2002).

W kazdym toposie spelnione s3 wszystkie aksjomaty INT, a re-
guta wnioskowania zachowuje prawdg, tak wiec w kazdym topo-
sie obowigzujg wszystkie twierdzenia (réwnowaznie tautologie) INT.

W niektdérych toposach moga by¢ jednak spelnione takze inne aksjo-
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maty, np. w Set obowiazuje takze wylaczony Srodek, przez co logika
w tym toposie jest klasyczna. W og6lnosci zatem w toposach spo-
tykamy rézne tzw. posrednie logiki (intermediate logics)*. Jako ze
najmocniejszg taka logika jest KRZ, logika w dowolnym toposie jest
zatem slabsza od KRZ lub jej réwna, a wigc dowolna £-tautologia
(dla dowolnego toposu &) jest tautologia KRZ (zob. Goldblatt, 2006,

s. 143, tw. 2), co mozemy zapisa¢ symbolicznie
jezeli £ F a, to Fgrz a. 4)

W celu oméwienia algebraicznego aspektu logiki zdar toposéw,
przypomnijmy, ze istnieje Scista odpowiednio$¢ miedzy spdjnikami
KRZ (negacja, alternatywa, koniunkcja i implikacja), a podstawo-
wymi operacjami na podzbiorach danego zbioru (dopetnienie, suma,
iloczyn i zawieranie si¢ zbioréw). I tak np. sume dowolnych podzbio-
réw zbioru X definiujemy za pomocg alternatywy: AUB = {z € X :
x € AV € B}.Zbior potegowy P(X) z operacjami sumy, iloczynu
i dopelnienia wraz z elementem najmniejszym (zbiér pusty) i naj-
wigkszym (caly zbiér X) jest jednym z podstawowych przykladéw
struktury zwanej algebrg Boole’a. Jest ona algebraicznym odpowied-
nikiem klasycznej logiki (jest to tzw. algebra Lindenbauma-Tarskiego
KRZ).

W teorii kategorii jako odpowiednik zbioru potegowego P(X)
rozwazaliSmy powyzej (zob. (1) i (2)) rodzing podobiektow
Sub(X)?’. Zdefiniowali$my tam takze relacje zawierania si¢ miedzy
podobiektami (ktére sa, przypomnijmy, odpowiednimi strzatkami) be-
daca kategoryjnym odpowiednikiem zawierania si¢ zbioréw. Okazuje

26 7 definicji sg to niesprzeczne logiki zdan rozszerzajace INT.

27 Wiasciwym odpowiednikiem P (X) w toposach jest scisle rzecz biorac obiekt wy-
ktadniczy Q. Sub(X) jest pojeciem zewngtrznym wzgledem danej kategorii (zob.
dyskusja pod koniec niniejszej sekcji).
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sie, Ze mozna takze zdefiniowac kategoryjne odpowiedniki sumy, ilo-
czynu i dopetnienia. Jednak odpowiednia algebra podobiektow, chod
jest zawsze ograniczona, dystrybutywng kratg i spetnia nawet jeden

28 nie jest w ogélnosci algebrag Boole’a! Jest

z warunkéw pochlaniania
to przejaw tego, ze logika toposéw w ogdlnosci nie jest klasyczna. Al-
gebrg podobiektéw okazuje si¢ by¢ tzw. algebra Heytinga?®. Odzwier-
ciedla to fakt, ze w toposach obowigzuje INT, czy dokladniej logika
posrednia®.

Powréémy teraz do zwigzkéw logiki toposéw z KRZ. Wiemy juz,
ze zawsze dowolna £-tautologia jest tautologiag KRZ (zob. (4)). Kiedy
jednak implikacja zachodzi takze w druga strone, tj. w jakich topo-
sach zbidr £-tautologii pokrywa sie z tautologiami KRZ? Opiszemy
dwie takie grupy toposéw, ktére cho¢ nie tozsame, beda jednak miaty
(niepustg) czgS¢ wspdlna. Pierwsza grupe stanowig tzw. toposy dwu-

wartoSciowe.

Definicja 14. Niezdegenerowany topos nazywamy dwuwartoscio-
wym (bivalent), jesli prawda (T) i falsz (L) sa jego jedynymi warto-
Sciami logicznymi (globalnymi elementami klasyfikatora podobiek-

tow).

28 Mianowicie dla dowolnego podobiektu f zachodzi fN—f = 0, jednak w ogélnosci
nie zachodzi fU— f = 1. Ten ostatni warunek jest jedynym z listy aksjomatow algebry
Boole’a, ktéry moze nie by¢ spetniony.

? Definicje i rézne wtasnosci algebr Heytinga Czytelnik znajdzie np. w (Rasiowa i Si-
korski, 1963) lub (Goldblatt, 2006).

30 Przy standardowe;j definicji wartosciowania zdan logicznych w algebrze Heytinga,
ogot zdan bedacych H-tautologiami (tj. przyjmujacych warto$¢ jedynki w algebrze
przy dowolnym wartoSciowaniu), jest zbiorem tautologii pewnej posredniej logiki.
Zdania bgdace H-tautologiami dla dowolnej algebry Heytinga H tworza natomiast
doktadnie zbiér tautologii INT. Mozna ponadto udowodni¢, ze dane zdanie jest £-
tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy jest ono H-tautologia dla algebry Heytinga Sub(1),
gdzie 1 jest obiektem koficowym toposu £.
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Rzeczywiscie zachodzi twierdzenie (zob. Goldblatt, 2006, s. 143,
tw. 3) stanowiace, ze jezeli topos £ jest dwuwartoSciowy, to dla do-

wolnego zdania o zachodzi:
EFa wtw Fgrz a. ©)

Zwré¢my uwage, ze w tym twierdzeniu dwuwartoSciowo$¢ to-
posu pociaga wtasnosé (5), jednak w drugg stron¢ implikacja nie za-
chodzi. Sg zatem takze inne toposy, nie dwuwartoSciowe, ktérych tau-
tologie sg jednak tozsame z tautologiami klasycznego rachunku zdar.
Takim toposem jest np. Set” (definicje tej kategorii podajemy w do-
datku I) majacy cztery wartosci logiczne.

Druga grupe toposéw, ktérych zbidr tautologii pokrywa sie z tau-
tologiami KRZ, sg tzw. toposy klasyczne.

Definicja 15. Topos nazywamy klasycznym (classical), jesli [T, L] :

1+ 1 — € jest izomorfizmem.

Zauwazmy, ze w kazdym toposie istnieja T i L oraz dowolne ko-
produkty, wigc strzatka [T, L] (por. definicja 16 w dodatku II) jest
zawsze dobrze okreslona. Toposy klasyczne moga, ale nie musza by¢
dwuwarto$ciowe. Przyktadem toposu klasycznego niedwuwartoscio-
wego jest wspomniany powyzej topos Set?.

Przedstawimy jeszcze inng charakterystyke klasycznych toposéw.
WspominaliSmy powyzej, ze w kazdym toposie algebra podobiektéw
jest algebra Heytinga. Jesli jednak dla kazdego obiektu w toposie al-
gebra podobiektdw jest boolowska, to taki topos nazywamy boolow-
skim. Co wiecej, okazuje sie, ze struktura podobiektéw dowolnego
obiektu w toposie rzadzi klasyfikator podobiektéw (doktadnie struk-
tura jego podobiektéw), gdyz jesli Sub(Q) jest algebra Boole’a, to

wszystkie algebry podobiektow takze sg boolowskie. Boolowskos¢ to-
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posu jest jednak tylko innym obliczem jego klasycznoSci, gdyz mozna
pokazaé, ze topos jest boolowski wtedy i tylko wtedy, gdy jest kla-
syczny (zob. Goldblatt, 2006, s. 156n, tw. 1).

Popatrzmy jeszcze na kilka przyktadéw. WspomnieliSmy juz, ze
topos moze by¢ klasyczny, ale nie dwuwartoS$ciowy (podaliSmy przy-
klad Set®). Mozliwa jest takze sytuacja odwrotna, topos moze byé
dwuwarto$ciowy, choé nie klasyczny3'. Natomiast przyktadem to-
posu, ktéry nie jest ani klasyczny, ani dwuwartoSciowy moze by¢
Set™ (zob. dodatek I) (ma on trzy wartosci logiczne). W toposie tym
jednak nie jest spelniona zasada wylaczonego Srodka (zob. Goldblatt,
2006, s. 142).

Zwré¢émy uwage, ze w Set koprodukt 141 jest dwuelementowym
zbiorem, ktdry jest izomorficzny z {0, 1}, bedacym klasyfikatorem
podobiektéw w tym toposie. Widzimy wigc, ze pojecia dwuwarto-
Sciowosci i klasycznoSci toposu, cho¢ w ogdlnosci rézne, pokrywaja
si¢ jednak w Set. Jest to dobry przyktad bogactwa teorii kategorii,
w ktorej niektdre pojecia pokrywajace sie w toposie Set, a wigc w tym
sensie nierozréznialne w ramach podej$cia teoriomnogosciowego, s
jednak w ogdélnosci réznymi pojeciami kategoryjnymi. Teoria katego-
rii okazuje si¢ wiec w takich sytuacjach bardziej precyzyjna i bogat-
sza pojeciowo od teorii mnogosci.

Pojecia dwuwarto$ciowosci i klasycznosci sg powigzane z wcze-
$niej wprowadzonym pojeciem upunktowionej kategorii. Zachodzi
mianowicie twierdzenie (por. Goldblatt, 2006, s. 118, tw. 2 i s. 120,
tw. 4) stanowigce, ze jesli £ jest niezdegenerowanym upunktowionym
toposem, to £ jest zarowno dwuwarto$ciowy, jak i klasyczny.

Na koniec zwr6¢émy jedynie uwage, ze w naszej pobieznej anali-

zie znaczenia toposow dla logiki (czy takze we wcze$niejszym opisie

31 Nie podajemy przyktadu, gdyz wymagatoby to wprowadzenia nowych definicji. Za-
interesowanego Czytelnika odsylamy do (Goldblatt, 2006, s. 122n).
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rodziny podobiektéw danego obiektu w kategorii) korzystaliSmy cze-
sto z tzw. opisu zewnetrznego (external), w ktérym odwotywaliSmy
si¢ nieraz do konstrukcji formalnie nienalezacych do danej katego-
rii. I tak np. rodzina podobiektéw Sub(X), ktéra sama moze nie by¢
obiektem danego toposu (kategorii), jest wigc zasadniczo zewngtrzna
wzgledem niego. Jesli chcemy mysle¢ o toposie jako o samodziel-
nym uniwersum matematycznego dyskursu (jak to si¢ robi chociazby
w ramach podejscia kategoryjnego do podstaw matematyki, por. np.
(Bell, 1986; 1981)), wtedy w ramach tego uniwersum formalnie po-
strzega si¢ jedynie indywidua do niego nalezace. Obiektem, ktory jest
wewnetrzng (internal) wersja pojecia odpowiadajacego zbiorowi po-
tegowemu, jest obiekt wyktadniczy QX (lub, jeSli kategoria nie po-
siada klasyfikatora podobiektéw, definiowalny niezaleznie od €2, tzw.
obiekt potggowy (o ile istnieje)), podczas gdy Sub(X) jest jego ze-
wnetrzng wersja. Podobnie rozwazana przez nas rodzina wartoSci lo-
gicznych £(1,Q) takze nalezy do opisu zewnetrznego. Jej wersja we-
wnetrzng bylby obiekt ' = Q). Nie wchodzac glebiej w te tematyke,
gdyz chcieliSmy jedynie zwréci¢ uwage Czytelnika na rozréznienie
i obecno$¢ obu opis6w: zewnetrznego i wewnetrznego, zakoficzmy
jednak stwierdzeniem, ze obecny zewngtrzny opis semantyki topo-

sOw jest bardzo cenny w rozjasnianiu logicznych wlasnosci toposéw.

8. Przeglad innych zastosowan teorii kategorii
w filozofii

Wprowadzenie do niektérych podstawowych poje¢ teorii kategorii
oraz oméwienie niektérych zwigzkéw TK z logikg zdafi, co byto
przedmiotem dotychczasowych rozwazar, byty gléwnymi zamierze-

niami niniejszej pracy. Zauwazmy jednak, ze znaczenie TK dla filo-
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zofii, cho¢ jak si¢ nam wydaje w znacznej mierze ciggle czekajace na
odkrycie, nie ogranicza si¢ jedynie do logiki. W literaturze pojawia
si¢ wiele artykutéw traktujacych o znaczeniu TK dla takich zagad-
nien, jak chociazby wspominane juz strukturalizm, czy podstawy ma-
tematyki (zob. np. Awodey, 2004; Hellman, 2006; McDonald, 2012;
Landry i Marquis, 2005; Bell, 1981; Bondecka-Krzykowska i Muraw-
ski, 2008).

W kontekscie zastosowan TK w filozofii, warto wspomnie¢ takze
wydang ostatnio ksigzke (Landry, 2018)*? o charakterystycznym ty-
tule Categories for the Working Philosopher, bedaca obszernym zbio-
rem prac szeregu uznanych autoréw, traktujaca wtasnie o zastosowa-
niach TK w obszarach ,,od matematyki przez teori¢ dowodu, informa-
tyke do ontologii, od fizyki przez biologie do nauk kognitywnych, od
modelowania matematycznego przez strukture teorii naukowych do
struktury §wiata” (zob. Landry, 2018, s. vii, thum. moje).

Chcemy na koniec oméwic¢ krétko kilka prac zwigzanych z pew-
nymi zastosowaniami TK w filozofii (ze szczegdlnym uwzglednie-
niem wkladu polskich uczonych). Temat zastosowan TK jest bardzo
obszerny, dlatego ponizsze uwagi nalezy traktowa¢ jedynie jako wy-
bidrcze zestawienie kilku przyktadéw. W zadnym wypadku nie jest to
systematyczny przeglad zastosowan TK w filozofii, nie wspominajac
o zastosowaniach w innych dyscyplinach, szczegdlnie w fizyce (por.
przypis 6 niniejszej pracy) i informatyce.

Wspomnijmy najpierw prace (Heller, 2015), w ktdrej autor m.in.
porusza temat zwigzkéw TK z filozofia czasu i przestrzeni (a takze
ogoélniej z filozofig fizyki). Mozemy tam przeczyta¢ o uogdélnieniu
pojecia przestrzeni przez A. Grothendiecka i jego toposy, a takze

o tym, iz zastosowanie narzedzi kategoryjnych do filozofii przestrzeni

32 Dzigkuje jednemu z anonimowych recenzentéw za wskazanie mi tej (i kilku innych)
publikacji.
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nie tylko ujawnia niespodziewane aspekty starej dyskusji o relacyjne;j,
badZ substancjalnej naturze przestrzeni, ale takze pokazuje zwigzek
logiki z samymi podstawami idei przestrzeni (zob. m.in. Heller, 2015,
s. 197). W pracy tej M. Heller podaje takze przyktad kategorii Leib,
ktéra, jak sam autor pisze, pomimo ogromnej oszczednosci oraz sta-
nowigc jedynie tzw. toy-model, moze by¢ interpretowana jako model
Leibnizowskiej monadologii.

Zbigniew Krdl w swojej ksigzce (Krol, 2006) rozwaza takze kwe-
stie zastosowan TK w filozofii, w tym przypadku w filozofii mate-
matyki. Pisze m.in. o znaczeniu TK dla podstaw matematyki (stwier-
dza m.in., ze ,,powstanie teorii kategorii zmienito radykalnie sytuacje
w podstawach matematyki” (zob. s. 134)), czy o zwiazku z herme-
neutyczng strukturg ,,jeden-nad-wielo$cia” (zob. szczegélnie s. 132n).
Przytacza takze kilka twierdzen dotyczacych logiki panujacej w topo-
sach, o ktérych my takze pisaliSmy w sekcji 7. W pracy (Krdl, 2011),
tenze autor twierdzi takze, ze teoria kategorii jest ,,najbardziej pla-
toiska teorig w sensie stosowanych metod” (s. 110) oraz wspomina
wazng kwesti¢, mianowicie, ze ,,rozwdj teorii kategorii sktania do
rezygnacji z jednego globalnego teoriomnogosciowego §rodowiska,
areny dla uprawiania calej matematyki, i zastapienia go przez sze-
reg lokalnych kategorialnych struktur” (s. 111). Te ostatnig kwestie
omawia szerzej J.L.. Bell w swoim artykule (Bell, 1986), wspomina-
jac m.in. bardzo ciekawe przyklady znane z literatury (zob. Takeuti,
1978), kiedy to samo matematyczne pojecie liczby rzeczywistej, przy
zmianie lokalnej struktury interpretacji (ktéra sa odpowiednie toposy
z tzw. obiektem liczb naturalnych, stanowiagce uogélnione modele teo-
rii mnogosci w ramach ktérych nalezy interpretowaé matematyczne
pojecia), transformuje si¢ doktadnie w pojecie funkcji ciggtej, funkcji
mierzalnej, czy wrecz operatora samosprzgzonego (zob. Bell, 1986,
s. 417n).
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Sposréd innych zastosowan TK w filozofii, mozna wskazaé na
jej zwiazki z teorig mereologii. T. Mormann w swoim artykule (Mor-
mann, 2009) argumentuje, ze klasyczna boolowska mereologia wy-
maga modernizacji, jako ze w ogélnosci systemy mereologiczne oka-
zuja si¢ nie by¢ boolowskie. Dzieki TK mozliwe staje si¢ uogdlnienie
klasycznej mereologii. Dodatkowo kazda kategoria C posiada swoja
wiasng C-mereologie (zob. Mormann, 2009, s. 338)%. Zwigzki TK
z mereologiag omawiane sg takze w pracach (Mormann, 2010; Bell,
2004).

Wspomnijmy na koniec o artykule (Peruzzi, 2006), w ktérym au-
tor rozwaza do$¢ $mialy, cho¢ jak si¢ wydaje wazny, temat znacze-
nia teorii kategorii dla filozofii XXI wieku. Najpierw zauwaza on,
iz najwazniejsze zagadnienia badane przez filozoféw w XX w. byly
usytuowane w obszarach semantyki, epistemologii i filozofii umystu,
a nastepnie twierdzi, ze ich filozoficzna analiza okazala si¢ zaleze¢
od narzedzi, ktérych dostarczata matematyka (zob. s. 426). W kolej-
nych rozdzialach Peruzzi szeroko omawia m.in. znaczenie i mozliwe
zastosowania teorii kategorii w filozofii jezyka (pojecie znaczenia),
filozofii nauki (pojecie teorii) i znacznie skromniej w filozofii umy-
stu. Dwa ostatnie rozdzialy poSwigcone sg szerszemu spojrzeniu na
kategoryjne podejscie do ,,architektury” matematyki oraz zwigzkom
TK z podstawami i filozofig matematyki. Nie wchodzac tutaj w wazne
szczeg6ly, widzimy w tej pracy cenny przyktad badan nad mozliwg
rolg TK we wspomnianych istotnych obszarach filozofii.

3 W przypadku kategorii ktére sg toposami, krata C-czesci obiektu X (tj. podo-
biektéw obiektu X), o ktérej pisze Mormann a ktéra jest wtasnie odpowiednig
C-mereologia w tym przypadku, jest (zapewne — Mormann nie podaje doktadnej de-
finicji) tym samym, co krata podobiektéw o ktérej pisaliSmy w jednym z akapitow
sekcji 7.
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9. Zakonczenie

Dla wielu filozoféw, szczegdlnie w Polsce, sama teoria kategorii jak
i jej stopniowo odkrywane znaczenie dla filozofii ciagle pozostaja nie-
znane. Mamy jednak nadziej¢, ze niniejsza praca zacheci cho¢ niektd-
rych Czytelnikéw do dalszych studidw, czemu tez majg stuzy¢ dos¢
liczne odniesienia do literatury. Powtérzmy raz jeszcze, ze zaréwno
przedstawienie niektérych podstawowych poje¢ i konstrukcji teorii
kategorii, jak i kwestia jej zwiazkow z logika, zostalty oméwione bar-
dzo pobieznie w stosunku do zakresu tych zagadnieri. ZarysowaliSmy
jedynie zwiazek z logika zdaf, nie poruszajac zupetnie kwestii logiki
pierwszego rzedu czy wyzszych, jak i niektérych podstawowych teo-
rii, np. arytmetyki Peano. Nie wspomnieli§my zupetnie m.in. o ko-
toposach (cotoposes lub cotopoi) i ich zwigzku z logika parakonsy-
stentng (zob. np. Angot-Pellissier, 2015, a takze Heller, 2016b). Po-
przez dualno$¢ kotoposéw do toposéw dostaje si¢ bardzo ciekawy
wynik dualno$ci logiki parakonsystentnej do logiki intuicjonistycz-
nej. Liste zagadnieni dotyczacych samej TK, jak i jej zwigzkow z lo-
gika, ktérych nie poruszyliSmy w tej pracy mozna by jeszcze diugo
wymieniaé. Zatrzymajmy si¢ w tym miejscu, zostawiajac te powyzej
wspomniane jako mozliwy plan dalszych studiow.

Warto jeszcze rozprawic si¢ ze spotykanym czasami nieuzasad-
nionym traktowaniem na powaznie zartobliwej etykietki przyczepia-
nej niekiedy teorii kategorii, mianowicie Ze jest ona ,,abstrakcyjnym
nonsensem’ (abstract nonsense). Sformutowanie to ukut Steenrod
(wspomina o tym np. McLarty w (McLarty, 1990, s. 355)), traktujac
je jednak humorystycznie. On sam wykorzystal teori¢ kategorii w ra-
mach swoich prac nad aksjomatyka teorii homologii, a o stynnym,
zatozycielskim dla teorii kategorii artykule (Eilenberg i Mac Lane,

1945) powiedzial, ze mial na niego wickszy wptyw niz jakakolwiek
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inna praca badawcza, gdyz zmienit jego spos6b myslenia (zob. Mac
Lane, 1988, s. 335). Mamy nadzieje, Ze niniejsza praca pokazata, ze
realnym nonsensem jest traktowanie teorii kategorii jako abstrakcyj-
nego nonsensu.

Na koniec (bazujgc na (Marquis, 2009, s. 1)) sprébujmy popa-
trze¢ na teori¢ kategorii i jej znaczenie z nieco innej perspektywy.
Wiele przetomowych dokonann w matematyce, ktére mialy wptyw
takze na inne dziedziny nauki, wymagato znacznej iloSci czasu i opra-
cowania, zanim spoleczno$¢ naukowa docenita ich wyjatkowa war-
to$¢. Dobrym przyktadem moze by¢ sytuacja teorii grup. Wielu uwa-
zalo poczatkowo, Ze jest ona zbyt abstrakcyjna. Jej przyswojenie i do-
cenienie zajeto naukowcom prawie stulecie. DziS§ juz jednak nikt nie
kwestionuje ogromnej wagi teorii grup zaré6wno w matematyce, jak
i w fizyce czy chemii. Jaki bedzie los teorii kategorii tego nikt nie
wie. Nie ulega jednak watpliwosci, Ze jest to jedna z najogdlniejszych,
najbardziej abstrakcyjnych teorii matematycznych, ktéra jest juz dzis
dosy¢ powszechnym narzedziem w rekach matematykéw. Organizuje
i unifikuje ona sporg cz¢s$¢ wspdlczesnej matematyki, a takze stoso-
wana jest w logice, fizyce teoretycznej i teoretycznej informatyce. By¢
moze jednak teoria kategorii, podobnie jak kiedy$ o wiele ubozsza
teoria grup, nadal potrzebuje nieco czasu, aby dopiero ukazaé swoj

pelny blask.
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Dodatek I: Tworzenie nowych kategorii

Omoéwimy teraz kilka sposobéw tworzenia nowych kategorii z juz
danych.

Podkategorie

Méwimy, ze C jest podkategorig kategorii D (co oznaczamy
przez C C D), jesli Ob(C) C Ob(D) i Arr(C) C Arr(D) (oraz oczywi-
Scie jesli C sama w sobie jest kategoria). Np. ograniczajac si¢ do obiek-
téw bedacych jedynie skoriczonymi zbiorami (zachowujac wszystkie
strzatki pomiedzy tymi obiektami) otrzymamy nowa kategorie¢ Finset
(por. ang. finite sets), zachodzi wigc Finset C Set. Podkategori¢ nazy-
wamy petng (full) jesli dla dowolnych obiektow A, B z podkategorii C
zachodzi C(A, B) = D(A, B). Oznacza to, ze cho¢ rodzina obiektow
w podkategorii moze by¢ ubozsza, to jednak w pelnej podkategorii
pomiedzy tymi obiektami obecne sg wszystkie strzatki z nadrze¢dne;j
kategorii. Przyktadowo zauwazmy, Ze kategoria Finset jest petna pod-
kategorig Set.

lloczyn (produkt) kategorii

Rozwazmy najpierw przykiad kategorii Set”, kt6ra powstaje na
bazie kategorii Set. Jako obiekty ma ona pary (A, B) dowolnych zbio-
16w A i B. Strzalka w Set” idacg od (A, B) do (C, D) jest para funk-

cji (strzalek w Set) pomigdzy odpowiednimi obiektami, mianowicie
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(f,q9), gdzie f : A — C, g : B — D. Skladanie strzatek jest zdefi-
niowane w naturalny sposob: (f, g) o (f',g")=(f o f',gog’). Strzalka
identycznosciowa na (A, B) jest (14,15).

Powyzszg konstrukcje mozemy uogdlni¢ na iloczyn dowolnych
dwoch kategorii C i D. Nowa kategoria C x D ma jako obiekty
pary (A, B), gdzie A jest C-obiektem, a B jest D-obiektem. Strzatke
(A, B) — (C, D) definiujemy jako par¢ (f, g) ztozong z C-strzatki
f+ A — C oraz D-strzalki g : B — D. Skladanie i identycznosci

uogolniaja sie analogicznie.

Kategoria strzatek (arrow category)

Ciekawym przyktadem konstrukcji nowej kategorii jest uzycie
strzatek z danej kategorii jako obiektéw nowej kategorii. Przyjrzyjmy
si¢ najpierw tej konstrukcji na przyktadzie Set. Nowa kategorie strza-
tek bedziemy oznaczad Set™ . Jej obiektami sg C-strzalki, a wigc funk-
cje f : A — B. Strzatkag w Set™ idacg od obiektu f : A — B do
g : C — D jest para funkcji (h, ) takich, ze go h =i o f, co réwno-

waznie mozemy przedstawi¢ méwiac, ze nastepujacy diagram
|s ©)

ma komutowa¢ (pojecie diagramu i jego komutowania wyjasniamy

ponizej).
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Sktadanie definiujemy poprzez (j, k) o (h,i) = (joh,koi),co
mozna zobrazowac przez diagram

Ao 2
lf g l
B ‘. kR

Otrzymujemy w ten sposéb Set ™ -strzatke idacg od f : A — B, do
l:E—F.

Uogdlnienie powyzszej konstrukcji dla dowolnej kategorii C jest
trywialne. Powstala w ten sposéb kategorie, ktdrej obiektami sa
C-strzalki, oznaczamy C . Przyklad ten jasno pokazuje, ze o tym czy
co$ petni w kategorii funkcje obiektu, czy strzatki nie decyduje jego
wewnetrzna natura, lecz sama rola jaka petni ono w danej kategorii.

Wyjasnijmy w tym momencie nieco dokladniej pojecie dia-
gramu. Diagramem nazywamy graf skierowany, ktérego wierzchotki
sg obiektami kategorii, a krawedzie odpowiednimi strzalkami (uzywa
si¢ takze bardziej kategoryjnej definicji diagramu jako odpowied-
niego funktora, jednak pozostarimy przy tutejszej definicji). Méwimy,
ze diagram komutuje, jesli sktadanie strzatek wzdtuz dowolnych Scie-
zek (zgodnych ze zwrotem strzatek, a wiec umozliwiajacych ich skta-
danie) idacych od jakiego§ dowolnego wspdlnego wierzchotka po-
czatkowego do (w ogdlnosci) innego wspdlnego wierzchotka korico-
wego, daje t¢ samg strzatke. Komutowanie diagramu jest wigc row-
nowazne odpowiednim réwnaniom, ktére muszg spetnia¢ morfizmy.
Np. powyzej widzieliSmy, Zze komutowanie diagramu (6) rtéwnowazne

bylo spetnianiu przez morfizmy réwnania go h =i o f.
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Kategoria dualna

Dla dowolnej kategorii C mozemy utworzy¢ kategorie do niej du-
alng C°P, ktéra ma t¢ sama rodzing obiektéw co kategoria C, a jej ro-
dzina strzatek powstaje przez odwrécenie zwrotéw wszystkich strza-
fek pierwotnej kategorii (sktadanie strzalek trzeba odpowiednio prze-

formutowad, aby uwzgledni¢ przeciwng kolejnos¢ ich sktadania).

Dodatek II: Definicja koproduktu

Definicja 16. Koproduktem obiektow A i B nazywamy obiekt A+ B
wraz z parg strzatek (11 : A - A+ B, 1o : B — A+ B zwanych
takze wlozeniami) takie, Ze dla dowolnej pary strzalek f : A — C
ig: B — C istnieje dokladnie jedna strzatka [f,g] : A+ B — C

czynigca komutatywnym diagram

A5 A+B+2 B

1[£.9]
¥ g

C
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