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Abstract
The article presents several examples of different mathematical

structures and interprets their properties related to the existence of
universal functions. In this context, relations between the problem of
totality of elements and possible forms of universal functions are an-
alyzed. Furthermore, some global and local aspects of the mentioned
functional systems are distinguished and compared. In addition, the
paper attempts to link universality and totality with the dynamic and
static properties of mathematical objects and to consider the prob-
lem of limitations in the construction of structures combining harmo-

niously the availability of information at the local and global level.
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1. Wprowadzenie

rzy badaniu struktur matematycznych w naturalny sposob

mozna wyr6zni¢ dwa podejscia:

* analiza wlasnosci struktury pojmowanej jako catosc,
* wyznaczanie wlasnosci poszczegolnych elementow
struktury.

Zajmujac si¢ tymi dwoma zagadnieniami nie sposob nie po-
stawi¢ pytan o ich wzajemne zwiazki. Czy pelna znajomos¢ po-
jedynczych elementdw struktury utatwia analizeg catej struktury?
Czy z informacji o strukturze wynikaja jakies interesujace fakty
0 poszczego6lnych elementach? W tych pytaniach mozemy do-
strzec ideg poszukiwania zwiazku pomigedzy globalnym a lokal-
nym poziomem analizy struktur matematycznych.

Tak ogdlne sformutowanie problemu nie pozwolitoby na
rozwinigcie bardziej szczegdtowych badan. Dlatego skoncen-
trujemy si¢ przede wszystkim na strukturach, ktorych elemen-
tami sg funkcje. Za narzedzie prezentujace wiedzg o globalnym
poziomie struktury przyjmiemy funkcj¢ uniwersalng — to zna-
czy funkcj¢ pozwalajaca na konstrukcje wszystkich elementow
struktury.

Definicja 1 Niech X bedzie pewnym zbiorem funkcji o dziedzi-
nie A i przeciwdziedzinie B. Mowimy, ze F,. I X A — B jest funk-
cjq uniwersalng dla X wtedy i tylko wtedy, gdy
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1. dla kazdej funkcji f € X istnieje indeks i € I taki, ze dla

kazdego argumentu a € A zachodzi
F (ia) = fla);

2. kazda funkcja uzyskana przez ustalenie pierwszego ar-
gumentu F, nalezy do X, inaczej mowiqc: dla kazdego
ustalonego i € I funkcja g(a) = F (i, a) spetnia waru-
nek g € X.

W powyzszych wyrazeniach znak rownosci = traktujemy w spo-
s0b rozszerzony: albo obie strony sq zdefiniowane i rowne sobie,

albo obie strony sq rownoczesnie niezdefiniowane.

Samo pojecie funkcji uniwersalnej nie pozwala na glgbsze
analizy. Mozna postulowac jej istnienie dla réznych zbiorow
funkcyjnych bez uzyskania jakiejkolwiek nietrywialnej charak-
terystyki tych zbioréw. Jednakze, gdy wobec funkcji uniwer-
salnej postawimy pewne dodatkowe wymagania (dotyczace jej
typu 1 wlasnosci), jej istnienie (lub nieistnienie) moze si¢ okazaé
interesujacym faktem. Zwykle przy konstrukcji funkcji uniwer-
salnej F', dla X staramy sig naktadac¢ te dodatkowe warunki na
F, w taki sposob, aby ta funkcja spetniata pewne warunki dopa-
sowania do X (np. w przypadku struktury funkcji obliczalnych
zwykle wymaga si¢ takze obliczalnosci funkcji uniwersalnej).
Dlatego wilasnie nie tyle same funkcje uniwersalne, ale ich spe-
cyficzne warianty o stosownie dobranych cechach bgda stano-

wily punkt odniesienia w tej pracy.
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Przy okazji warto zauwazy¢, ze funkcja F' przy ustaleniu
pierwszego argumentu okresla funkcje z f: A — B, stad mozna
alternatywnie pojmowac F, jako funkcje F,: I — B*. Nalezy jed-
nak pamigtac, ze w tym drugim ujeciu okres$lenie warunkow do-
pasowania funkcji uniwersalnej do opisywanej struktury moze
wymagac szczegdlnego rodzaju sformutowan.

Z kolei znajomos$¢ wlasnosci poszczegdlnych obiektow
struktury w przypadku funkcji mozna w naturalny sposéb utoz-
sami¢ z mozliwoscia obliczania warto$ci tej funkcji dla do-
wolnego argumentu. W ten sposob pelna wiedza o funkcji
oznaczataby zdolno$¢ do znalezienia wyniku dla kazdego do-
puszczalnego argumentu, to oznacza, ze dziedzina funkcji po-
winna by¢ catkowita — czyli dziedzina nie powinna by¢ po-

mniejszona o jakiekolwiek elementy.

Definicja 2 Niech X bedzie pewnym zbiorem funkcji, ktorych
dziedziny zawierajq si¢ w zbiorze A. Mowimy, zZe funkcja f € X
jest funkcjq catkowitq (funkcjq z dziedzing catkowitq) wtedy
i tylko wtedy, gdy dziedzina f jest identyczna ze zbiorem A.

W przypadku jednoargumentowych funkcji obliczalnych
(rozumianych jako funkcje czg¢$ciowo rekurencyjne zdefinio-
wanych jak w (Odifreddi, 1992)) przyjmujemy, ze funkcja
jest calkowita, gdy jest zdefiniowana dla kazdego argumentu
x € N.

Przy tego rodzaju uscisleniach problem wiasnosci global-

nych i lokalnych mozna uszczegdtowi¢ do kwestii: jaki zwia-
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zek zachodzi pomigdzy istnieniem funkcji uniwersalnej a wa-
runkiem catkowito$ci funkcji, bedacych elementami rozwazane;j
struktury. Tak sformulowane zagadnienia przeanalizujmy na

kilku wybranych przyktadach.

2. Przeliczalnos¢ a zbiér funkcji NV

Przywotajmy klasyczne wyniki dotyczace zbioru funkcji natu-
ralnych, ktore pozostaja w zwiazku z zasygnalizowanym za-
gadnieniem. Przypomnijmy najpierw, ze zbior 4 nazywamy
przeliczalnym wtedy i tylko wtedy, gdy jest pusty lub istnieje
surjekcja fze zbioru liczb naturalnych N na zbior 4 (czyli funk-
cja f'spelnia warunki: AAN) = 4). Wypada rozpocza¢ od twier-
dzenia dotyczacego zbioru funkcji catkowitych o argumentach

1 wartosciach w zbiorze N.

Twierdzenie 3 Zbior funkcji NN ={f|f N — N} nie jest przeli-

czalny.

Wynik jest tatwy do uzasadnienia na podstawie nast¢pu-
jacej obserwacji: jezeli NN jest przeliczalny, to istnieje funkcja
uniwersalna F: N x N — N. Jednak wykorzystujac funkcj¢ F
mozemy zdefiniowaé nowa funkcj¢' catkowita o dziedzinie be-

!''W tym przypadku F(n, x) oznacza funkcj¢ o indeksie n z argumen-
tami x w dziedzinie N i wartosciami w zbiorze N.
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dacej zbiorem N: g(n) = F(n, n) + 1. Ta funkcja g jest rézna
dla argumentu n od kazdej funkcji ze zbioru NV. To oznacza, ze
otrzymali$my sprzeczno$¢ (bo przeciez NN zawiera wszystkie
funkcje catkowite z N w N) i w takim razie zatozenie o przeli-
czalno$ci N¥ musi by¢ odrzucone.

Moze popatrze¢ na ten wynik w inny sposdb. Mianowicie
mozemy zinterpretowaé Twierdzenie 3 jako stwierdzenie doty-

czace funkcji uniwersalne;.

Twierdzenie 4 W zbiorze funkcji catkowitych o dziedzinie w N

nie istnieje funkcja uniwersalna dla zbioru NV,

Warto zauwazy¢, ze dobdr funkceji uniwersalnej (jej catko-
witos$¢ oraz dziedzina bedaca zbiorem liczb naturalnych) jest do-
pasowany do charakterystyki elementéw zbioru X = NN. W ten
sposob otrzymali$my interpretacje, ktora sugeruje, ze petna in-
formacja o elementach X = NV (catkowitos$¢ /'€ NV) wyklucza
konstrukcje funkcji uniwersalnej odpowiadajacej swoim typem
elementom rozwazanego zbioru.

Pozostaje zapytac, co sig stanie, gdy zrezygnujemy z wy-
magania catkowitosci funkcji w rozwazanym zbiorze. Niech
N=N oznacza zbior funkcji cz¢Sciowych (niekoniecznie zdefinio-
wanych na catym zbiorze N): N = {f]f: N & N} W tym przy-

padku pojawia sig jednak kwestia mozliwosci konstrukcji, ktore

2 W przypadku zapisu f: 4 — B przyjmujemy, ze dziedzina fjest row-
na A, za$ w przypadku notacji f A & B dziedzina f jest podzbiorem
(whasciwym lub niewlasciwym) zbioru 4.
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rozrozniaja pomigdzy liczbami nalezacymi i nienalezacymi do
dziedzin rozwazanych funkcji. Poniewaz efektywnos$¢ tego roz-
roznienia jest watpliwa, naturalnym wydaje si¢ zwrdcenie ku
logice intuicjonistycznej, ktora nie gwarantuje prawa wytaczo-
nego $rodka. Mozemy wprowadzi¢ teraz zmodyfikowana defi-

nicje mocy zbioru zwiazang z aparatem logiki intucjonistyczne;j.

Definicja 5 Zbior A jest intuicjonistycznie przeliczalny wtedy
i tylko wtedy, gdy jest pusty lub istnieje intucjonistycznie zdefi-
niowana surjekcja F: N — A taka, ze F(N)= A.

Poniewaz wsrdd podzbiorow N mogg istnie¢ podzbiory in-
tuicjonistycznie nieprzeliczalne, dlatego uscislijmy wprowa-
dzona powyzej definicjg zbioru funkcji czgsciowych przez okre-
$lenie nowego zbioru N*V* = {f|f: N & N}, gdzie funkcja f ma
intuicjonistycznie przeliczalna dziedzing.

Jak si¢ okazuje mozna wykaza¢ nastgpujacy fakt (cf. Bell,
2014, s. 5).

Twierdzenie 6 Intuicjonistyczna przeliczalnosé zbioru N=N* jest

niesprzeczna z teoriq zbiorow opartq na logice intuicjonistycznej.

To oznacza, ze przy wprowadzaniu surjekcjii ¢: N — N=V
w obrebie intucjonistycznej teorii zbiordw nie powstaje sprzecz-
nos¢. W ten sposob otrzymali$my obserwacje, ze w zbiorze NN
mozna wprowadzi¢ funkcje uniwersalng F - (1, x) = p(n)(x), od-

powiadajaca typem elementom opisywanego zbioru (przy zato-
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zeniu intuicjonistycznie rozumianej efektywnosci). To pokazuje,
ze mozna dopatrzy¢ si¢ pewnego zwiazku pomigdzy matema-
tycznie uzyskiwana wiedza o globalnych i lokalnych pewnych
strukturach. W analizowanym przypadku NV catkowito$¢ ele-
mentoéw eliminowala mozliwos¢ utworzenia funkcji uniwersal-
nej, za$ relaksacja warunkow natozonych na elementy zbioru
(wprowadzenie czgsciowosci) pozwalata zbudowaé funkcjg uni-
wersalnag.

Otrzymujemy w ten sposob pierwszy sygnal o mozliwym
konflikcie pomigdzy matematycznymi mozliwo$ciami analizy
globalnych i lokalnych wtasnosci pewnych struktur — uscisla-
nie wiedzy o lokalnych elementach (funkcjach) struktury moze
prowadzi¢ do ostabiania potencjalnych konstrukcji globalnych
(funkcji uniwersalnych).

3. Funkcje ciagte a funkcje uniwersalne

Uzyskane powyzej wyniki dotycza zbiorow przeliczalnych. Po-
wstaje wigc pytanie, czy fenomen niemozno$ci tworzenia pew-
nych funkcji uniwersalnych dotyczy tylko struktur, ktérych no-
$niki majg stosunkowo niska moc. W celu przeanalizowania
tego problemu zwrocimy sig do funkcji okreslonych na zbiorze
liczb rzeczywistych. Przyjmujac standardowa definicje ciagto-
sci funkcji fwyrazona warunkiem Vx, € R(f(x,) = lim f{x)), mo-
zemy uzyskac twierdzenie, ktory okresli nam mocx;bxi(bru funk-
cji ciagtych.
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Twierdzenie 7 (Hrbacek and Jech, 1999) Funkcji ciqgtych na R

jest ¢ (gdzie ¢ jest mocq zbioru liczb rzeczywistych).

Ten wynik pozwala nam na podjecie proby konstrukcji
funkcji uniwersalnej, w ktorej zbior indekséw bedzie zbiorem
liczb rzeczywistych, za$ zbiorem indeksowanym beda funkcje
ciagle tworzace zbior C°(R). Jednakze konstrukcja takiej funkcji
musi uwzgledni¢ ograniczenia podane przez nastgpujace twier-

dzenia analizy matematycznej (cf. Kharazishvili, 2005).

Twierdzenie 8 Jezeli funkcja f jest bijekcjq pomiedzy R i R? to
funkcja fnie jest funkcjq ciqgia.

Co wigcej mamy takze nastgpujacy fakt.

Twierdzenie 9 Niech f bedzie funkcjq z R* w R. Jezeli f jest
funkcjq ciqglq (wzgledem obu zmiennych) to f nie jest inickcjq.

Réwnowazne sformutowanie powyzszego wyniku mozna
poda¢ uzywajac kontrapozycji: jezeli f jest iniekcja to nie jest
funkcja ciagla. Oczywiscie w przypadku ciagtych suriekcji jest
inaczej: istnieje wiele funkcji ciagtych z R? na R (elementar-
nymi przyktadami sa dodawanie i mnozenie).

Odniesmy te twierdzenia do naszego problemu konstruk-
cji funkcji uniwersalnej F, om®): R*R—R dla zbioru funkcji
ciagtych C°(R). W tym przypadku naturalnym warunkiem gwa-

rantujacym dopasowanie funkcji uniwersalnej do opisywanego
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zbioru bytaby ciaglos¢ F c(R)- Oprocz tego wydawatoby si¢ na-
turalne, aby opis struktury dokonywany za pomoca funkcji uni-
wersalnej byl jednoznaczny: to znaczy, aby kazda funkcja ciagla
posiadata doktadnie jeden indeks. Jednak — powyzej wskazany —
brak ciaglych bijekcji pomigedzy Ri R? (warunkowany brakiem
ciaglych iniekcji) prowadzi do nastepujacego wniosku.

Twierdzenie 10 Nie ma ciqglej funkcji uniwersalnej — o jedno-
znacznym opisie elementow — dla nieprzeliczalnego zbioru funk-

¢ji cigglych C'(R).

Sprobujmy umiejscowic¢ ten wynik w kontekscie naszych
rozwazan o wzajemnych oddziatywaniach wtasnosci lokalnych
i globalnych struktur matematycznych. Aby uzyska¢ odpowiedni
rodzaj funkcji uniwersalnej dla funkcji ciagtych musimy odrzu-
ci¢ jakas wlasnos$¢, ktora czynitaby konstrukcje mozliwie natu-
ralng. Pierwszym wariantem jest rezygnacja z ciagtosci funkcji
uniwersalnej — w tym przypadku znika dopasowanie tej funkcji
do elementdéw opisywanego zbioru. W drugim przypadku nalezy
zrezygnowac z jednoznacznego opisu elementow C°(R). Jednak
wowczas petna informacja o pojedynczej funkcji nie jest prze-
kazywana przez pojedynczy indeks, lecz dopiero poprzez zbior
wszystkich indekséw rozwazanej funkcji. Tak wige pojedynczy
indeks funkcji uniwersalnej niesie tylko czg$ciowa informacje
o wskazywanym elemencie. To oznacza, ze proba przeniesienia
na poziom globalny wszystkich sktadowych cech elementow

struktury zawodzi i pozostajemy z tylko czgsciowo okre$lona
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informacja przekazywang przez funkcj¢ uniwersalna. Co wig-
cej, otwarte pozostaje pytanie o status zbioréw indeksow od-
powiadajacych jednej funkcji, do ktorej to kwestii powrdcimy
w kontekscie funkcji obliczalnych.

4. Uniwersalnos¢ w przypadku funkcji obliczalnych

Poniewaz nasze rozwazania zwiazane sa z ograniczeniami w do-
stepie do informacji o globalnych i lokalnych aspektach struktur
matematycznych, to naturalne jest zwrocenie szczeg6lnej uwagi
na funkcje obliczalne. Teoria obliczalnosci zajmuje sig reprezen-
tacja obiektow i procesdw generowanych w wyniku aktywnosci
algorytmicznej. Jej zwiazki z teoriag dowodow oraz logika mate-
matyczna sytuuja jej pole jako bezposrednio zwiazane z proble-
mem zawartosci informacyjnej danych oraz przeptywu informa-
cji (por. Chaitin, 2004). Dlatego szczegodlnie interesujace byloby
odniesienie problemu funkcji uniwersalnej do tych wtasnie funk-
¢ji, ktorym mozna przypisa¢ wlasnosci algorytmiczne.

Zdefiniowanie funkcji obliczalnych mozna przeprowa-
dzi¢ na bardzo wiele — wzajemnie rownowaznych — sposobow.
Wsrdd nich najbardziej znanymi metodami formalizowania po-
jecia obliczalnosci sg konstrukcje zaproponowane w obrgbie na-
stepujacych teorii (cf. Odifreddi, 1992):

* funkcji czesciowo rekurencyjnych;

* maszyn Turinga;

* A-rachunku (rachunku Churcha).
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Skoncentrujemy tu nasza uwage na funkcjach o argumen-
tach bedacych liczbami naturalnymi i wynikach takze znajduja-
cych si¢ w zbiorze N. Rozpoczniemy od kilku sposobow defi-
niowania funkcji o argumentach i wynikach naturalnych, ktore
zachowuja efektywnos$¢ obliczenia wyniku funkcji. Dla zadanej
funkcji g: N” — N oraz ciagu funkcji 4, ..., h : N — N funk-
cje f: N* — N bedziemy nazywali zfozeniem g oraz h, ..., h
i oznaczali ¢"(g, h,, ..., h ) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaz-
dychx, ..., x €N zachodzi: f{x, ..., x) = g(h,(x,, ..., x ), ...,
h (x5 ...5x)).

Operacjami pozwalajacymi na bardziej ztozone definicje,
w ktorych wazna rolg gra element powtorzenia, sa rekursja oraz
minimalizacja. W pierwszym przypadku dla zadanych funk-
cji g: N* —» N oraz h: N2 — N zdefiniujemy nowa funkcje
f: N*'! — N, ktora bedziemy nazywali wynikiem rekursji pro-
stej na g oraz hioznaczali (g, h) wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdych x, ..., x € N zachodzi:

f(xla ~--’xn7 0) :g(xla ~--,x,,);
f(xl’ "~9x,,ay+1):h(x19 LERE] xnayaf(xlz L] x,,»y))

Z kolei dla zadanej funkcji g: N**' — N nowa funkcj¢
f: N”— N bedziemy nazywali wynikiem minimalizacji nieogra-
niczonej na g i oznaczali u(g) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaz-
dychx, ..., x, € N zachodzi:

fx,ox)=ye g, ... x,y)=0



Uniwersalnos¢ systemow funkcyjnych a catkowitos¢ dziedzin funkgji...

oraz (Vz <y) funkcja g(x, ..., x,, z) jest zdefiniowana i r6zna
od 0.

Przyjmujac nastgpujace oznaczenia: Z(x) = 0 dla funkcji
stale rownej zeru; S(x) = x + 1 dla nastepnika oraz I* dla funkcji
rzutowania: f;(x,, ..., x ) = x, mozemy poda¢ precyzyjna defini-
cje funkcji czgSciowo rekurencyjne;.

Najpierw okres§limy zbiér funkcji czgsciowo rekurencyj-
nych jako zbior PREC, do ktérego nalezg wymienione funkcje
{Z, S, I : 1 <k<n € N} oraz ktory jest zamknigty ze wzgledu
na opisane powyzej operacje {u, ", c™ m€ N, m> 1} —to zna-
czy wyniki operacji ztozenia, rekursji prostej oraz minimalizacji
nalezg do PREC zawsze, gdy wykorzystane w nich argumenty
pochodzity z PREC.

Definicja 11 Funkcje f: N*— N bedziemy nazywali funkcjq cze-
Sciowo rekurencyjng wtedy i tylko wtedy, gdy f'nalezy do zbioru
PREC.

Poniewaz ten sposob sformalizowania obliczalnosci jest
rownowazny wielu innym metodom, dlatego — zgodnie z co-
raz czesciej przyjmowana konwencja — funkcje czesciowo re-
kurencyjne bedziemy po prostu nazywali funkcjami obliczal-
nymi. Zbior funkcji obliczalnych ma moc przeliczalna, co tatwo
zauwazy¢, gdy z kazda definicja funkcji obliczalnej zwiazemy
zbudowany ze skonczonej liczby symboli opis algorytmu wyli-
czajacego te funkcjg. To prowadzi do pytania o mozliwo$¢ kon-

strukcji funkcji uniwersalnej F,,, . 0 dziedzinie w N dla zbioru
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PREC. Warto zauwazy¢, ze dodatkowe wymagania, jakie bg-
dziemy chcieli natozy¢ na indeksy funkcji, moga mie¢ wplyw
na uszczegotowienie definicji funkcji uniwersalne;.

W szczegolnosei problemem moze by¢ realizacja operacji
na funkcjach poprzez obliczenia na indeksach. Najbardziej pod-
stawowga operacja na funkcjach jest ich ztozenie i dlatego ocze-
kiwaliby$my, ze znajac indeksy funkcji bedacych argumentami
ztozenia bedziemy mogli w sposob obliczalny wyliczy¢ indeks
funkcji bedacej wynikiem tego ztozenia. Jednak zwykty ksztatt
funkcji uniwersalnej nie gwarantuje indeksowania zapewniaja-
cego spetnienie warunku obliczalnos$ci operacji na indeksach.

Dlatego czasem uzywane jest wzmocnienie definicji funk-
cji uniwersalnej, ktore poprzez dodatkowy warunek zapewnia

szczegolne wlasnosci indeksowania.

Definicja 12 (Shen and Vereshchagin, 2002) Niech F, .
Sfunkcjq uniwersalng dla PREC spetniajqcq warunki Definicji 1.

bedzie

Woéwczas F .. bedziemy nazywali mocnq (Godlowskq) funkcjq
uniwersalng, gdy bedzie ona spelniata nastepujqcy warunek:
dla kazdej dwuargumentowej funkcji obliczalnej g istnieje funk-

cja obliczalna h taka, ze

(Vn, x)g(n, x) = F . (h(n), x).

Przy tak zadanej funkcji uniwersalnej indeksowanie umoz-
liwia wyliczanie indeksu wyniku ztozenia funkcji w sposob ob-

liczalny.
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Bez wzgledu na to, ktora wersje (staba czy mocna) defini-
cji funkcji uniwersalnej wezmiemy pod uwagg, prawdziwy po-

zostaje ponizszy wynik.

Twierdzenie 13 Nie istnieje catkowita obliczalna funkcja uni-

wersalna dla zbioru catkowitych funkcji obliczalnych.

Dowo6d wykorzystuje zamknigto$¢ zbioru catkowitych
funkcji obliczalnych ze wzgledu na ztozenie oraz fakt, ze funk-
cje nastgpnika oraz rzutowania sa catkowitymi funkcjami ob-
liczalnymi. W ten sposob w bardzo klarownej postaci znow
otrzymujemy sytuacje¢ podobna do wczesniej rozwazanych: pre-
cyzyjny opis elementow struktury funkcji obliczalnych unie-
mozliwia pelny opis catej struktury.

Mozna uzyska¢ funkcje uniwersalna dla catkowitych funkcji
obliczalnych jezeli zrezygnujemy z wymagania jej obliczalnosci.
W tym przypadku brak obliczalno$ci przynosi dwa problemy: po
pierwsze — funkcja uniwersalna rézni si¢ swoim charakterem od
indeksowanych elementow (nie wystepuja dopasowanie globalnej
charakterystyki do elementow struktury); po drugie — nieobliczal-
no$¢ ogranicza mozliwos¢ uzyskiwania informacji o analizowa-
nej strukturze (nieobliczalno$¢ wprowadza niekonstruktywnosc¢
funkcji utrudniajac wykorzystanie jej do efektywnych obliczen).

Rozwiazanie problemu przynosi rezygnacja z catkowitos$ci
funkcji. W tym przypadku (znowu dla obu wariantow definicji
funkcji uniwersalnej) uzyskujemy mozliwosc¢ konstrukcji indek-

sowania o obliczalnym charakterze.
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Twierdzenie 14 Istnieje obliczalna funkcja czesciowa bedaqca
funkcjq uniwersalng dla zbioru czesciowych funkcji obliczal-
nych PREC.

W przypadku gdy zaktadamy, ze funkcja uniwersalna
uzywa unikalnych indeksow dla opisywanego zbioru funkcji,
tworzy to kolejna komplikacj¢ — musimy odrzuci¢ mocny wa-
riant definicji funkcji uniwersalne;.

Twierdzenie 15 Nie istnieje obliczalna funkcja czesciowa, ktora
Jjest bijekcjq na zbior PREC oraz ktora pozwala na obliczalne
wyznaczanie indeksow wyniku zlozenia funkcji o znanych in-
deksach.

Wydaje sig, ze omdéwiony materiat ponownie daje odczué
pewnego rodzaju ‘opdr’ matematycznej struktury przed petnym
odstonigciem jej zawarto$ci informacyjnej. Przy mocnych zato-
zeniach pozwalajacych zawsze znajdowac¢ wyniki funkcji, nie
mozemy skonstruowac funkcji uniwersalne;j. Jezeli znajdujemy
funkcj¢ uniwersalna, to kosztem petnosci charakterystyki funk-
cji bedacych elementami struktury — cze$¢ z nich nie pozwala na
obliczenia dla niektoérych argumentéw (przy czym nie istnieja
obliczalne testy, ktore odr6zniaja funkcje catkowite od czgscio-
wych, czy argumenty nalezace do dziedziny od lezacych poza
nig). Co wigcej, wymaganie jednoznacznos$ci identyfikacji funk-
cji niszczy mozliwo$¢ obliczalnej analizy podstawowej opera-

cji ztozenia.
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Ta sytuacja pokazuje, ze w obrgbie zbioru funkcji obliczal-
nych trudno jest utworzy¢ strukturg, ktéra mozna by nazwac
samowystarczalna: jezeli chcemy przyjac¢ takie dobre cechy dla
systemu funkcyjnego jakimi sa obliczalnos¢ i catkowitosc, to
nie mozna réwnoczesnie utrzymaé tych wymagan na poziomie
lokalnym i globalnym. To prowadzi albo do czg$ciowej utraty
mozliwos$ci analizy struktury, albo wznoszenia opisu globalnego
do konstrukeji innego typu (nieobliczalnych funkcji uniwersal-
nych). Tego rodzaju konstrukcje w teorii obliczalno$ci wigza si¢
z nieskonczonymi hierarchiami funkcji i relacji oraz stopniami
nierozstrzygalnosci (por. Rogers, 1987), ktore ilustruja coraz to
wigksza utrate efektywnych wtasnos$ci rozwazanych struktur.

5. Predykat prawdy Tarskiego

Przeniesmy nasze rozwazania do dziedziny logiki matematycz-
nej, a doktadniej na grunt logiki predykatéw I rzedu. W pewnym
sensie poszukiwanie uniwersalnego predykatu prawdy, czyli
predykatu, ktory dla argumentéw odpowiadajacych wszystkim
mozliwym zdaniom logicznym okres$la ich warto$¢ logiczna,
jest takze poszukiwaniem funkcji uniwersalne;j.

Usci$lijmy najpierw notacj¢. Dla kazdej formuly logicz-
nej, w ktorej nie wystgpuja zmienne niezwiazane kwantyfika-
torami (zdan logicznych), mozemy okresli¢ pewien efektywny
sposob ich kodowania (przypisywania im numeratow). Kod
formutly 1 bedziemy oznaczali przez [1)] — sam sposdb kodo-
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wania nie jest szczegolnie istotny, zwykle okresla si¢ go in-
dukcyjnie: dla fbedacego gtownym funktorem okreslamy []
=p, VD p 91, p 19, gdzie [¢ ], 1 < i<n sa kodami podfor-
mut ¢, przy czym dla elementow alfabetu (funktorow, zmien-
nych lub statych) przyjmujemy [e] = SN(e); SN przypisuje
elementom alfabetu unikalne liczby naturalne, zas$ p, sa kolej-

nymi liczbami pierwszymi.

Definicja 16 Predykatem prawdy dla zbioru zdan W bedziemy
nazywali jednoargumentowy predykat T taki, ze dla kazdego
zdania Y € W zachodzi:

Y ST(PD.

Znane twierdzenie Tarskiego (por. Bolander, 2002) daje
nam typowy dla funkcji uniwersalnych wynik negatywny.

Twierdzenie 17 Predykat prawdy nie istnieje dla zbioru wszyst-
kich zdan logiki predykatow pierwszego rzedu.

Dowdd przebiega takze w sposob czgsto pojawiajacy si¢
przy negatywnych wynikach dotyczacych funkcji uniwersal-
nych: sprowadzenie do niedorzecznosci zalozenia o istnieniu
predykatu 7 poprzez zastosowanie argumentu przekatniowego.
Odrzucenie globalnego zasiggu T naturalna droga prowadzi do
rozwazenia podzbiorow zdan, dla ktorych T istnieje. Szeroka
klasg takich przypadkow jest zbior zdan, ktore nie zawieraja 7'

w obrgbie negacji; w szczeg6lnosci zdania pozytywne (bez ne-
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gacji) takze tworza klasg¢ ze swoim predykatem prawdy. Jed-
nak oprécz ograniczenia dziedziny funkcji uniwersalnej (pre-
dykatu prawdy) mozemy pomysle¢ o wprowadzeniu stabszego
typu wartosciowan logicznych, dajac efekt odpowiadajacy nie-
zdefiniowaniu (czgsciowosci) funkcji.

Idac w tym kierunku rozwazmy logike Kleenego K, czyli
logike o zbiorze trzech wartosci logicznych {0, 1/2, 1} z nastg-
pujacymi regutami przypisywania wartosci logicznych formu-
fom (x/c oznacza podstawienie za zmienna x statej ¢):

W,V | = max{[ip|.[1p,|},
Y, A,| =min{[yp [ [,]},
W, — | =max{l —[ip|,p,|},
mp=1-1,
IVxip,(x)| = min{h, (x/ )]},
[Fxrp,(x)| = max{[yp,(x/c)[}.

Dla formut elementarnych (nieztozonych) wartos¢ logiczna
jest okreslona poprzez interpretacje predykatu w jego dziedzinie.

Teraz mozemy rozwazy¢ predykat prawdy dla tak opisanej
logiki, czyli podja¢ konstrukcje swoistej funkcji uniwersalnej
dla wszystkich mozliwych zdan logiki Kleenego. W tym przy-
padku otrzymujemy pozytywny wynik.
Twierdzenie 18 Istnieje taki predykat T, ze dla kazdego zdania
Y zachodzi

T(YD=1l.
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Logika K, zostala stworzona jako logika nieokreslono-
$ci. Wprowadzenie wartosci 1/2 jako wartosci logicznej miato
umozliwi¢ stwierdzanie ‘nieokre$lonosci’ lub ‘niezdefinio-
wania’. Jak wida¢, dopuszczenie tej mozliwosci pozwolito na
skonstruowanie funkcji uniwersalnej do wyznaczania warto-
$ci logicznych zdan. Wyrzucenie nieokre$lonos$ci z pola rozwa-
zan automatycznie eliminuje predykat prawdy. To co jest warte
uwagi to fakt, ze wspomniana logika nie jest narzgdziem czysto
teoretycznym — model, w ktorym wartos¢ logiczna moze pozo-
sta¢ niecokreslona, jest wykorzystywany w wielu aplikacjach in-
formatycznych (w szczego6lnosci w systemach bazodanowych).
To akcentuje praktyczna strong rozwazan o zwigzkach nieokre-

slonosci z uniwersalnoscia.

6. Lokalny i globalny poziom opisu struktur
funkcyjnych

Sprobujmy zinterpretowaé powyzej przedstawione przyktady.
W kazdym z nich rozwazali$my strukturg, ktorej elementy mo-
gty przyjmowac¢ pewne wartosci — w wigkszo$ci przypadkow
byly to po prostu funkcje. Oprocz tego probowalismy konstru-
owac pewien opis uniwersalny catej struktury — funkcje, ktéra
w pewien sposob indeksowata elementy i pozwalala na ich war-
tosciowanie oraz wykorzystywanie ich w obliczeniach. Przy ta-
kim postrzeganiu naszych przyktadow w naturalny sposob wy-
r6zni¢ mozna dwa poziomy:
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¢ lokalny — na tym poziomie wystgpuja poszczegolne ele-
menty, posiadaja pewne wiasnos$ci, ktore je charaktery-
zuja oraz moga by¢ wykorzystane do uzyskiwania infor-
macji o pojedynczych sktadowych struktury;

* globalny — w tym przypadku fundamentalny jest pewien
mechanizm (zwykle zadany przez funkcje), ktory po-
zwala na zidentyfikowanie i wyliczenie wszystkich skta-
dowych struktury, wlasnosci tego mechanizmu opisuja

strukture jako catos¢.

Budowa struktury, ktéra bedzie spetnia¢ oczekiwania co
do swoich mozliwosci poznawczych, wymaga zagwaranto-
wania pewnych warunkéw na obu poziomach. Wydaje si¢
oczywiste, ze struktura powinna umozliwia¢ ewaluacj¢ swo-
ich elementow (najlepiej dla wszystkich potencjalnych ar-
gumentoéw) oraz iz struktura powinna dawaé gwarancje
ustalenia, jakie elementy do niej naleza. To prowadzi do na-

stepujacych wnioskow:

* podstawowe wymagania na poziomie lokalnym to catko-
wito$¢ sktadowych funkcji;
* podstawowe oczekiwania na poziomie globalnym to ist-

nienie (odpowiednio okreslonej) funkcji uniwersalne;.

W obu przypadkach stawiane wymagania wiaza si¢ z mak-
symalizacja zasobu informacji, ktora mozemy wydoby¢ z takich

systemow — petna informacja o elementach struktury wymaga
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catkowitosci jej dziedziny; petna informacja o calej strukturze
potrzebuje istnienia funkcji prezentujacej wszystkie elementy
struktury.

Wydaje si¢ jednak, ze zupelnos¢ analizowanego systemu
wymaga jeszcze czego$ ponad wspomniane podstawowe wia-
snosci. Aby struktura byta w peni zrozumiata, nie powinna si¢
odwotywac do wystepujacych poza nia elementéw (co prowa-
dzitoby do regresu do nieskonczonosci — aby zrozumie¢ struk-
turg S, musimy uzy¢ skfadowych struktury S, aby nic nie po-
zostato niepowiedziane nalezy teraz wyjasni¢ strukturg S,, co
jednak wymaga struktury S i tak dalej). To oznacza, ze fraze
‘w petni zrozumiata’ nalezy interpretowaé poprzez dodatkowe
wymaganie — ‘zrozumiala w swoim obrgbie’. Dla systemow
funkcyjnych znaczy to, ze funkcja uniwersalna dla struktury po-
winna mie¢ ten sam charakter co elementy struktury.

Rozwazmy ten problem wracajac do klasy funkcji obliczal-
nych. Zaczynajac od zbioru funkcji obliczalnych i catkowitych
nie jesteSmy w stanie zbudowac catkowitej i obliczalnej funk-
cji uniwersalnej. Poszerzenie zbioru funkcji do funkcji czgsécio-
wych (cho¢ nadal obliczalnych w dziedzinie) pozwala na uzy-
skanie analogicznej funkcji uniwersalnej. W tym momencie
mozemy si¢ zastanawia¢ nad selekcja tych indeksow, ktore dla
tej nowej funkcji uniwersalnej reprezentuja funkcje catkowite.
Jednakze to wymaga odniesienia si¢ do funkcji, ktorych grafy?

3 Graf funkcji to zbiér wszystkich mozliwych par ztozonych z argu-
mentu i wyniku funkcji dla tego argumentu.
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posiadaja zupetnie inny charakter niz w przypadku funkcji ob-
liczalnych. Porownanie sposobu konstrukcji réznych grafow
(czyli relacji) prowadzi do budowy hierarchii arytmetycznej,
w ktorej funkcje obliczalne (ich grafy) znajduja si¢ na poziomie
zwanym X\, za$ indeksy funkcji catkowitych tworza zbior po-
ziomu IT5. Rezygnujac z badania calkowitosci mozemy zwrocié
si¢ ku jednoznacznosci indeksow, czyli ku mozliwosci spraw-
dzenia, kiedy indeksy e, e, opisuja te same funkcje: to znaczy
Forecle,, ...) jestidentyczne z F, (e, ...). Tego rodzaju pogru-
powanie indekséw ponownie wymaga odwotania si¢ do relacji
wyzszego rzgdu w hierarchii arytmetycznej (ponownie relacje
klasy I15.). Kolejne uscislenia wymagan stawianych funkcjom
moga prowadzi¢ je dalej wzwyz nieskonczonej hierarchii aryt-
metyczne;j.

Jak wida¢ brak zamknigcia opisu pewnej struktury we-
wnatrz tej struktury moze prowadzi¢ do obserwacji, ze wiedza
o analizowanej strukturze pozostaje otwarta i wymaga wprowa-
dzania nowych poje¢ wyzszych poziomow — w ten sposob two-
rza si¢ hierarchie poje¢, ktore nie daja nam zamknigtego i samo-
wyczerpujacego si¢ opisu zjawiska.

By¢ moze nasze przyktady pokazuja nieunikniono$¢ zaist-
nienia w konstrukcji struktur matematycznych (a przynajmniej
niektorych z nich) pewnego wentyla bezpieczenstwa — miano-
wicie pozostawienia pewnej nieokreslonosci, ktora daje szanse
na pozniejsze okreslenia wartosci elementu. W ten sposob unika
si¢ struktur w pelni statycznych, ktére nie daja mozliwosci na

zaden wewngetrzny rozwoj struktury.
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Te nieprecyzyjne sformulowania wnosza nowy watek: pro-
blem rozr6zniania sktadowych struktur matematycznych, ktore
maja cechy dynamiczne lub statyczne. Bardzo intuicyjnie mo-

zemy zasygnalizowaé charakter takiego rozréznienia:

» obiekt statyczny — element, ktorego wtasnosci moga
by¢ w dowolnym porzadku efektywnie testowane i dla
ktoérego istnieje mozliwo$¢ badania przynaleznosci skta-
dowych w skonczonym czasie;

» obiekt dynamiczny — element, ktérego wlasnosci moga
by¢ konsekutywnie wyliczane, a sktadowe generowane
w kolejnych krokach pewnego procesu (by¢ moze nie-
skonczonego).

Odwotujac si¢ do klasycznego paradygmatu platonizmu
matematycznego mozna by zasugerowac, ze statyczne obiekty
matematyki odpowiadaja rzeczywistosci platonskich przedmio-
tow matematyki — w petni istniejacych (w platonskim §wiecie)
oraz catkowicie okreslonych co do swoich cech. Obiekty dy-
namiczne odpowiadalyby tej czgsci matematyki, ktora opiera
si¢ na rzeczywistosci posiadajacej pewna swobodg istnienia
i doboru wlasnosci jej przedmiotéw — teorii, ktore przynajmnie;j
w czgscl sa wytworem fantazji i wyobrazni matematykow. Roz-
roznienie tych dwoch typow struktur matematycznych mogtoby
inspirowac ku zaproponowaniu sugestii, iz nie cata matematyka
podlega jednemu paradygmatowi filozoficznemu — by¢ moze jej

rozne czgsci posiadaja inny status.
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Wracajac do aspektow statycznosci 1 dynamiki w obre-
bie systemow funkcyjnych widzimy, ze dla struktur pojgtych
w pelni statycznie pojawiaja si¢ wewngtrzne trudnosci. Przy
wszystkich elementach okreslonych w sposob stabilny i po-
zwalajacy na pelne ewaluowanie warto$ci elementow, glo-
balne podejscie pozwala na konstrukcje nowych bytoéw mate-
matycznych, ktére mozna — wykorzystujac pelna informacje
o systemie — wprowadzi¢ w stan sprzecznosci ze szczego-
tami dotychczas rozwazanej struktury. To pokazuje, ze sta-
tycznos¢ moze grozi¢ konfliktem pomigdzy sztywnym okre-
sleniem wszystkich parametrow struktury a potencjalnymi
konsekwencjami modyfikacji odwotujacych sig do jej global-
nych wtasnosci.

Patrzac z punktu widzenia struktur dynamicznych,
w polu widzenia pojawia si¢ aspekt nieokreslonosci. Korzysta-
jac z przyktadu funkcji obliczalnych, jako ilustracje tego typu
struktur mozna wskaza¢ zbiory rekurencyjnie przeliczalne. Ich
sposob zdefiniowania (zakres funkcji catkowicie obliczalnych)
gwarantuje generowanie kolejnych elementow w procesie okre-
slonym przez pewna funkcj¢ — co jasno prezentuje je jako struk-
tury dynamiczne. Warto zauwazy¢, ze w tym przypadku zacho-

dzi klasyczne twierdzenie.

Twierdzenie 19 Klasa zbiorow rekurencyjnie przeliczalnych po-
siada zbior uniwersalny, ktory jest zbiorem rekurencyjnie prze-

liczalnym.
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W pewnym sensie ta sytuacja pokazuje, ze pozostawie-
nie nieokreslonosci (zbidr rekurencyjnie przeliczalny okre-
sla czgsciowa dziedzing pewnej funkcji obliczalnej) po-
zwala na pewna elastyczno$¢ systemu, ktora daje szanse na
konstrukcje globalne niepozostajace — ze wzgledu na swo-
bode nieokreslonosci — w sprzecznosci z dotychczaso-
wymi wilasnosciami struktury. To sugeruje rozwazenie py-
tania: na ile niezdefiniowanie funkcji mozna traktowa¢ nie
jako defekt funkcji, ale na pozostawienie mozliwosci pew-
nych niezdeterminowanych wyboréw przypisania wyniku?

Przechodzac do finalnych uwag pozostaje zauwazy¢, ze
rozwazenie pytan o zwiazki pomiedzy uniwersalnoscia a cal-
kowitoscia w obrebie systemdw funkcyjnych byloby utatwione
poprzez przebadanie dalszych aspektow zagadnienia. Przede
wszystkim warto byloby rozszerzy¢ przyktady przez analizg in-
nych dziatow matematyki (na przyktad topologia i funkcje Ba-
ire’a). Ponadto warto byloby sig przyjrze¢ potencjalnym kon-
fliktom pomigdzy globalnymi a lokalnymi (czy dynamicznymi
a statycznymi) wlasnoséciami systemow w innych naukach. Wy-
daje sig, ze interesujacym tropem bytoby zwrocenie si¢ do teorii
kategorii w celu sformalizowania pojgcia dopasowania funkcji
uniwersalnej do opisowanej przez nia struktury*.

Szczegodlnie interesujace wydaje si¢ tutaj odniesienie do
fizyki. Klasycznym przykladem konfliktu okreslajacego gra-

4 Autor chciatby w tym miejscu wyrazi¢ wdzigcznos¢ za te sugestig
oraz inne cenne uwagi anonimowemu Recenzentowi tego artykuhu.
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nice w procesie uscislania zdobywanych informacji jest zasada
nieoznaczonosci (cf. Hall, 2013). Powyzsze rozwazania poka-
zuja, ze pewne wyniki matematyczne mozna interpretowac jako
opis podobnej trudnosci w zdobywaniu informacji o strukturach
matematycznych. To prowadzi do pytania, czy mozna postrze-
gac¢ nieoznaczono$¢ w fizyce jako pochodng konfliktu réznych
aspektow opisu matematycznego zjawiska fizycznego. Tak wigc
by¢ moze to nie poziom fizyczny fenomenu, ale matematyka
stwarzataby (a co najmniej przyczynialaby si¢ do zaistnienia)
niemoznosci otrzymania petnej informacji poprzez metody ba-
dawcze. Istnieje tez alternatywne wyjasnienie, ktore w dyna-
micznych i statycznych aspektach opisu matematycznego do-
patrywalyby si¢ odbicia pewnych cech §wiata fizycznego (na
przyktad: dynamika — ped, statyka — potozenie przestrzenne)
i stad wspomniane konflikty w teoriach matematycznych by-
lyby konsekwencja jakiego$ powiazania teorii z rzeczywisto-
$cia fizyczna.

Podsumowujac mozna powiedzie¢, ze problem konstruk-
cji funkcji uniwersalnej dla zbiordéw daje si¢ postrzegac jako
proba odwzorowania wilasno$ci globalnych struktury, ktorej
elementy tworza zasob informacji o lokalnych aspektach (ele-
mentach) calego zbioru. Patrzac poprzez ten pryzmat, w ma-
tematycznych wynikach dotyczacych funkcji uniwersalnych
mozna dostrzec zarys analizy problemu tworzenia samowyja-
$niajacych sig struktur, w ktorych wlasnosci lokalne i globalne
pozostaja stosownie zharmonizowane. Powyzej zaprezento-

wane twierdzenia zdaja si¢ sugerowac, ze w naturze — przynaj-
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mniej niektorych — struktur matematycznych moze znajdowac
si¢ czynnik uniemozliwiajacy budowg systemow rownocze-
$nie dajacych dostep do wszystkich szczegotowych wiasnosci
jak i w pelni okreslonych oraz obejmujacych cato$¢ rozwaza-

nego zbioru elementow.
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