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Summary
Infinity has appeared in mathematics since the very beginning.
Moreover the mathematical concept of infinity was and is con-
nected with philosophical and theological concepts. The aim of the
paper is to show how mathematicians struggled with this concept

and how they tried to bring it under control.
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Something is mathematical, only
if it is shot through with infinity.
(Caleb Gattegno)

‘ x J matematyce nieskonczonos¢ pojawiata si¢ od dawna,
od samego wiasciwie poczatku?. Co wiecej, naukowe
i filozoficzne oraz religijne pojgcia nieskonczonosci byly i sa
wzajemnie mocno powiazane, trudno je w niektdrych okresach
oddzieli¢. Celem naszych rozwazan jest pokazanie, jak mate-
matycy zmagali si¢ z tym pojgciem i jak probowali je ujarzmiac
1 oswajac.
Zacznijmy od zauwazenia, ze w starozytnej Grecji pano-
wat raczej negatywny stosunek do nieskonczonosci. Wida¢ to

u pitagorejczykow, eleatow, Parmenidesa. Nieskonczonos$¢ byta

2 Za poczatek matematyki w dzisiejszym rozumieniu tej nauki uznaé
nalezy matematyke starozytnej Grecji. Wczesniej, w starozytnym
Egipcie 1 Babilonii, matematyka miata inny charakter — doktadnie;j
charakter algorytmiczno-praktyczny i nie bylo w niej rozwazan teo-
retycznych. Zadowalano si¢ znajdowaniem przepiséw (dzi$ powie-
dzieliby$my: algorytmow) pozwalajacych rozwiazywaé konkretne
zadania praktyczne.
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czyms$, czego nie mozna osiagna¢ czy opisa¢ w skonczonych
terminach, czyms$ nieracjonalnym, bezksztattnym, bo niedaja-
cym si¢ ani pomniejszy¢, ani powigkszy¢. W arytmetyce i geo-
metrii nie byly dozwolone konstrukcje, ktore si¢ nie konczyty.
Widziano trudnosci i ktopoty, jakie niesie z soba pojgcie nie-
skonczonos$ci. Przykladem moga by¢ aporie Zenona z Elei —
znamy je z relacji Arystotelesa w Fizyce. Wskazywaly one na
trudno$ci zwiazane z dzieleniem na nieskonczenie wiele czgsci
1 z sumowaniem nieskonczenie wielu elementow. Inny przyktad
to wykrycie niewspotmiernosci przez pitagorejczykow. Nie bar-
dzo potrafiono sobie z tymi ktopotami poradzi¢. Wyjscia szu-
kano w rozmaity sposéb, na przyktad odrzucajac liczby nie-
wymierne i zastgpujac méwienie o wielkosciach czy miarach
(liczbach) operowaniem tworami geometrycznymi i dzialaniami
na nich (tzw. algebra geometryczna). Pozwalato to wprawdzie
eliminowac¢ trudnosci, ale niosto tez niestety pewne ograni-
czenia 1 skutki negatywne (na przyktad zasada jednorodnos$ci
w arytmetyce).

Pierwszym filozofem greckim, ktory probowat podac racjo-
nalne ujecie nieskonczonos$ci byt Arystoteles (384-322 p.n.e.).
O problemie tym mowi w ksigdze 11l swojej Fizyki poswigconej
zagadnieniu ruchu. Rozwaza tam, czy apeiron (&reipov) istnieje
ijak istnieje. W ten sposob przeksztalcit pojgcie nieskonczono-
$ci w pojecie naukowe — w przeciwienstwie do jego charakteru
mitologicznego czy religijnego, jakie miato ono u Anaksyman-
dra (610-546 p.n.e.). Arystoteles rozwaza nieskonczono$¢ w ra-
mach charakterystycznego dla jego filozofii rozr6znienia migdzy
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potencjalnoscia i aktualno$cia. Twierdzi, ze nieskonczono$¢ nie
moze istnie¢ jako co$ aktualnego, jako nieskonczonos¢ aktu-
alna. Moze istnie¢ jedynie nieskonczonos¢ potencjalna. Ozna-
cza to, ze mozna mowi¢ o mozliwo$ci nieograniczonego prze-
dtuzania pewnego ciagu czy procesu, ale nie o jego koncowym
wyniku. Mozna zatem mowic¢ o nieskonczonym ciagu liczb na-
turalnych, czy o nieskonczonym dzieleniu odcinka (geome-
trycznego) na potowe. Nie mozna jednak méwic o ogole liczb
naturalnych jako odrgbnym obiekcie, jako o koncowym wyniku
procesu tworzenia coraz to nowych liczb naturalnych przez do-
dawanie jedynki do liczb juz istniejacych. Mozliwo$¢ wykony-
wania bez ograniczen coraz to nowych, nastgpnych krokow nie
gwarantuje i nie pociaga za soba tego, ze istnieje krok ,,ostatni”.
W Fizyce Arystoteles pisal:

Pozostaje zatem do przyjgcia, ze nieskonczono$é istnieje poten-
cjalnie. Nie nalezy jednak bra¢ wyrazenia ,,istnieje potencjalnie”
w takim sensie, jak w wypadku, gdy si¢ mowi: ,,posag istnieje po-
tencjalnie”; bo mowiac tak sadzimy, ze powstanie posag rzeczy-
wisty. Inaczej ma si¢ sprawa z nieskonczonoscia: nie moze by¢
urzeczywistnionej nieskonczonosci (I11, 6, 206a).

Krétko mowiac, nieskonczono$é istnieje w ten sposob, ze
jedna rzecz wystgpuje zawsze po drugiej i kazda poszczegodlna
rzecz tego ciagu jest zawsze skonczona, przy czym kazda jest za-
wsze rozna (111, 6, 206a).

Nie to bowiem jest nieskonczone, co juz nie ma niczego poza

soba, lecz wiasnie to, co zawsze ma cos poza soba (I11, 6, 207a).
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Arystoteles podkreslat przy tym, ze w matematyce wystar-
czy pojecie nieskonczonosci potencjalnej, a pojgcie nieskonczo-

nos$ci aktualnej jest zbedne. W Fizyce pisat:

Poglad nasz nie pozbawia bynajmniej matematykow ich teorii
przez odrzucenie aktualnego istnienia nieskonczonosci w kie-
runku zwigkszania si¢, w sensie niemoznos$ci przekroczenia. Bo
W rzeczywisto$ci nie potrzebna im jest nieskonczono$¢ ani tez
z niej nie korzystaja. Postuguja si¢ natomiast dowolnie wielkimi

liczbami, ale skonczonymi (II1, 7, 207b).

Dodajmy, ze Arystoteles twierdzi w Fizyce, iz czas i ruch
sa nieskonczone. Pisal: ,,Czas i ruch sg nieskonczone, a takze
myslenie w tym znaczeniu, ze kazda poszczegdlna faza kolejno
przemija, bedac pozbawiona trwania” (Fizyka 111, 8, 208a).0d-
rzuca jednak mozliwos¢ nieskonczonej przestrzeni. Wynika to
z faktu, Ze nie ma on pojgcia przestrzeni, ktéra moze by¢ pu-
sta — operuje natomiast pojeciem miejsca, ktore zawsze jest po-
laczone z materia. Podsumowuje swoje rozwazania mocnym
stwierdzeniem: ,,Wielko$¢ natomiast nie jest aktualnie nieskon-
czona ani jako wynik dzielenia w nieskonczonos$¢, ani jako wy-
nik powigkszenia w mys$li” (Fizyka 111, 8, 208a).

Nalezy koniecznie podkresli¢, ze juz samo odrdznienie
nieskonczonosci potencjalnej i nieskonczonosci aktualnej byto
waznym osiagnigciem Arystotelesa — pozwolilo jasno posta-
wi¢ problem nieskonczonosci. Ukierunkowato tez dalsze nad

nig badania.
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Koncepcje Arystotelesa dotyczace nieskonczonosci (ale
takze jego koncepcje dotyczace struktury teorii naukowych)
znalazty swoj oddzwigk w szczegdlnosci u Euklidesa (ok. 365 —
ok. 300 p.n.e.) w jego stynnych Elementach. Unikat on wyraznie
terminu ,,nieskonczonos¢”. Kiedy w Ksigdze IX mowi o istnie-
niu nieskonczenie wielu liczb pierwszych, to formutuje to tak:
,Jesli dana jest dowolna ilos¢ liczb pierwszych, to istnieje inna
liczba pierwsza roézna od nich™ (Elementy 1X, 20). Nie mowi
wigc, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych, ale ze
zawsze mozna znalez¢ nowa liczbg pierwsza. Mamy tu wigc
wyraznie do czynienia z nieskonczonoscia potencjalna.

Inny $lad wptywu Arystotelesa na Euklidesa to sformuto-
wany na poczatku Ksiggi | Elementow aksjomat 9, ktory glosi:
,»Calos¢ jest wigksza od czesci™. Whasnos¢ ta — oczywista dla
wielkosci skonczonych — nie obowiazuje, jak sig okazuje, dla nie-
skonczonosci. Bedzie ona sprawiala przez dlugie wieki ktopot
wielu matematykom i filozofom.

Nieskonczonos¢ pojawiata si¢ implicite takze przy oka-
zji stosowania procesow granicznych. Te ostatnie spotykamy
na przyktad u Archimedesa (ok. 287-212 p.n.e.), ktory z po-
wodzeniem stosowatl pochodzaca od Eudoksosa z Knidos me-
tod¢ wyczerpywania bedaca prototypem teorii granic. Archime-
des uzywat jej w szczeg6lnosci do przyblizania dlugosci okregu

i warto$ci T za pomoca wielokatow foremnych wpisanych i opi-

> Oi tpowtot dp1dpuoi mAsiovg gicl mavtog Tob mpotedévrog mtAn9ovg
TPOTOV Ap1IpodV.
* Kai 10 6 ov ToL pépoug UEIESY [égTiv].
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sanych na okregu, czy do obliczania pola powierzchni wycinka
paraboli. To wskazuje, ze w pewnym sensie akceptowat nie-
skonczono$¢ w matematyce.

Problem ze stosunkiem czgsci i catosci oraz Igk przed nie-
skonczonoscia aktualng wida¢ tez u zyjacego w V wieku neo-
platonika Proklosa Diadochusa (410—485). Ten najwybitniejszy
przedstawiciel szkoly atenskiej widziat rozwigzanie problemu
w odrzuceniu nieskonczonos$ci aktualnej i zaakceptowaniu je-
dynie nieskonczonosci potencjalnej (zatem w duchu Arystote-

lesa). W Komentarzu do I Ksiegi ,, Elementow” Euklidesa pisat:

[...] twierdzimy, ze wielko$ci sa wprawdzie dzielone w nieskon-
czono$¢, ale nie na nieskonczenie wiele czesci (én’ &rweipov, odk
glc &nepa 8¢, ad infinitum, sed non in infinita). To ostatnie powo-
dowaloby, ze aktualnie byloby nieskonczenie wiele czgsci, tamto
pierwsze, ze tylko potencjalnie; to ostatnie daje nieskonczonos$ci
istnienie substancjalne, tamto przyznaje jej tylko stawanie sig.
Wraz z jedna $rednicq powstaja dwa poltkota, ale srednic nie
bedzie nigdy (aktualnie) nieskonczenie wiele, nawet jezeli ,,bra¢”
ich nieograniczenie wiele. Tak wigc nigdy nie bedzie istniato dwa
razy wigcej niz nieskonczenie wiele [potkoli], ale powstajacych
(ciagle) potkoli bedzie dwa razy tyle, ile zawsze skonczonej ilosci

$rednic. Ciagle bowiem liczba ,,wzigtych” srednic jest ograniczona.

Wtasno$¢ tego typu znana byla juz prawdopodobnie Plutar-
chowi (ok. 46 — ok. 120), a potem wzmianki o niej powtarzajq si¢

wielokrotnie u réznych autorow. Znali ja niektorzy scholastycy,
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na przyktad Thomas Bradwardine (ok. 1290-1349). Rozumo-
wania tego typu byly tez uzywane w XII wieku do wykazywania
niemozliwo$ci istnienia wiecznego §wiata. W roku 1638 Galile-
usz (1564—1642) podat paradoks nazywany dzis$ jego imieniem,
a oparty na tej samej zasadzie. Wskazywat on mianowicie, ze
z jednej strony ogo6t liczb kwadratowych jest czescia ogotu liczb
naturalnych, a z drugiej — jest ich tyle samo. Wyciagat z tego na-
stepujacy wniosek (Discorsi, s. 33):

Jest to jedna z trudnosci, ktore powstaja, gdy naszym skonczo-
nym umystem probujemy rozwazac nieskonczono$¢ przypisujac
jej te wlasnosci, ktére przyznajemy temu, co skonczone i ograni-
czone; jest to, w mej opinii, niepoprawne — nie mozemy bowiem
moéwic o wielkosciach nieskonczonych, ze jedne z nich sa wigk-

sze, mniejsze badz tez rowne.

Echa tego typu wnioskow znajdujemy tez u Izaaka New-
tona (1642—1727). Otéz w liscie z roku 1692 pisat on:

Nieskonczonosci, kiedy rozwazac je bez jakichkolwiek restrykeji
czy ograniczen, nie sa ani rowne, ani nierdwne, ani tez nie pozo-

staja w zadnych stosunkach pomigdzy soba.

Takze wielki matematyk niemiecki Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) przeciwstawiat si¢ uzywaniu w matematyce nie-
skonczonos$ci aktualnej. W liscie do Heinricha Schumachera
z 12 lipca 1831 roku pisat:
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Jesli chodzi o Panski dowod, to protestuje¢ nade wszystko prze-
ciwko uzywaniu wielkosci (Grosse) nieskonczonej jako czego$
zupelnego, co w matematyce nie jest nigdy dozwolone. Nieskon-
czono$¢ to jedynie facon de parler, za pomoca ktdrego mowi si¢

o granicach.

Wr6émy jednak do pozytywnych rozwazan nad nieskon-
czono$cia.

U Mikotaja z Kuzy (1401-1464), ostatniego scholastyka,
matematyka i teologa problem nieskonczonos$ci pojawia si¢ za-
réwno w rozwazaniach matematycznych, jak i w rozwazaniach
filozoficzno-teologicznych. Sg one przy tym ze soba powiazane.
Co wigcej, powodem i celem zajmowania si¢ nieskonczonoscia
w matematyce byta dla niego chec¢ zblizenia si¢ do nieskonczo-
nosci Boga. Wedtug Kuzanczyka nieskonczonos¢ nie daje si¢
uja¢ w (Arystotelesowskich) kategoriach wielko$ci, nie moze
ona by¢ rozwazana w kategoriach ,,mniejsze” czy ,,wigksze”.
Nieskonczonos$ci nie mozna tez pozna¢ za pomocag zmystow,
daje si¢ ona jednak uchwyci¢ w matematyce przez umyst za po-
moca pojec. Wsrod obiektow (rzeczy i procesow), ktore mozna
pozna¢ zmystami, nie ma takiego, ktory nie mogtby zosta¢ po-
wigkszony. Zatem nieskonczonos¢ nie moze by¢ zrealizowana
w zadnym procesie. W matematyce znalez¢ mozna jednak przy-
ktady na to, Ze granica takiego nieograniczonego procesu moze
by¢ ujeta i osiagnigta za pomoca pojecia. Przyktadem moze tu
by¢ ciag wielokatow foremnych o n bokach. Gdy #n ro$nie nie-
ograniczenie, to wielokaty te przyblizaja coraz lepiej okrag.

¥1L0Z * A1]|@neN m auzd>yozoji4 elusiupebez

13



Zagadnienia Filozoficzne w Nauce | LV « 2014

Roman Murawski

Wprawdzie wsrod obiektéw poznawalnych zmystami nie istnieje
zaden okrag, ale istnieje on jako pojgcie w naszym umysle. Zatem
takie twory, jak wielokat foremny i okrag pokrywaja si¢ w nie-
skonczonosci. Przyktadow takich znalez¢ mozna zreszta u Miko-
Taja wigcej. Laczy on z nimi charakterystyczng dla siebie zasadg
zwana przezen coincidentia oppositorum. Dopelienie procesu,
zatem w szczegolnosci jego granica, jest wedtug Kuzanczyka naj-
wyzsza forma bytu, jest czym$ wiecznym — kazdy proces dazy
bowiem do swego wypekienia. To nieskonczone przyblizanie
(aproksymacja) w potaczeniu z zasada coincidentia oppositorum
stanowito u niego nowe narzedzie metodologiczne — uzywat go
szczegblnie w pdzniejszej pracy De Mathematica Perfectione.
Odpowiadato to jego rozumieniu poznania jako procesu przy-
blizania si¢ do prawdy. Nalezy podkresli¢, ze wedlug Mikolaja
nieskonczonos¢ nie zapozycza swego istnienia od skonczonosci.
To, co skonczone, nie jest w stanie zapewni¢ istnienia temu, co
nieskonczone. Nieskonczonos¢ bowiem nigdy nie zostanie osia-
gnigta w procesie aproksymacji przez wielkosci skonczone. Prze-
ciwnie — nieskonczone wyprzedza w porzadku ontologicznym to,
co skonczone. Przenosi sig to i na porzadek epistemologiczny, tzn.
to, co skonczone moze zosta¢ pojete i zrozumiane tylko za po-
moca tego, co nieskonczone. W Liber de mente pisat:

Stad wszystko, co skonczone, ma swe zrodto w zasadzie nieskon-

czonosci® (clIl, 116r).

5 Quare omne finitum principiatum ab infinito principio.
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W De docta ignorantia za$ pisat:

Kazda wigc linia skonczona bierze swoj byt z nieskonczone;j,
ktora jest wszystkim tym, czym jest. Stad w linii skoficzonej jest
to wszystko, czym jest linia jako linia nieskonczona® (Ksigga II,
cV, 119).

Dodajmy, ze idea coincidentia oppositorum w nieskonczono-
$ci miata tez wptyw na nauki przyrodnicze. Wedle Mikotaja, skoro
$wiat jest obrazem Boga, a Bog jest nieskonczony, wigc 1 $wiat
jest nieskonczony. Zaréwno wigc przestrzen, jak i czas sa nieskon-
czone. Stad za$ $wiat nie ma $rodka, gdyz w nieskonczonosci $ro-
dek pokrywa si¢ z obwodem. Dalej, Ziemia nie moze by¢ centrum
$wiata 1 musi znajdowac¢ si¢ w ruchu. Ruch staje si¢ w ten spo-
sob wzgledny. Mozemy zatem powiedzie¢, ze Mikotaj przyczy-
nit si¢ w jakis$ sposob do sekularyzacji pojecia nieskonczonosci.

Blaise Pascal (1623—1662) méwit o nieskonczonosci w sen-
sie nieskonczenie duzych i nieskonczenie matych — odnosit te po-
jecia do przestrzeni, czasu, ruchu, predkosci, przy czym traktowat
je w sensie nieskonczonosci potencjalnej. W Myslach pisal zas:

Wiemy, ze istnieje nieskonczonos¢, ale nie znamy jej natury.
Wiemy na przyktad, ze falszem jest, aby liczby byly skonczone;

zatem prawda jest, ze istnieje nieskonczonos$¢ w liczbie, ale nie

¢ Omnis autem linea habet esse suum ab infinita, que est omne id
quod est. Quare in linea finita omne id, quod est linea infinita.

¥1L0Z * A1]|@neN m auzd>yozoji4 elusiupebez

15



Zagadnienia Filozoficzne w Nauce | LV « 2014

Roman Murawski

wiemy, co to jest. Falszem jest, aby byta parzysta, fatlszem, aby
byta nieparzysta: za dodaniem bowiem jedno$ci nie zmieni swej
natury; a wszelako jest to liczba, wszelka za$ liczba jest parzy-
sta albo nieparzysta (prawda, iz to si¢ odnosi do wszelkiej liczby
skonczonej). [...]

Znamy tedy istnienie i natur¢ skonczonosci, poniewaz jeste-
$my skonczeni i rozciagli jak ona. Znamy istnienie nieskonczono-
$ci, a nie znamy jej natury, poniewaz ma ona rozciagtos¢ jak my,

ale nie ma granic, jak my je mamy (Mysli, 451).

Stanowisko Gottfrieda Wilhelma Leibniza (1649-1716)
w kwestii nieskonczonoscinie byto spojneido koncajednoznaczne.
Z jednej strony $wiadom trudnosci, na ktore wskazuje paradoks
Proklosa-Galileusza pisat: ,,Nie ma nic bardziej namacalnego
niz absurdalno$¢ idei liczby aktualnie nieskonczonej”. W No-

wych rozwazaniach dotyczqcych rozumu ludzkiego za$ stwierdza:

Mowiac $cislej, prawda jest, ze istnieje nieskonczonos¢ rzeczy,
tzn. ze jest ich zawsze wigcej anizeli mozna wyznaczy¢. Ale nie
ma ani liczby nieskonczonej, ani innej wielkosci nieskonczonej,
gdy sig je bierze jako rzeczywiste catosci.

[...] Prawdziwa nieskonczono$¢ jest $cisle biorac tylko
w tym, co absolutne, co jest przed wszelka ztozono$cig i nie po-
wstato przez dodawanie czgsci. [...]

[...] cato$ci nieskonczone i ich przeciwienstwa nieskoncze-
nie mate sa na miejscu tylko w rachunku geometréw, tak jak uro-

jone pierwiastki algebry (ks. II, rozdzial XVII).
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Z drugiej jednak strony pisat takze — przeczac sobie wita-

sciwie:

Wierzg tak bardzo w aktualng nieskonczonosé, iz zamiast utrzy-
mywac, jak to si¢ pospolicie mowi, ze natura jej sig¢ boi, przyj-
muje, iz ona wszedzie ku niej si¢ sktania, aby tym lepiej zazna-
czy¢ doskonato$¢ swego Stworcy’ (Opera omnia, studio Ludovico

Dutens, tom 11, czg$¢ 1, s. 243).

Dodajmy jeszcze, ze w swoim rachunku rézniczkowym Lei-
bniz operowat wielkosciami nieskonczenie matymi. Dopuszczat
tez w swojej monadologii istnienie nieskonczenie wielu monad.

Immanuel Kant (1724-1804) rozwazajac problemy filozo-
ficzne matematyki odrozniat za Arystotelesem nieskonczonosc¢
potencjalng i nieskonczono$¢ aktualna. Nie twierdzit jednak
jak Arystoteles, ze nieskonczono$¢ aktualna jest logicznie nie-
mozliwa. Ot6z wedle Kanta nieskonczonos¢ aktualna jest tzw.
idea rozumu. Oznacza to, ze jest to pojgcie wewngtrznie nie-
sprzeczne, cho¢ niestosowalne do doswiadczenia zmystowego.
Przyktadow nieskonczono$ci aktualnej nie mozna bowiem ani
zaobserwowac, ani tez skonstruowac¢. Mozna skonstruowac na
przyktad liczbg 5 1 zmystami poznaé pig¢ rzeczy, mozna na-
wet skonstruowaé liczbe 10" (chociaz nie jestesmy w stanie

7 Je suis tellement pour I’infini actuel, qu’au lieu d’admettre, que la
nature I’abhorre, comme ’on dit vulgairement, je tiens qu’elle 1’af-
fecte par-tout, pour mieux marquer les perfections de son Auteur. Do-
dajmy, ze slowa te umiescit Bolzano jako motto swoich Paradoksow
nieskonczonosci.
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postrzega¢ tylu obiektow za pomoca zmystow). Nie jestesmy
jednak w stanie ani percypowac, ani tez skonstruowac nieskon-
czonosci aktualne;j.

Filozoficzne poglady Kanta na matematyke zainspirowaty
wielu pozniejszych filozoféw i matematykow, w szczegolnosci
do jego pogladdéw na nieskonczonos¢ nawiaze w wieku XX Da-
vid Hilbert w swoim formalizmie i probie uratowania integral-
no$ci matematyki klasycznej operujacej pojgciem nieskonczo-
nos$ci aktualne;j.

Zanim jednak przejdziemy do czaséw wspotczesnych, po-
wiedzie¢ trzeba kilka stéw o Bernardzie Bolzanie (1781-1848).
Ten matematyk i jednoczesnie ksiadz katolicki, profesor Uni-
wersytetu Karola w Pradze pozbawiony w roku 1819 katedry
z powodu zbyt samodzielnych, nie zawsze ortodoksyjnych in-
terpretacji katolicyzmu i domagania si¢ sprawiedliwosci w zy-
ciu spotecznym, w sposob istotny przyczynit si¢ do porzadko-
wania podstaw matematyki poprzez wlaczenie si¢ w nurt badan
zwany arytmetyzacja analizy (Weierstrass, Cauchy, Dedekind).
Cho¢ matematyke uwazano wtedy za ,,nauke o ilosci”, Bolzano
definiowat ja juz catkiem abstrakcyjnie piszac, ze jest ona ,,na-
uka badajaca ogdlne prawa, ktore reguluja istnienie rzeczy”. By
matematyk mogt stosowac jakie$ pojecie, wystarczy dowiesc
tylko jego ,,mozliwosci”. To nie do matematyki nalezy udowod-
nienie aktualnego istnienia tych czy innych obiektow — jest to
zadanie metafizyki.

Z naszego punktu widzenia najwazniejsze sa jego rozwaza-

nia nad nieskonczonos$cia. Zawarl je w wydanych po$miertnie
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Paradoksach nieskonczonosci (1850). Zdaniem Bolzana ,,wigk-
szo$¢ paradoksalnych twierdzen, ktore spotykamy w dziedzinie
matematyki, to twierdzenia, ktore albo zawieraja bezposrednio
pojecie nieskonczonosci, albo w jakis sposob opieraja si¢ na nim
przy probach ich dowodzenia” (Paradoksy, §1).

W Paradoksach nieskonczonosci Bolzano rozwazal wielo-
$ci (dzis powiedzieliby$my: zbiory) nieskonczone, jak rowniez
wielkosci nieskonczenie mate i nieskonczenie duze. Przy tym
przez wielos¢ nieskonczona rozumial Bolzano ,.taka wielos¢,
ktora jest wigksza od kazdej wielosci skonczonej, tzn. jest tego
rodzaju, iz kazda skoniczona mnogo$¢ przedstawia tylko pewna
jej czes¢® (Paradoksy, §9). Wielko$¢ nieskonczenie duza to
wielkos¢, ktora jest wigksza od kazdej liczby tych wielkosci,
ktore zostaty obrane za jednostke, za§ wielko$¢ nieskonczenie
mata to taka wielkos¢, ze kazda jej wielokrotno$¢ jest mniejsza
od jednostki. Przy tym Bolzano odroznia matematyczne pojgcie
nieskonczonosci od pojecia nieskonczonosci filozofow i prze-
ciwstawia je sobie. Wspomina tu Hegla, ktory glosit, ze nieskon-
czono$¢ matematyczna jest tylko ,.kiepska nieskonczonoscia”
— filozofowie za$ ,,znaja nieskonczonos¢ o wiele wyzsza, praw-
dziwa, nieskonczonos¢ jakosciowq, ktora znajduja tylko w Bogu
zwlaszcza 1 w ogble w Absolucie” (tamze, §11). Wedlug Bol-
zana filozofowie, a takze niektorzy matematycy, przyjmuja, ze

nieskonczonos¢ jest jedynie pewna wielkoscia zmienna, ktora

8 [...] eine Vielheit, die groBer als jede endliche ist, d.h. eine Vielheit,
die so beschaffen ist, da3 jede endliche Menge nur einen Teil von ihr
darstellt.
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moze rosna¢ nieograniczenie — a zatem jest tylko nieskonczono-
$cia potencjalna. On jednak opowiada sig za istnieniem w mate-
matyce nieskonczonos$ci aktualnej. Co wigcej, w §13 Paradok-

sow podaje dowdd jej istnienia piszac:

[iTuz wsrod rzeczy, ktore nie roszczq sobie prawa do rzeczywi-
stosci, lecz tylko do mozliwosci, sa niewatpliwie mnogosci nie-
skonczone. Nieskonczona jest, jak fatwo mozna pojac, mnogos¢
zdan i prawd samych w sobie, rozwazajac bowiem jakas$ prawde,
np. zdanie, ze istnieja w ogole prawdy, lub kazde inne dowolne
zdanie, ktore oznaczg przez A, zdajemy sobie sprawg, ze zdanie
wyrazone stowami ,,4 jest prawdziwe” jest rozne od 4, gdyz ma
zgota inny podmiot niz 4. [...] Lecz podobnie jak tu ze zdania
A wyprowadzamy rozne od niego zdanie, ktore nazwe B, tak tez
mozna znowu, wedtug tej samej zasady, wyprowadzi¢ z B trze-
cie zdanie C, i tak dalej bez konca. Zbior tych wszystkich zdan,
z ktorych kazde nastgpne pozostaje w takim wskazanym wtlasnie
stosunku do poprzedniego, ze podnosi je do rangi swego pod-
miotu i orzeka o nim, iz jest zdaniem prawdziwym, zbidr ten —jak
stwierdzam — obejmuje mnogos¢ czgsci (zdan) wigksza od kaz-
dej skonczonej mnogosci. [...] zbior tych wszystkich zdan posiada

wielo$¢ wigksza od kazdej liczby, tzn. nieskonczona.

Aby jednak dowies¢ istnienia nieskonczono$ci aktualnej —
a nie tylko jej mozliwosci — potrzebuje Bolzano pewnego do-
datkowego zatozenia, a mianowicie istnienia Boga, ktéremu

przypisuje ,,wladzg poznania, ktora jest prawdziwa wszechwie-
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dza, przeto obejmuje nieskonczona mnogo$¢ prawd, bo w ogole
wszystkie”™ (Paradoksy, §11). Mamy wigc tu do czynienia ze
swoistym powiazaniem matematycznej nieskonczonos$ci aktu-
alnej z pewnymi zatozeniami natury teologiczne;j.

W Paradoksach nieskonczonosci wspomina Bolzano takze
pewna szczegdlna wlasnos¢ wielosci nieskonczonych, o ktorej

mowi paradoks Proklosa-Galileusza. Pisze on w §20:

Dwie mnogosci, obie nieskofnczone, moga pozostawaé wzgledem
siebie w takim stosunku, ze z jednej strony kazdy element nale-
zacy do jednej z tych mnogos$ci mozna ztaczy¢ w parg z jednym
elementem drugiej, tak ze zaden element ktorejkolwiek z nich nie
pozostaje bez wilaczenia go w parg, jak rowniez zaden nie powta-
rza si¢ w dwu lub wigcej parach; z drugiej jednak strony moz-
liwe jest przy tym, ze jedna z tych mnogosci zawiera druga jako

pewna cze$¢ jedynie [...].

W odroznieniu od Proklosa czy Galileusza, ktorzy wypro-
wadzali stad wniosek, iz nie istnieje nieskonczono$¢ aktualna,
Bolzano zauwaza, ze nie mozna przenosi¢ praw stusznych dla
obiektow skonczonych na twory nieskonczone.

Takze matematyk niemiecki Richard Dedekind (1831-
1916) zdawat sobie sprawg z trudno$ci zwiazanych z paradok-

sem Proklosa-Galileusza. Nie odrzucat jednak w zwiazku z tym

9 [...] eine Erkenntniskraft beilegen, die wahre Allwissenheit ist, also
eine unendliche Menge von Wahrheiten, weil alle tiberhaupt, umfaft.
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pojgcia nieskonczonos$ci aktualnej, a przeciwnie — dostrzegt we
wlasnosci, na ktorej opiera si¢ ten paradoks ceche charaktery-
styczna zbiorow nieskonczonych, ktéra odréznia je od zbio-
row skonczonych. Ot6z w pracy Was sind und was sollen die
Zahlen? (1888) znajdujemy nastgpujaca definicje zbiorow nie-

skonczonych:

64. Wyjasnienie. System S nazywa si¢ nieskonczonym jezeli jest
podobny do pewnej swojej czgsci wlasciwej; w przeciwnym

przypadku S nazywa sig¢ systemem skonczonym.

Wyjasnijmy, ze Dedekind uzywa terminu ,,system” w takim
sensie, jak dzi§ uzywa si¢ terminu ,,zbior” i ze dwa systemy sa
podobne jesli istnieje odwzorowanie réznowartosciowe (jedno-
jednoznaczne) jednego na drugi. Co wigcej, Dedekind formutuje
twierdzenie gloszace, ze istnieja systemy nieskonczone i podaje
jego ,,dowdd”. UzyliSmy tu cudzystowu, poniewaz jego rozu-
mowanie nie moze by¢ uznane za rozumowanie spetniajace kry-
teria dowodu matematycznego. Otdz rozumowanie Dedekinda
jest w pewnym sensie podobne do rozumowania Bolzana. Tam
jednak, gdzie Bolzano odwoluje si¢ do Boga, Dedekind odwo-
huje sig¢ do umystu ludzkiego gloszac, ze przyktadem zbioru nie-
skonczonego jest jego swiat mysli (meine Gedankenwelt).

W ten sposob dochodzimy do gltéwnego bohatera historii
nieskonczonosci w matematyce, a mianowicie do Georga Can-
tora (1845-1918). Byt on tworca teorii mnogosci i pierwszym,

ktory przetamawszy lek przed antynomiami uznal, Ze nieskon-
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czono$¢ aktualna moze by¢ przedmiotem badania matematycz-
nego. Zagadnienie nieskonczonos$ci pojawito si¢ u Cantora przy
okazji jego rozwazan nad szeregami trygonometrycznymi, kto-
rym poswigcil rozprawe habilitacyjna. Doprowadzito go to do
stworzenia calej nowej teorii matematycznej, a mianowicie teo-
rii mnogosci (czyli teorii zbiorow w sensie dystrybutywnym),
ktora miata si¢ okaza¢ fundamentem dla calej matematyki.
Uzywajac pojecia rownolicznosci zbiorow wprowadzit Cantor
liczby kardynalne (moce zbiorow), za pomoca za$ pojecia po-
dobienstwa porzadkéw — liczby porzadkowe. Najbardziej inte-
resujace byly oczywiscie nieskonczone takie liczby, w szcze-
gblnosci nieskonczone liczby kardynalne. Udowodniwszy
twierdzenie, ze zbior potggowy dowolnego danego zbioru (czyli
0g6t wszystkich jego podzbiorow) ma zawsze moc wigksza niz
ten zbidr, mogl wprowadzi¢ nieskonczong hierarchi¢ nieskon-
czonych liczb kardynalnych, a zatem nieskonczona hierarchig
coraz to wigkszych nieskonczonosci. W ten sposob pojawity sig
W jego teorii mnogosci zbiory duzo wigksze niz te, ktore do-
tad pojawialy si¢ w sposéb naturalny w rozwazaniach matema-
tykow. Warto przy tym podkresli¢, ze Cantor nie byt logikiem,
tylko ,,normalnym” matematykiem. Dodajmy tez, ze jego roz-
wazania nad nieskonczonoscia mialy charakter nie tylko mate-
matyczny, ale takze filozoficzny, a nawet teologiczny.

Cantor rozrozniat rézne rodzaje nieskonczonosci. Przede
wszystkim przyjmowat za Arystotelesem podzial na nieskonczo-
no$¢ potencjalna i aktualna. T¢ pierwsza nazywat nieskonczono-

$cia niewlasciwa —nie jest ona w istocie zadna nieskonczonoscia,
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a jedynie ,,nieokre$lona zmienng wielkoscia skonczonq, ktora
albo ro$nie poza wszystkie skonczone granice [...], albo staje si¢
mniejsza niz kazda granica skonczona”!?. Natomiast nieskonczo-
no$¢ aktualna ,,z jednej strony jest niezmienna, we wszystkich
swoich czg$ciach stata i okreslona, [...] jest prawdziwa stala, jed-
noczesnie za$ przekracza kazda wielko$¢ skonczona tego samego
rodzaju”'!. Przy tym nieskonczono$¢ potencjalna, jesli ma by¢
$cisle matematycznie uzyteczna, musi zaktada¢ nieskonczonosé
aktualna. Co wigcej, nieskonczonos$¢ aktualna jest niezbedna dla
ugruntowania matematyki — cho¢by dla ugruntowania teorii liczb
rzeczywistych, gdzie nie wystarczy nieskonczono$¢ potencjalna,
dalej w algebrze, analizie, teorii liczb.

Na ten podziat naktada si¢ u Cantora jeszcze drugi. Otoz
rozréznia on trzy rodzaje nieskonczonosci aktualnej: (1) nie-
skonczonos$¢ absolutna (realizowana w Bogu), (2) nieskonczo-
no$¢ pojawiajaca si¢ w $wiecie zaleznym i stworzonym oraz
(3) nieskonczonosc¢, ktora moze by¢ pojmowana przez mysl in
abstracto jako wielko$¢ matematyczna. Przy tym nieskonczo-
no$¢ absolutna jest niepowigkszalna, pozostate zas dwa rodzaje
nieskonczonosci sa powigkszalne. W przypadku nieskonczono-
$ci jako wielkos$ci matematycznej Cantor mowi o pozaskonczo-
nosci (Transfinitum), a nie o nieskonczonosci i przeciwstawia

ja Absolutowi.

10°G. Cantor, Mitteilungen zum Lehre vom Transfiniten, ,,Zeitschrift
fiir Philosophie und philosophische Kritik” 1887-1888, 91, s. 81-125
oraz 92, s. 240-265.

I Tamze.
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Warto podkresli¢, ze Cantor przyjmujac istnienie nieskon-
czono$ci aktualnej, zdecydowanie odrzucat wielkosci nieskon-
czenie male nazywajac je ,,wielko$ciami papierowymi”. Zdecy-
dowanie przeciwstawiat si¢ wprowadzaniu ich do matematyki —
mowit tu o ,,infinitarnym bakcylu cholery w matematyce”'?.

Wspomnielismy wyzej, ze rozwazania Cantora nad nie-
skonczonos$cia miaty charakter takze filozoficzny i teologiczny.
Z jednej strony szukat w metafizyce i teologii uzasadnienia dla
swojej teorii mnogosci — uwazatl, ze teoria mnogosci nalezy do
metafizyki i tam tez nalezy szukac jej podstaw, gdyz metafizyce
przypada zadanie ugruntowania zasad matematyki i nauk przy-
rodniczych. Podejmowat wigc proby udowodnienia istnienia po-
zaskonczono$ci w oparciu o Absolut. Wierzyt przy tym, ze nie
ujmuje ona nic naturze Boga, przeciwnie — dodaje jej blasku, bo-
wiem realne istnienie pozaskonczono$ci odbija nieskonczong na-
turg Bozej egzystencji. Cantor zbudowat dwa dowody, w ktorych
stara si¢ wykazac istnienie liczb pozaskonczonych in concreto.
W pierwszym z nich, w dowodzie a priori, gtosi, ze z pojgcia
Boga wyprowadzi¢ mozna bezposrednio w oparciu o dosko-
nalos¢ Jego natury mozliwo$¢ 1 konieczno$¢ stworzenia poza-

skonczonosci'®. W drugim, w dowodzie a posteriori, twierdzit,

12 H. Meschkowski, Aus den Briefbiichern Georg Cantors, ,,Archive
for History of Exact Sciences” 19621966, 2, s. 505.

13 Dowdd ten zostat skrytykowany przez kardynata Franzelina, ktory
w liscie do Cantora podkreslal, ze nie mozna wyprowadzaé¢ koniecz-
nosci stworzenia pozaskonczonosci z mozliwosci jej stworzenia, gdyz
ogranicza to w pewien sposob wolnos¢ Boga, a w konsekwencji uj-
muje co$ jego doskonatosci.
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ze skoro niemozliwe jest petne i calkowite wyjasnienie zjawisk
naturalnych bez zalozenia istnienia pozaskonczonosci in natura
naturata, wigc pozaskonczonos¢ ta istnieje.

Cantor byt przekonany, ze stworzona przezen teoria mnogo-
$ci ma duze znaczenie dla metafizyki i teologii. Moze w szcze-
gblnoséci pomdc w zwalczaniu rozmaitych bltedoéw pojawia-
jacych si¢ w niej, na przyktad btedu panteizmu. W liscie do
dominikanina Thomasa Essera pisat: ,,Dzigki moim pracom filo-
zofia chrzescijanska dysponuje po raz pierwszy w historii praw-
dziwa teorig nieskonczonosci”!'.

Wspomnie¢ tu trzeba o zainteresowaniu teorig mnogosci
Cantora ze strony filozofoéw i teologdéw katolickich — kontrasto-
walo to z ignorowaniem jej 1 samego Cantora przez srodowi-
sko matematykoéw (wyjatkiem byt tu Dedekind). Prace Cantora
byly studiowane i komentowane przez neoscholastykow: wy-
mieni¢ tu trzeba C. Gutberleta, profesora filozofii, apologetyki
i dogmatyki w Fuldzie, T. Pescha i J. Hontheima, benedyktynow
z opactwa Maria-Laach w Nadrenii, wloskiego teologa I. Jei-
lera, jezuitg 1 pozniejszego kardynata J. Franzelina czy domini-
kanina Th. Essera. Cantor wstuchiwat si¢ w ich opinie i bardzo
mu zalezato na tym, by by¢ w zgodzie z oficjalng doktryna kato-
licka. W pewnym momencie wysunigto zarzut, ze teoria Cantora
moze popetia¢ btad panteizmu (potgpionego dekretem Piusa

IX z roku 1861) — Cantor wierzyl bowiem, ze pozaskonczonos¢

4 Por. J.W. Dauben, Georg Cantor. His Mathematics and Philoso-
phy of Infinite, Harvard University Press, Cambridge, Mass.—London
1979, s. 147.
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istnieje in natura naturata, a kazda proba skorelowania Bozej
nieskonczonosci z konkretna nieskonczonoscia czasowa suge-
rowala panteizm, a zatem mogta prowadzi¢ do identyfikowa-
nia nieskonczonosci aktualnej in concreto, in natura naturata
z Boza nieskonczonoscia, in natura naturans. Aby uspokoic¢
Franzelina Cantor dodat do rozréznienia migdzy nieskonczo-
noscia in natura naturans i in natura naturata dodatkowe roz-
réznienie migdzy Infinitum aeternum increatum sive Absolutum
(zarezerwowane dla Boga i Jego atrybutow) i Infinitum creatum
sive Transfinitum (egzemplifikowane na przyktad w aktualnie
nieskonczonej liczbie obiektow w uniwersum). Wyjasnienia te
zadowolily Franzelina i udzielil on dzietom Cantora pewnego
rodzaju imprimatum®.

Reakcja matematykéw na koncepcje Cantora byta — jak
powiedzieliSmy wyzej — raczej powsciagliwa. Jego gtowny
oponent Leopold Kronecker (1823—1891) byt zdecydowanie
przeciwny wprowadzaniu do matematyki tak ,,rozbuchanej”
nieskonczonosci. Proponowat, by matematyke sprowadzic¢
do liczb naturalnych, gdyz ,,Liczby calkowite stworzyt Pan
Bog, wszystko inne jest dzietem ludzkim”'® — jak to sformuto-
wal na jednym z zebran naukowych w Berlinie w roku 1886.
To prowadzito w szczego6lnosci do postulatu gloszacego, ze

15 Wigcej na temat kontaktow Cantora z teologami i filozofami kato-
lickimi zob. na przyktad w R. Murawski, G. Cantora filozofia teorii
mnogosci, ,,Studia Filozoficzne” 1984, 11-12 (9228-229), s. 75-88.
16 Die ganzen Zahlen hat der liecbe Gott gemacht, alles andere ist
Menschenwerk.
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w matematyce nalezy stosowac jedynie dowody konstruktywne
dla tez egzystencjalnych — a przeciez teoria mnogosci wraz
z niekonstruktywnym i nieefektywnym aksjomatem wyboru
pozwala na tworzenie dowodow niekonstruktywnych. Zwolen-
nikiem konstruktywizmu byt tez Henri Poincaré (1854—-1912),
ktory odrzucat w zwiazku z tym nieskonczonos¢ aktualna w ma-
tematyce zadowalajac si¢ jedynie nieskonczonos$cia potencjalna.
Skoro bowiem przedmioty matematyki sa tworzone przez umyst
poznajacy, to nie moze istnie¢ nieskonczonos¢ aktualna, gdyz
umyst nie jest w stanie skonstruowaé aktualnie nieskonczenie
wielu obiektow. W Dernieres pensées pisat: ,,Nigdy nie [na-
lezy] traci¢ z oczu tego, ze wypowiedz o nieskonczonosci musi
by¢ thumaczeniem, skroconym sformutowaniem wypowiedzi
o skonczonos$ci”.

W podobnym kierunku szty tez tezy tworcy intuicjonizmu
Luitzena Egbertusa Jana Brouwera (1881-1966). Przyjawszy
ontologiczna tezg konceptualizmu, zgodnie z ktora matematyka
jest wolna zyciowa aktywno$cia umystu, a przedmioty mate-
matyki sa konstruowane przez umyst, odrzucat zdecydowanie
nieskonczonos$¢ aktualna. Zbioér nieskonczony mozna wigc ro-
zumie¢ jedynie jako prawo czy regul¢ tworzenia wciaz nowych
jego elementoéw. Taki zbidr bedzie jednak zawsze co najwy-
zej przeliczalny. Zatem w matematyce mozna mowic jedynie
o przeliczalnej nieskonczonosci potencjalnej. To wraz z zada-
niem dowodoéw konstruktywnych tez egzystencjalnych zmie-
niato, doktadniej zubozato zdecydowanie matematyke i wymu-

szalo jej przebudowe.
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Jeszcze dalej poszli tzw. ultraintuicjonisci chcacy oprzeé
matematyke na aktualnych mozliwosciach poznawczych czto-
wieka. Wedtug nich liczby skonczone takie, jak na przyktad
10" winny by¢ traktowane podobnie jak (nieosiagalna) nie-
skonczonos¢, skoro wszystkich atomow we wszech$wiecie jest
nie wigcej niz 10%. Podejscie takie jeszcze bardziej zatem zu-
baza matematyke — cho¢ w zamian zwigksza efektywnosc i kon-
struktywno$¢ jej tez.

Wszystkie te tezy nalezy widzie¢ w kontekscie antynomii,
ktore pojawity si¢ w teorii mnogosci. Ich Zrodtem byto niepre-
cyzyjne, intuicyjne tylko, pojgcie zbioru, ktorym operowano od
Cantora. Probowano zatem zaradzi¢ sprzeczno$ciom poprzez
ograniczenie $wiata obiektow matematycznych do bardziej kon-
kretnych, konstruowalnych, blizszych dzigki intuicji. Cena, jaka
trzeba bylo za to ptaci¢, byto ograniczenie i zubozenie matematyki.

Wszelkim takim probom ograniczenia matematyki przez
»Wyrzucenie” z niej sprawiajacej ktopoty nieskonczonosci zde-
cydowanie przeciwstawit si¢ David Hilbert (1862—1943). Pisat:

To, co proponuja Weyl i Brouwer, to nic innego, jak pojscie w §lady
Kroneckera! Probuja oni uratowaé matematyke poprzez wyrzuce-
nie z niej wszystkiego, co sprawia ktopot [...]. Jesli zgodzimy si¢
na proponowane przez nich reformy, to ryzykujemy utratg wielkiej

cze$ci naszych najbardziej wartosciowych skarbow!”.

7 Por. C. Reid, Hilbert, Springer Verlag, Berlin—Heidelberg—New
York 1970, s. 155.
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Jako matematyk uwazat, ze:

Z raju, ktéry stworzyt nam Cantor, nikt nie powinien moc nas

wypedzic¢'t.

Wedle Hilberta nalezalo pokazaé, ze pojecie nieskonczo-
nos$ci aktualnej, tak potrzebne i wzbogacajace matematyke, jest
bezpieczne. Zaproponowal wigc program ugruntowania mate-
matyki klasycznej operujacej nieskonczonoscia aktualna. Pro-
gram ten miat wyraznie Kantowski charakter. Hilbert przyjat, ze
zdania o nieskonczonos$ci nic nie znacza same w sobie, nie maja
zadnej warto$ci logicznej (czyli nie sa ani prawdziwe, ani fal-
szywe), nie moga tez by¢ uzywane w zadnych autentycznych sa-
dach. Nieskonczono$¢ jest wedle Hilberta idea czystego rozumu
w sensie Kanta, tzn. jest pojeciem wewngtrznie niesprzecznym,
ktore nie ma swej realizacji w §wiecie rzeczywistym, gdyz prze-
kracza wszelkie doswiadczenie. Jest jednak pojeciem niezbed-
nym w matematyce, bo uzupetnia to, co konkretne.

Hilbert widziat zreszta caly problem w szerszej perspek-
tywie, nie tylko z punktu widzenia matematyki. Pisal w pracy
Uber das Unendliche:

[...] ostateczne wyjasnienie istoty nieskonczonosci stato si¢ ko-

nieczne nie tylko w ramach specjalnych fachowych zaintereso-

18" Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen hat, soll uns niemand
vertreiben konnen; D. Hilbert, Uber das Unendliche, ,,Mathematische
Annalen” 1926, 95, s. 170.
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wan naukowych, ale konieczne jest dla uczczenia samego umy-

stu ludzkiego®.

Program Hilberta ugruntowania matematyki klasycznej
operujacej nieskonczonoscia aktualng przewidywal rozréznie-
nie matematyki finitystycznej i matematyki infinitystycznej. Ta
pierwsza jest bezpieczna i ma solidne podstawy, poniewaz trak-
tuje o obiektach, ktore sa jasno i bezposrednio dane, ta druga
wymaga nowych podstaw. W tej pierwszej mamy do czynie-
nia ze zdaniami realnymi, ktore sa w petni sensowne, gdyz od-
woluja si¢ do obiektow konkretnych. Ta druga zawiera zdania
idealne odwotujace si¢ do obiektow nieskonczonych. Hilbert
byl przekonany, ze obiekty i metody infinitystyczne odgrywaja
w matematyce rol¢ pomocnicza, sa narzedziem pozwalajacym
rozszerza¢ i rozwija¢ system prawd realnych. Dzigki nim mo-
zemy w szczeg6lnosci budowac tatwiejsze, krotsze i bardziej
eleganckie dowody. Uwazatl przy tym, ze niesprzecznosc¢ jest
wystarczajacym warunkiem istnienia.

Matematyke infinistyczna nalezalo zatem ugruntowaé
i usprawiedliwi¢ za pomoca narzedzi finitystycznych, wykorzy-
stujac narzedzia stworzonej przez niego teorii dowodu. W tym
celu nalezato cala matematyke klasyczna zrekonstruowac jako

duzy, szczegétowo opisany system sformalizowany, a nastgpnie,

19 1...] die endgiiltige Aufklarung tiber das Wesen des Unendlichen
weit Uber den Bereich spezieller fachwissenschaftlicher Interessen
vielmehr zur Ehre des menschlichen Verstandes selbst notwendig ge-
worden ist; tamze, s. 163

¥1L0Z * A1]|@neN m auzd>yozoji4 elusiupebez

31



Zagadnienia Filozoficzne w Nauce | LV « 2014

Roman Murawski

abstrahujac od tresci aksjomatow i regut dowodzenia, a biorac
pod uwage jedynie ksztalt napisow — a wigc obiektow konkret-
nych i skonczonych — wykazac, ze taki system jest niesprzeczny.
W ten sposob kontrowersyjne pojgcie nieskonczonosci aktualnej
zostanie dobrze ugruntowane i usprawiedliwione.

Poczatkowo Hilbert i jego uczniowie uzyskiwali sukcesy
w realizacji tego programu. Niestety wyniki Kurta Godla (1906—
1978), tzn. jego twierdzenia o niezupetosci, pokazaly, ze pro-
gramu Hilberta nie da si¢ zrealizowa¢ w jego oryginalnej po-
staci. Nie mozna bowiem za pomoca stabych (w tym wypadku
skonczonych, finitystycznych) srodkéw wykazaé niesprzeczno-
$ci, a wigc ugruntowac¢ matematyki operujacej nieskonczono-
$cia aktualng. Tak wigc redukcjonistyczny pomyst Hilberta nie
moze by¢ przeprowadzony. Dalsze badania pokazatly jednak, ze
mozna go zrealizowac czg§ciowo, tzn. spore fragmenty matema-
tyki klasycznej, wigcej nawet, fragmenty — z punktu widzenia
»~hormalnej”, nieskazonej dociekaniami logicznymi matematyki

— zadowalajaco duze, moga zosta¢ finitystycznie ugruntowane.

Przedstawili$my zarys rozwoju pojgcia nieskonczonosci w ma-
tematyce i zmagania z nim matematykow. Jaka jest dzi§ sytu-
acja? Do czego doprowadzily te wysitki? Czy udato sig ,,ujarz-
mi¢” nieskonczono$¢?

Nieskonczonos¢ jest w matematyce klasycznej zadomo-

wiona, trudno wyobrazi¢ sobie matematyke bez nieskonczono-
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$ci aktualnej, ktorej wymaga juz chocby definicja/konstrukcja
tak fundamentalnego pojegcia, jak pojgcie liczby rzeczywiste;j.
Oczywiscie sa kierunki, ktore kosztem ograniczenia i zubozenia
matematyki rezygnuja z nieskonczonosci aktualnej i zadowalaja
si¢ (co najwyzej) nieskonczonos$cig potencjalng. Stanowia one
jednak margines gldwnego nurtu matematyki. Z drugiej strony
nie ma zadowalajacej wszystkich zainteresowanych filozoficz-
nej koncepcji nieskonczonosci w matematyce, niemozliwe zdaje
si¢ pelne wyjasnienie i zrozumienie natury nieskonczonos$ci na
gruncie filozofii matematyki. Nie przeszkadza to jednak w ko-
rzystaniu z niej i odwotywaniu si¢ do niej przez matematykow.
Na czym zatem opieraja sig¢ oni? Ot6z podstawa jest tu aksjo-
matyczna teoria mnogo$ci. Wobec antynomii, na ktore uwage
zwrocit juz Cantor i ktore staral si¢ eliminowac, probowano
ugruntowac teori¢ zbiorow za pomoca metody aksjomatyczne;.
Pierwszy system aksjomatow zaproponowal w roku 1908 Ernst
Zermelo (1871-1953),rozbudowano go pdzniej przez dotacze-
nie kilku dodatkowych aksjomatow (Abraham Fraenkel, Tho-
ralf Skolem). Dzi$ system ten jest najszerzej akceptowany i uzy-
wany — nazywa si¢ go systemem Zermela-Fraenkla i oznacza
jako ZF lub ZFC, gdy dotacza si¢ don aksjomat wyboru. Mozna
wigc powiedzieé, ze system ZF(C) jest w tej chwili standardowa
matematyczna teoria nieskonczonosci.

Sytuacja nie jest jednak tak prosta, gdyz obok ZF ist-
nieja tez inne, rownie uprawnione i uzasadnione systemy ak-
sjomatyczne teorii mnogosci, czyli inne aksjomatyczne ujg-

cia nieskonczono$ci. Mamy zatem w szczegdlnosci systemy
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von Neumanna-Gddla-Bernaysa i Kelley’a-Morse’a, w kto-
rych odréznia si¢ klasy i zbiory, system Ackermanna, system
semizbioréw Vopénki, w ktorym rozrdznia si¢ klasy, zbiory
i tzw. semizbiory, czyli podklasy zbioréw niebgdace zbiorami,
tzw. alternatywna teori¢ mnogosci Vopénki, podobna do teorii
semizbioréw, ale majaca wiele wspolnego z analiza niestandar-
dowa Robinsona i z ideami ultraintuicjonistow, systemy oparte
na teorii typow, systemy Quine’a, ktore probuja taczy¢ Russella
idee typizacji wyrazen i Zermela idee ograniczania rozmiaru.
Kazdy z tych systemow ma swoje zalety i wady. Dla przyktadu:
alternatywna teoria mnogosci pozwala inaczej — w duchu Leib-
niza — ugruntowac rachunek rézniczkowy i catkowy, w niekto-
rych przypadkach pozwala rozwiaza¢ problemy otwarte®, sys-
temy Quine’a odwotuja si¢ do typow, co jest dla matematyka
czyms obcym, ale za to jest ostatnio uzywane w programowaniu.

Wszystkie te systemy sa — zgodnie z twierdzeniami Godla
o niezupelnos$ci — niezupetne, tzn. istnieja w nich zdania nieroz-
strzygalne oraz nie mamy i nigdy mie¢ nie bgdziemy absolut-
nych dowodow ich niesprzecznosci. Zatem niemozliwe wydaje
si¢ pelne zrozumienie natury nieskonczonosci za pomoca narzeg-
dzi matematycznych. Nie wiemy tez, czy systemy teorii mnogo-
$ci sa bezpieczne (z logicznego punktu widzenia). Zatem prak-
tyczne przekonanie o ich niesprzecznos$ci bazowac musi na tym,

ze dotad Zadnej niesprzecznosci w nich nie znaleziono, a jesli

2 Wigcej na temat alternatywnej teorii mnogosci i jej filozofii — por.
Vopénka (1983) oraz Murawski (2002), 138—-141.
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znaleziono, to potrafiono ja wyeliminowac¢. Pozostaje wigc tylko
wiara w niesprzeczno$¢, a niesprzeczno$¢ to przeciez podsta-
wowa cecha i fundamentalny wymdg w stosunku do kazdej teorii.

Znamy konkretne zdania nierozstrzygalne na przyktad dla
systemu Zermela-Fraenkla — sa nimi w szczegolnosci aksjomat
wyboru i (uogdlniona) hipoteza kontinuum. Mozna wigc méwic
o teorii ZF z/bez aksjomatu wyboru i z/bez hipotezy kontinuum.
Wszystkie te wersje sa w sobie niesprzeczne, cho¢ wzajemnie
sprzeczne. Sa zatem dobrymi teoriami nieskonczonosci, ale r6z-
nymi i niezgodnymi z soba. A zatem mozliwych jest wiele r6z-
nych teorii nieskonczonosci. Ktora z nich wybra¢ w matema-
tyce? Jakie wlasnosci przypisac nieskonczonosci? Jaki jest wigc
$wiat matematyki?

Przy okazji badan nad hipoteza kontinuum pojawita si¢ (juz
u Godla) idea wzbogacenia aksjomatow teorii mnogosci o nowe
aksjomaty nieskonczonosci postulujace istnienie duzych liczb
kardynalnych, a zatem duzych nieskonczonosci. Mamy zatem
aksjomaty postulujace istnienie liczb kardynalnych nieosiagal-
nych, liczb Mabhlo, liczb mierzalnych, zwartych, superzwartych
itd. Nalezy jednak zapytac, na jakiej podstawie mozemy przyj-
mowac takie duze nieskonczonosci i czy pomoga one rozstrzy-
gna¢ hipotez¢ kontinuum dotyczaca zreszta dwoch nieskon-
czono$ci najnizej stojacych w hierarchii. Godel sugerowal, ze
nalezy odwota¢ si¢ do intuicji matematycznej — nie sprecyzo-
wat jednak, czym ona w istocie jest. Inni, na przyktad A. Kana-
mori i M. Magidor moéwia o zasadach ,.teologicznych” czy ra-
cjach czysto formalnych. Jesli chodzi o druga kwestig, to zaden
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z rozwazanych dotad aksjomatoéw duzych nieskonczonosci nie
pozwolit rozstrzygna¢ hipotezy kontinuum, z ktéra zmagal sig
przeciez juz sam Cantor.

Dzigki teorii mnogosci (niezaleznie od tego, ze mozliwe sa
rozne jej ujgcia) matematyka dysponuje matematycznym, nieza-
leznym od filozofii pojeciem nieskonczonosci, ktéore mozna ba-
da¢ metodami matematycznymi, a wigc $cisle; wiemy doktad-
nie, co wiemy i czego nie wiemy o nieskonczonos$ci (aktualnej)
i co zalezy oraz jak zalezy od nieskonczonosci. Nieskonczonosé
przestata wigc by¢ pojeciem ,,podejrzanym”, ma swoje stabilne
miejsce w matematyce, a matematyka — wymagajaca nieskon-
czono$ci aktualnej — uzyskata bazg i podstawy — cho¢ niejedno-
znaczne. Teoria mnogosci jako teoria nieskonczonosci stata si¢
baza, podstawa i $wiatem matematyki.

Nieskonczonos¢ jest w matematyce niezbedna — stusznie
wigc matematycy, w szczegdlnosci Hilbert, jej bronili. Co wig-
cej, nieskonczono$¢ jest potrzebna takze w tych czg$ciach ma-
tematyki, ktore traktuja o obiektach skonczonych, na przyktad
w teorii liczb zajmujacej si¢ wlasnosciami liczb naturalnych
0, 1, 2, 3, ...Pokazuja to wyraznie wyniki Parisa-Kirby’ego-Har-
ringtona podajace przyktady prawdziwych wlasnosci liczb natu-
ralnych, ktoérych nie mozna wykazaé¢ w systemie aksjomatycz-
nym arytmetyki, a ktére mozna udowodni¢ uzywajac pewnych
srodkow teorii mnogosci, czyli dopuszczajac pewna formeg nie-
skonczono$ci. Innymi slowy: co najmniej pierwszy stopien
pozaskonczonosci w teorii mnogosci Cantora jest konieczny dla

matematyki (doktadniej: kombinatoryki) skonczone;.
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Dodajmy jeszcze, ze w teorii mnogosci definiuje si¢ zazwy-
czaj skonczono$¢ poprzez nieskonczonosc, tzn. powiada sig, ze
zbidr jest skonczony, jesli nie jest nieskonczony. Okazuje sig, ze
mozna tez probowa¢ definiowac skonczonos¢ wprost, ale wtedy
mozliwe sa rozne definicje, ktore sa rownowazne jedynie przy
zatozeniu aksjomatu wyboru, ktéry sam jest kontrowersyjny
oraz niesprzeczny i niezalezny od ogolnie akceptowanego kor-
pusu aksjomatdéw teorii mnogosci.

Dalej wigc chyba aktualne sa stowa Hilberta z jego pracy
Uber das Unendliche:

Nieskonczono$¢, tak jak zadne inne pytanie, od dawna bardzo
gleboko poruszata umyst ludzki; nieskonczonosc, jak zadna inna
idea, oddziatywata tak pobudzajaco i owocnie na umyst; nieskon-

czono$¢ jednakze, jak zadne inne pojgcie, wymaga wyjasnienia®'.

Wobec za$ braku definitywnych rozstrzygnig¢ wielu kwestii
dotyczacych nieskonczono$ci, pozostaje podzieli¢ opini¢ Paula

J. Cohena, ktory w pracy The Discovery of Forcing powiada:

Jedyna rzeczywisto$cia, ktora naprawde¢ pojmujemy jest rzeczy-

wisto$¢ naszego doswiadczenia. Mamy jednak cudowna zdolnos¢

2 Das Unendliche hat wie keine andere Frage von jeher so tief das
Gemiit der Menschen bewegt; das Unendliche hat wie kaum eine an-
dere Idee auf den Verstand so anregend und fruchtbar gewirkt; das
Unendliche ist aber auch wie kein anderer Begriff so der Aufklirung
bediirftig; D. Hilbert, Uber das Unendliche, dz. cyt., s. 163.
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do ekstrapolacji. Prawa nieskonczonos$ci sa ekstrapolacjami na-
szego doswiadczenia ze skonczonoscia. Jesli jest co$ nieskon-
czonego, to by¢ moze to wlasnie dzigki cudownej intuicji, ktora
posiadamy, jestesmy w stanie wyczué, ktore aksjomaty beda pro-
wadzi¢ do niesprzecznego i pigknego systemu, takiego jak nasza

wspolczesna teoria mnogosci’.

I dodaje:

Dla mnie to [wlasnie] estetyka moze peini¢ bardzo dobrze rolg
ostatecznego arbitra. Zgadzam si¢ z Hilbertem, ze Cantor stwo-
rzyt dla nas raj. Mysle, ze dla Hilberta byt to raj, gdyz sprawiat,
ze matematyka, ktora kochat, znajduje si¢ poza wszelka krytyka,
dawat jej podstawg, ktora wytrzymywata wszelka krytyke. Dla
mnie jest to raczej raj pigknych wynikéw, ktére w ostateczno-
Sci dotycza tylko skonczonosci, ale zyja w nieskonczonos$ci na-

szych umystow?.

22 The only reality we truly comprehend is that of our own experi-
ence. But we have a wonderful ability to extrapolate. The laws of the
infinite are extrapolations of our experience with the finite. If there is
something infinite, perhaps it is the wonderful intuition we have which
allow us to sense what axioms will lead to a consistent and beautiful
system as our contemporary set theory; P.J. Cohen, The discovery of
forcing, ,,Rocky Mountain Journal of Mathematics” 2002, 32, s. 1099
2 For me, it is the aesthetics which may very well be the final arbiter.
I agree with Hilbert that Cantor created a paradise for us. For Hilbert,
I think it was a paradise because it put the mathematics he loved beyond
all criticism, gave it a foundation that would withstand all criticism. For
me, it is rather a paradise of beautiful results, in the end only dealing
with the finite but living in the infinity of our own minds; tamze, s. 1100
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