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Uprawianie filozofii wiaze si¢ z konieczno$cig podjecia reflek-
sji o charakterze metodologicznym. W wypadku filozofii matematyki
szczegllnie istotne jest zagadnienie relacji migdzy analizami filozo-
ficznymi a wynikami technicznymi. W niniejszym eseju chcialbym
poczyni¢ kilka uwag dotyczacych metody uprawiania filozofii mate-
matyki w kontekscie tych wtasnie zaleznosci.

1. KILKA UWAG HISTORYCZNYCH

Truizmem jest stwierdzenie, ze matematyka w calej swej historii
budzita zainteresowanie filozoféw i stanowifa inspiracje dla podejmo-
wania analiz filozoficznych. Wiedza matematyczna stanowila swoisty
ideal wiedzy pewnej i niewzruszonej; mozna wskaza¢ przykiady filo-
zoféw, ktérzy jednocze$nie byli czynnymi matematykami (np. Karte-
zjusz czy Leibniz). Wazne pytania filozoficzne maja swoje odpowied-
niki w postaci pytai dotyczacych filozofii matematyki. Pytania meta-
fizyczne dotyczace istnienia i natury obiektéw abstrakcyjnych, pytania
epistemologiczne dotyczace dostepu poznawczego do tych obiektéw,
pytania dotyczace roli systemdéw poje¢ w racjonalnym opisie Swiata
mogg by¢ sformutowane w jasny sposéb wiasnie na przyktadzie mate-
matyki. Mozna wigc powiedzied, ze dyskusja dotyczaca filozofii ma-
tematyki wyrasta z gléwnego nurtu filozofii, jednocze$nie go wzboga-
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cajac. Od powstania matematyki w jej wspotczesnym ksztalcie, dysku-
sja ta jest szczegOlnie intensywna. W tym eseju skupiam wiec swoja
uwage wlasnie na (szerzej rozumianych) czasach wspélczesnych i spe-
cyfice wspélczesnej filozofii matematyki.

Trudno jest wskazaé¢ konkretny moment jako moment narodzin
matematyki wspdlczesnej, a jaka$ prace jako manifest zalozycielski.
Trzeba jednak podkresli¢ role Cantora, ktéry pod koniec XIX wieku
stworzyl nowa teori¢ — teori¢ mnogosci (czyli teori¢ zbioréw). Prze-
fomowos$¢ ujecia Cantora nie polegala na zastosowaniu niezwyktych
i nowatorskich technicznych ,,fajerwerkéw” — klasyczne wyniki Eu-
lera, Gaussa, Riemanna tez wymagaly uzycia zaawansowanego apa-
ratu matematycznego i ogromnej pomystowosci. Mozna jednak po-
wiedzied, ze klasyczne prace matematyczne dotyczyly zazwyczaj kon-
kretnych zagadniefi — liczb naturalnych, konkretnych funkcji, figur
geometrycznych czy rozmaitosci. Cantor natomiast méwil o zbiorach
jako takich, traktowanych niejako abstrakcyjnie, bez uwzgledniania
natury elementéw sktadajacych si¢ na te zbiory. W miejsce zbioréw
liczb czy funkcji pojawity sie zbiory ,,w ogéle”, traktowane jako naj-
ogo6lniejszy typ przedmiotu matematycznego. Operacje dokonywane
na zbiorach (takie jak np. sumowanie, tworzenie pary zbioréw czy
zbioru potegowego, tworzenie nowych zbioréw na mocy aksjomatu za-
stgpowania czy wyrdzniania) nie zalezaly — w ujeciu Cantora — od
natury ich elementéw. Teoria mnogosci (ostatecznie sformalizowana
przez Zermelo i Fraenkla) okazata si¢ teorig na tyle silng i ogélng, ze
daje si¢ w niej interpretowaé w zasadzie wszystkie pojecia matema-
tyczne (czyli — swobodnie méwigc — zrekonstruowac calg matema-
tyke)'. Ogélne, abstrakcyjne ujecie Cantora okazalo sie wiec bardzo
owocne. Oczywisty juz dzisiaj sposéb uprawiania matematyki, w ra-

'Mé6wigc o interpretowaniu poje¢ matematycznych w teorii mnogosci mam na
myS§li to, ze np. relacj¢ definiuje si¢ jako zbiér par uporzadkowanych, funkcje jako
pewnego typu relacje, liczby naturalne mozna zdefiniowac jako skoniczone liczby po-
rzadkowe, liczby catkowite jako zbidr klas abstrakcji erc. Kazde pojecie matematyczne
mozna wigc zdefiniowaé w systemie pojec teorii mnogosci — czyli zinterpretowad
w teorii mnogo$ci. Odrebnym problemem (ktérego tutaj nie bede podejmowat) jest
to, jakie implikacje ma fakt istnienia takich rekonstrukcji dla dyskusji ontologicznej.
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mach ktérego badane sg nie tylko konkretne obiekty matematyczne
(konkretne grupy, rozmaitosci, przestrzenie funkcyjne, réwnania réz-
niczkowe etc.), ale takze struktury o bardzo ogdlnym charakterze, za-
wdzieczamy w duzym stopniu wlasnie Cantorowi’. Zmiana w sposobie
uprawiania matematyki spowodowala oczywiscie zmian¢ w spojrzeniu
na natur¢ matematyki i na postrzeganie zwigzanych z nig probleméw
natury filozoficznej i metodologicznej. Jednym z nich jest w szcze-
g6lnosci problem ustalenia standardéw matematycznej argumentacji.
Jest rzeczg uderzajaca, i niewatpliwie wyrdzniajacag matematyke to, ze
matematycy potrafig si¢ doskonale porozumiewac, pomimo wszelkich
réznic w Swiatopogladzie filozoficznym — i Ze w zasadzie nie ma roz-
bieznosci stanowisk dotyczacych tego, czy dany dowdd matematyczny
jest poprawny. Jednak w pierwszych latach XX wieku nie bylo petnej
zgody co do prawomocnosci pewnych — dzi§ juz powszechnie stoso-
wanych — metod dowodowych w matematyce. Réznice zdarn dotyczyly
przede wszystkim stosowania metod niekonstruktywnych (mam tu na
mysli tzw. niekonstruktywne dowody istnienia)®. Pewna cze$¢ matema-
tykéw uwazata, ze aby udowodni¢ istnienie obiektu matematycznego
nalezy explicite poda¢ metode jego konstrukcji, za§ nowe ujecie uzna-
wala za nieprawomocne. Spory te budzily nieraz silne emocje (Kro-
necker — zwolennik ograniczania metod matematycznych do czysto
arytmetycznych — miat podobno nazwaé Cantora ,,deprawatorem mto-
dziezy”). Gordan, kiedy ujrzat podane przez Hilberta niekonstruktyw-

2QOczywiscie to stwierdzenie, jak kazde stwierdzenie ogélne o charakterze histo-
rycznym jest pewnym uproszczeniem. Juz wczesniej znane byly np. wyniki Galois
czy Abela, ktére mialy charakter wysoce abstrakcyjny w poréwnaniu np. z rozwa-
zaniami dotyczacymi liczb naturalnych, konkretnych krzywych czy rozktadu funkcji
w szereg. Nie twierdz¢ wiec, ze to dopiero Cantor wprowadzil do matematyki roz-
wazania ,abstrakcyjne” — niemniej jednak z pewnoScig nie sposéb przecenié jego
wplywu na ksztaltowanie si¢ wspélczesnego sposobu uprawiania matematyki.

3Przyktadem takiego niekonstruktywnego dowodu jest dowdd twierdzenia, ze ist-
niejg liczby niewymierne a, b takie, ze a® jest liczba wymierna. Bowiem albo liczby
a = b = V2 spehiaja ten warunek (co koriczy dow6d), albo nie. Jednak w tym drugim

\/—
wypadku wystarczy polozyé a = V2 2, za§ b = V2. W tej sytuacji a” = 2. Wiemy

zatem, ze przynajmniej jedna z par liczb (V2, V2) oraz (\/5‘5, V2) spetnia warunek,
ale nie wiemy ktora.
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nie rozwiazanie swojego problemu miat podobno powiedziec: ,,To nie
matematyka, lecz teologia!”. Problem ten miat szczegdlnie klarowng
posta¢ w wypadku pewnika wyboru, ktéry ma catkowicie niekonstruk-
tywny charakter. Postuluje on istnienie pewnego zbioru, nie méwiac
nic na temat sposobu jego konstrukcji*. Wokét pewnika wyboru to-
czyla si¢ zywa dyskusja; obecnie ma ona jedynie wymiar historyczny,
gdyz pewnik wyboru przyjmowany jest w matematyce bez zastrzezen.
Warto jednak o tej dyskusji pamietad.

Mozna zastanawiaé si¢ nad tym, czy dyskusja dotyczaca standar-
déw matematycznej argumentacji miala charakter stricte filozoficzny,
czy tez czysto praktyczny, dotyczacy ustalenia ogélnie akceptowalnych
regul uprawiania matematyki. W takim ujeciu — moéwiac nieco zar-
tobliwie — bytaby ona czym$ w rodzaju dyskusji na temat ustalenia
wygodnych zasad ruchu drogowego. Twierdzenie, ze wszyscy matema-
tycy owych czaséw interesowali si¢ kwestiami filozoficznymi jest bez
watpienia falszywe, nawet jesli ograniczymy sie tylko do badaczy bio-
racych udzial w dyskusji na tematy dotyczace podstaw matematyki-.
Niemniej jednak, nawet najbardziej antyfilozoficznie usposobiony ob-
serwator musi przyznaé, ze filozoficzna sktadowa tego sporu nie byta
zerowa, za$ dyskutanci nierzadko odwolywali si¢ do argumentéw, ktére
mozna $mialo nazwaé argumentami filozoficznymi®.

“Pewnik wyboru stwierdza, ze dla dowolnej rodziny zbioréw A, istnieje taki zbi6r
S (tzw. selektor), ktéry z kazdym ze zbioréw nalezacych do rodziny A ma dokladnie
jeden element wspdlny. O obiektach, ktérych istnienie dowodzi si¢ na podstawie
tego aksjomatu czgsto wiadomo tylko tyle, ze istnieja, nie wiadomo natomiast ,,jak
wygladaja”. O niemierzalnym podzbiorze A C [0, 1] (ktérego istnienie dowodzimy
odwolujac si¢ do pewnika wyboru) nie wiadomo, czy do niego nalezy np. liczba %

3Jako filozof wolatbym oczywiscie napisaé, ze filozofia byta wéwczas w centrum
uwagi matematykow, 1 z nostalgia méwié o starych, dobrych czasach...

®Na przyktad Cantor w swojej argumentacji na rzecz realizmu matematycznego
i realistycznego traktowania zbioréw aktualnie nieskoniczonych odwotywal si¢ wrecz
do argumentéw natury teologicznej. Do inspiracji filozoficznych jawnie przyznawatl
si¢ Godel, twierdzac, ze to jego realistyczny $wiatopoglad umozliwit mu swobodne
poslugiwanie si¢ metodami pewnego typu.
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2. PRAKTYKA MATEMATYCZNA A FILOZOFIA MATEMATYKI

Dzi$ spory tego typu nalezg do przesztosci, za$§ paradygmat upra-
wiania matematyki jest w zasadzie ustalony’. Zapewne wiekszo§é
matematykéw uwaza, iz filozofia w zasadzie nie ma nic wspdlnego
z prawdziwg matematyka. ,,Pracujacy matematyk™ najcz¢Sciej nie in-
teresuje si¢ sporami filozoficznymi dotyczacymi jego dziedziny i wy-
niki tych sporéw nie majg znaczenia dla jego codziennej pracy. Roz-
wazania dotyczace ontologicznego statusu obiektéw abstrakcyjnych,
matematycznosci przyrody, Zrédet poznania matematycznego uzna —
w najlepszym wypadku — za problem ciekawy sam w sobie, ale nie
majacy zadnego praktycznego znaczenia dla jego dyscypliny. W naj-
gorszym wypadku — uzna je za pytania Zle postawione, za$ ich ana-
liz¢ za nudziarstwo czy po prostu za przelewanie z pustego w prozne
(a méwigc dosadnie: za pseudointelektualny betkot). Davis i Hersh
podaja przyktad rozmowy z Idealnym Matematykiem, ktéry stwierdza
,,Nie jestem filozofem, filozofia mnie nudzi. Rozwazania i rozwazania,
ktére do niczego nie prowadza. Moje zadanie polega na dowodzeniu
twierdzeri, a nie na martwieniu si¢, co one znaczg.” [Davies, Hersh
1994, 45]. Oczywiscie, dialog jest fikcyjny, ale wydaje si¢, ze sta-
nowisko Idealnego Matematyka jest reprezentatywne dla duzej grupy
matematykow.

Wsréd matematykéw w zasadzie panuje zgoda co do tego, ktdre
dowody matematyczne sg poprawne, a ktére nie — za$§ fakt, ze
do udowodnienia pewnego twierdzenia uzywamy np. pewnika wy-
boru (wzbudzajacego swego czasu kontrowersje) zazwyczaj nawet
nie jest odnotowywany jako godny uwagi®. Uprawianie matematyki

"Niekiedy méwi sie, ze nadchodzi czas nowego stylu uprawiania matematyki —
poprzez obrazy, dynamiczne struktury efc. Tezy tego typu sg jednak na ogét na tyle
mgliscie sformulowane, ze trudno podja¢ z nimi dyskusje. Czy sposob uprawiania
matematyki si¢ faktycznie zmieni, pokaze czas.

8W jednym ze skryptéw widzialem przypis: ,,Aby udowodnié to twierdzenie, po-
trzebny jest pewnik wyboru.... I co z tego?”. ,,Prawdziwy matematyk™ nie interesuje
si¢ tym; emocjonuje si¢ tym (co najwyzej) logik czy specjalista z zakresu podstaw
matematyki.
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nie wiaze si¢ z zajeciem jakiegokolwiek stanowiska filozoficznego®.
Matematyk-teoretyk, na pytanie, czy badanie przez niego np. torusy
256-wymiarowe i ich grupy podstawowe istniejg naprawde, zapewne
wzruszy ramionami (a jesli bedzie w filozoficznym nastroju, odpowie
zapewne, ze termin ,,istnienie” nalezy rozumieé w stosownym we-
wnatrzmatematycznym sensie — np. jako brak sprzecznosci — nie
whnikajac jednak w dalsze szczegdly). Specjalista z zakresu matema-
tyki stosowanej tworzy modele i dba o to, aby byly uzyteczne i ope-
ratywne — nie zastanawia si¢ jednak nad tajemniczo$cig faktu, ze oto
wiedza dotyczaca ,.krélestwa abstraktéw” stosuje sie do opisu gietdy
czy danej populacji biologicznej. Bardziej obchodzi go to, czy rze-
czywiscie jego model dobrze opisuje dane zjawisko, a nie pytanie,
dlaczego tak si¢ dzieje (dlaczego — moéwigc ogdlnie — przyroda jest
matematyczna, czy tez raczej ,,matematyzowalna”). Oczywiscie, kazdy
badacz w dowolnej dziedzinie (czy to bedzie fizyka, geologia, psy-
chologia czy matematyka) ma — mniej lub bardziej wyraZnie sprecy-
zowane — przekonania dotyczace filozoficznego i metodologicznego
statusu swej dziedziny, czg¢sto jednak ogranicza si¢ do stwierdzenia
typu ,,przyjmuje po prostu pewne zalozenia, tworz¢ pewne modele
— najwazniejsze, ze te modele dzialajg”’. Najczesciej badacze kon-
centrujg si¢ na samym przedmiocie badaf, nie wnikajagc w kwestie
fundamentalne!®. Dieudonne pisze, iz ,,w zasadzie wierzymy w rze-
czywisto§¢ matematyki, ale rzecz jasna, ze kiedy filozofowie atakuja
nas swoimi paradoksami, to pospiesznie zastaniamy si¢ formalizmem
i méwimy ‘matematyka jest tylko kombinacjg symboli pozbawionych
znaczenia’, po czym wykladamy pierwszy i drugi rozdzial teorii mno-

°Tu mdglby oburzyé sie reprezentant matematyki intuicjonistycznej, twierdzac
(stusznie!), ze matematyka intuicjonistyczna wyrasta z pewnej wizji filozoficzne;j.
Nalezy jednak zauwazy¢, ze takze matematyke intuicjonistyczng mozna uprawia¢ nie
zajmujac zadnego stanowiska filozoficznego — podobnie, jak matematyke klasyczng
mozna uprawiaé¢ zaréwno bedac realista, jak i formalista.

0Trudno si¢ temu dziwié, ani tym bardziej zadaé, aby elektronik zamiast pro-
jektowaé telewizor popadat w zadume nad tajemniczym $wiatem kwantéw, a lekarz
wstrzymal si¢ od postawienia diagnozy, powotujac si¢ np. na krytyke Hume’a zasady
przyczynowosci.
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gosci. W koiicu zostawiajg nas w spokoju, a wéwczas wracamy do
naszej matematyki i robimy to, co robiliSmy zawsze, z poczuciem,
ktére ma kazdy matematyk, ze pracujemy nad czyms$ rzeczywistym.”
(cytat za [Davies, Hersh 1994, 281]). Prawdopodobnie najbardziej na-
turalng postawa filozoficzng matematyka jest realizm, zarazem jednak
matematycy niech¢tnie angazujg si¢ w dyskusje filozoficzne, ktérych
celem miataby by¢ obrona akurat takiego stanowiska'!. Matematyk,
jesli juz decyduje sie zabra¢ gtos w dyskusjach filozoficznych, to naj-
czgSciej jego wypowiedzi majg charakter ogdlnej refleksji dotycza-
cej pickna i glgbi matematyki — glebokich zwigzkéw miedzy po-
szczegllnymi dziatami matematyki, faktu, ze matematycy potrafig si¢
porozumie¢ pomimo wszelkich mozliwych réznic, czy wreszcie ta-
jemniczoS$ci faktu, ze twory matematycznego umystu okazujg si¢ tak
pomocne w opisie §wiata fizycznego. Mozna powiedzieé, ze wypo-
wiedzi te ,,biorg si¢ ze zdziwienia” — zdziwienia faktem, ze w ogdle
Swiat daje si¢ opisywaé z uzyciem metod matematycznych, zdziwie-
nia swoistg jedno$cia metod matematycznych, zdziwienia faktem, ze
matematycy majg (cz¢sto) poczucie odkrywania pewnej obiektywnej
rzeczywistosci, ktéra — by¢é moze — opisuje fundamentalne cechy
rzeczywistosci fizycznej'?. Rzadko jednak (jako matematycy) zabie-
rajg glos w bardziej szczegétowych kwestiach filozoficznych, odda-
jac tu glos filozofom. Dyskusje dotyczace np. ontycznych relacji mie-
dzy obiektami matematycznymi, a innymi bytami abstrakcyjnymi bedg
sktonni uznac za strat¢ czasu. Czy znaczy to, ze — obrazowo mdwigc
— matematyka i filozofia matematyki podrézujg w przeciwnych kie-
runkach?

W literaturze pojawia si¢ okreslenie ,,niedzielny formalista” — kto§, kto oficjalnie
zajmuje stanowisko formalistyczne, gdyz wydaje mu si¢ ono filozoficznie najmnie;j
ktopotliwe, natomiast w codziennej pracy przyjmuje robocze stanowisko matematycz-
nego realizmu.

12Natrafifem kiedy$ na obrazowe poréwnanie: fizyk docierajac do pewnego funda-
mentalnego problemu ma wrazenie, ze matematyk byl tam juz wczesniej.
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3. ROZEJSCIE SIE DROG METAMATEMATYKI I FILOZOFII

Koniec XIX i poczatek XX wieku — to okres burzliwego rozwoju
metod formalnych i narodzin wspéiczesnej logiki. Teoria mnogosci
stata si¢ teorig formalng, dostatecznie silng, aby sformalizowad prak-
tycznie cala matematyke, a jednoczesnie skodyfikowana w precyzyjny
sposéb — tak ze sama mogla sta¢ si¢ przedmiotem badan metamate-
matycznych (podobnie jak arytmetyka liczb naturalnych, sformalizo-
wana przez Peano). Mialo to istotne znaczenie dla badan w zakresie
podstaw matematyki, tj. tej dyscypliny wiedzy, ktéra stara si¢ usta-
li¢ zesp6t podstawowych prawd matematycznych, rozwigza¢ problem
ujecia matematyki w odpowiednie ramy formalne i znalezienia funda-
mentalnego systemu poje¢ matematycznych, ustalenia dopuszczalnych
regut wnioskowania i okreSlenia zatozenh metodologicznych.

Dzigki formalizacji teorii mnogos$ci i rozwojowi logiki formalnej
og6lne debaty dotyczgce podstaw matematyki, toczone w pierwszych
latach XX wieku, zaczety stopniowo ustepowaé miejsca badaniom me-
tamatematycznym o stricte technicznym charakterze. Np. miejsce py-
tai o prawdziwo$¢ aksjomatéw teorii mnogosci zajely pytania doty-
czace relatywnej niesprzecznosci rozszerzei teorii mnogosci'3. W za-
sadzie zaden matematyk ,,w pracy” nie zapyta juz dzi$ o to, czy hipo-
teza kontinuum jest tak naprawde¢ falszywa, czy prawdziwa — Swia-
dom faktu, ze jest to zdanie niezalezne od ZFC i ze dopuszczalna jest
niemal kazda warto§¢ kontinuum'#. Nie pytamy juz dzi§ o to, jaka jest
prawdziwa natura uniwersum mnogos$ciowego, badacze zajmujq si¢ na-
tomiast konstruowaniem wyrafinowanych technicznie modeli dla teorii
mnogoSci. Samo pojecie prawdy matematycznej zostato sprowadzone

13Nie wnikajac w szczeg6ly, badania dotyczace relatywnej niesprzecznosci zajmuja
si¢ problemami typu: ,,Czy teoria 7™ jest niesprzeczna, przy zatozeniu niesprzecznosci
teorii 77”. Najczesciej chodzi tu o problem, czy dodatnie jakiego$ zdania do teorii
T (o ktérej zakladamy, ze jest niesprzeczna) nie popsuje nam tej niesprzecznosci.

4Moéwiac, ze dopuszczalne sg rézne wartosci kontinuum, mam na mysli fakt, ze
np. zdania ,,c = N;” czy ,,c = Niz345” s relatywnie niesprzeczne z ZFC: jesli ZFC
jest teoria niesprzeczng, to niesprzeczne sg takze teorie ZFC + ,,c = N, oraz ZFC +
€ = Ni23as”
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do pojecia czysto technicznego (logicy méwia o spelnialnosci w mo-
delu, a nie o prawdziwosci simpliciter). Zaden logik nie stawia pytan
dotyczacych ontycznej natury liczb naturalnych, prowadzi natomiast
techniczne badania dotyczace metamatematycznych wiasnosci arytme-
tyki (np. badania dotyczace modeli dla arytmetyki albo teoriodowodo-
wych relacji miedzy fragmentami arytmetyki efc.). Wiele takich pytan
miato poczatkowo filozoficzng inspiracje, jednak usamodzielnily si¢
(mozna powiedzie¢, ze zaczely zy¢ wlasnym zyciem), i obecnie nawet
specjaliSci z zakresu logiki formalnej i podstaw matematyki rzadko
powotuja si¢ na ich filozoficzne Zrédta. W czasopismach dotyczacych
podstaw matematyki, artykuly stricte filozoficzne sq w zasadzie rzad-
koscia!>. Badania formalne nad podstawami matematyki osiagaja co-
raz wyzszy poziom komplikacji technicznych i trudno w nich odkryé
Slady filozoficznych inspiracji, ktdre towarzyszyly jej powstaniu.

Matematycy ignoruja wiec (jak si¢ wydaje) kwestie filozoficzne.
Takze w zakresie badan dotyczacych podstaw matematyki mozna za-
uwazy¢ wyrazng specjalizacje i oddzielenie badan stricte technicznych
od dyskus;ji filozoficznych (z pozytkiem dla obu tych dyscyplin!). Wraz
z rozwojem matematyki (a zwlaszcza logiki matematycznej i metama-
tematyki) zmienia si¢ takze charakter filozoficznej refleksji nad mate-
matyka.

Rozwdj logiki formalnej i metamatematyki ma swoje odbicie w sa-
mym sposobie uprawiania filozofii matematyki. W zasadniczy spos6b
zmienito si¢ Srodowisko pojeciowe, w ktérym stawiane i dyskutowane
sa problemy filozoficzne. Nie znaczy to jednak, ze wraz z matema-
tyzacja badan w zakresie podstaw matematyki, problemy filozoficzne
zostaly anulowane. Pozostaja one jednak aktualne — cho¢ najczesciej
w zmodyfikowanej, bardziej precyzyjnej postaci. Dzigki wykorzysta-
niu narzg¢dzi technicznych mozliwe jest sformutowanie ich formalnych
parafraz. Pojawiajq si¢ jednak tez nowe pytania filozoficzne, stawiane

SNa przyktad kilka lat temu powstato oddzielne czasopismo Bulletin of Symbo-
lic Logic, ktére zamieszcza (réwniez) prace historyczne czy filozoficzne dotyczace
podstaw matematyki. Wczesniej takie prace ukazywaly si¢ w Journal of Symbolic
Logic. To ostatnie czasopismo poSwigcone jest obecnie wylgcznie juz problemom
technicznym.
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w kontekscie uzyskiwanych nowych wynikéw. Rozwdj logiki formal-
nej i technik metamatematycznych dostarcza wiec zaréwno narzedzi
dla precyzyjnego formutowania probleméw filozoficznych (a w kaz-
dym razie ich parafrazowania'®), jak i inspiruje do stawiania nowych
pytan. Rozwdj metod doprowadzit do zmiany dyskursu filozoficznego,

wzbogacajac go o nowe problemy, jak i o nowe narzedzia'’.

4. JAK UPRAWIAC FILOZOFIE MATEMATYKI?

Jak wigc powinna by¢ uprawiana filozofia matematyki? Nie ulega
watpliwosci, ze powinna odwotywaé si¢ do aktualnego stanu matema-
tyki. Nie jest jednak jasne, w jakim stopniu analizy filozoficzne zalezg
od wynikéw technicznych, i czy sama praktyka matematyczna wyzna-
cza wlaSciwy sposéb uprawiania filozofii matematyki. Mdéwigc nieco
zartobliwie: czy mozliwa jest sytuacja, w ktérej filozof méwi ,,wiem,
ze pare dni temu udowodniono stosowne twierdzenie, dzieki ktéremu
moj filozoficzny problem daje si¢ juz tatwo rozwiazaé”? W odnie-
sieniu do tego problemu mozna zajaé cate spektrum stanowisk. Tutaj
naszkicuje dwa skrajne, aby wyrazniej pokaza¢ charakter zagadnienia.

(1) W duchu philosophia prima. Pierwsze stanowisko mozna
okresli¢ jako stanowisko filozofii pierwszej — uznaje ono filozofig
za dyscypling o charakterze fundujacym. Zwolennik tego stanowiska

1Problem, czy jakiekolwiek zdanie jezyka formalnego mozna uznaé za przefor-
mulowanie problemu filozoficznego jest problemem ztozonym. Mozna tu twierdzié
(czesto bardzo zasadnie), ze nie jest to Scisly odpowiednik, ale swoista parafraza,
za$ rozstrzygnigcie problemu technicznego nie jest jednoczesnie rozstrzygnigciem
problemu filozoficznego, ale jedynie pewnym jego naswietleniem. Tego ogdlnego
problemu nie chce tutaj podejmowac.

7W tym miejscu chciatbym zwrécié uwage na fakt, iz wspotczesna filozofia ma-
tematyki ma charakter wyraznie antyfundacjonistyczny — nie ma juz ambicji nor-
matywnych. Klasyczne stanowiska filozoficzne (formalizm, logicyzm, intuicjonizm)
takie roszczenia (w pewnym stopniu) mialy, natomiast wspéiczesnie zaden filozof
matematyki nie proponuje programu reformy matematyki, nie prébuje podpowiadaé
matematykowi, w jaki sposéb miataby by¢ uprawiana matematyka. Jest raczej tak, ze
stan matematyki jest przyjmowany niejako ,,z dobrodziejstwem inwentarza”, za$ zada-
niem refleksji filozoficznej jest zdanie sprawy z charakteru wspétczesnej matematyki
i wyjasnienie pewnych zjawisk, a nie préba reformy.
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jest przekonany, ze problemy filozoficzne (takze dotyczace nauk szcze-
gbétowych, w tym matematyki) winny by¢ analizowane i dyskutowane
w ogdlnym kontekscie, niezaleznie od aktualnie osiagnietych wyni-
kéw. Za wystarczajace narzedzie dla analizy zagadnieni filozoficznych
dotyczacych nauk szczegétowych uzna instrumentarium wypracowane
przez tradycje filozoficzng. Uzna on w szczeg6lnosci, ze mozliwe jest
podjecie filozoficznej refleksji nad matematyka bez szczegétowej zna-
jomosci zagadnien technicznych — wystarczy wiedza potoczna, jaka
dysponuje kazdy wyksztalcony czlowiek. Osiggane przez matematy-
kéw wyniki uzna za ciekawostke techniczng, wazng z punktu widzenia
samego matematyka czy logika, ale pozbawiong zasadniczego zna-
czenia dla filozofa. Analizy tego ostatniego dotycza bowiem kwestii
fundamentalnych, a nie przyczynkéw!®. Méwiac obrazowo, trybunat
rozstrzygajacy kwestie filozoficzne dotyczace matematyki winien by¢
ztozony z filozoféw.

(2) W duchu radykalnego neopozytywizmu. Z kolei reprezen-
tant drugiego, skrajnego stanowiska uzna problemy filozoficzne za
pseudoproblemy, pytania Zle postawione. W mys§l tego stanowiska,
matematyka jest jedynie wyrafinowang skfadnig jezyka nauki, i warto
prowadzi¢ jedynie badania sktadniowe. Jesli w ogéle mozna méwié
o filozofii matematyki, to sprowadza si¢ do metamatematyki, ktéra
pozwala na jasne sformutowanie probleméw i udziela klarownych od-
powiedzi. Natomiast podejmowanie analiz wykraczajacych poza ba-
dania techniczne jest jalowe. Nie mozna bowiem wskazaé¢ zadnych
sensownych filozoficznych probleméw, ktére mogtyby by¢ wyjasnione
poprzez odwolanie do filozoficznych, nietechnicznych analiz.

Pierwsze stanowisko jest utrzymanie w duchu filozofii pierwszej,
drugie mozna wiec okresli¢ jako stanowisko w duchu postulatu samoli-
kwidacji filozofii. Postawy te sg skrajne i uniemozliwiajg prowadzenie
rzetelnej i ptodnej dyskusji filozoficznej. Konieczne jest znalezienie
jakiego$ kompromisu.

18Czytatem gdzie§ wypowiedz, w ktérej byta mowa o tym, ze nowinki techniczne
nie sg dla filozoficznej dyskusji zbyt istotne. Czy za taka nowinke techniczng nalezy
jednak uznaé np. twierdzenie Godla, albo wyniki dotyczace X problemu Hilberta...?
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Dlaczego nie (1)? Niektérzy badacze sadzg, ze — przy dobrych
checiach — kazdy problem filozoficzny daje si¢ rozwigzaé ,,gotymi
rekami”, bez odwotywania si¢ do skomplikowanego instrumentarium
logicznego. Istnieja prace dotyczacych filozofii matematyki, w ktérych
autor odwoluje si¢ jedynie do pewnych mglistych wspomnieri na temat
nauki matematyki w szkole, i w ktérych pojawiajg si¢ tezy badZz ba-
nalne, badZ falszywe. Prowadzi to do swoistej infantylizacji dyskursu.
Podam tu kilka przyktadéw ilustrujacych t¢ teze (jest to tylko ilustracja
i lista ta nie pretenduje do zupetnosci).

o Twierdzenia Godla. Wypada zaczaé od twierdzeni Godla, jako
najbardziej chyba eksploatowanych filozoficznie twierdzeri formalnych.
Nie ulega watpliwosci, ze twierdzenia te maja niebagatelng wymowe
filozoficzng. Wymowa ta nie jest bynajmniej tak oczywista, jak chcie-
liby niektdrzy (stabiej poinformowani) komentatorzy. W literaturze roi
si¢ od rozmaitych naduzy¢ interpretacyjnych, dajacych niekiedy efekt
wrecz komiczny (wbrew — jak przypuszczam — zamierzeniom twor-
c6w tych komentarzy). Niektérzy autorzy, znajacy twierdzenie Godla
w jednej z jego ludowych wersji'®, (zapoznanie si¢ z wersja poprawna
wymaga wysitku!) a zarazem przekonanie, iz powolujac si¢ na to twier-
dzenie bedq mogli wywrzeé wrazenie na czytelniku, bez zadnego skre-
powania oddaja si¢ swobodnej tworczosci, obficie powotujac si¢ na
(swoja wersj¢) twierdzenia Godla. Nie bed¢ tu podawaé przyktaddéw,
za$ Czytelnika zainteresowanego tymi intelektualnymi szalbierstwami
odsylam do pracy [Krajewski 2003]%.

¢ Problem ontycznych redukcji. W matematyce méwimy o obiek-
tach r6znych typéw: liczbach (naturalnych, catkowitych, rzeczywistych,
zespolonych), grupach, funkcjach, rozmaito§ciach, modutach, prze-

Np.: twierdzenie Godla méwi, Ze (i) prawda jest nieogarnialna formalnie; albo:
(ii) prawdy matematyczne stanowig system nieformalny; albo (iii) nie da si¢ udowod-
ni¢ prawdziwosci arytmetyki; albo...

20Polecam réwniez ciekawa (choé przygnebiajaca w swojej wymowie) ksiazke [So-
kal, Brickmont 2004]. Autorzy pokazuja tam liczne przyklady naduzyé, dokonywa-
nych przez postmodernistycznych autoréw, ktérzy — w sposéb absurdalny i §wiad-
czacy o calkowitej ignorancji — powoluja si¢ na rozmaite wyniki matematyczne
i fizyczne.
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strzeniach Hilberta efc. Pojawia si¢ pytanie, czy sg to obiekty réz-
nych kategorii ontycznych (rézne typy bytéw abstrakcyjnych), czy tez
wszystkie one sg tak naprawde obiektami jednej kategorii (lub moé-
wiac inaczej: czy dajg si¢ zredukowac do obiektéw jednej kategorii).
Aby podja¢ ten problem, nalezy zdawaé sobie sprawe z pojeciowych
zaleznoSci w matematyce, np. z faktu, ze teoria mnogosci jest na tyle
silng i ogblng teoria, Ze mozna w niej zrekonstruowaé praktycznie
calg matematyke. Z drugiej strony wydaje si¢ zbyt silna na potrzeby
~prawdziwej matematyki” i naturalne jest pytanie, czy nie da si¢ zre-
konstruowaé rozsgdnie duzego fragmentu matematyki w jakims$ stab-
szym, mniej kontrowersyjnym systemie pojeé. Tym problemem zaj-
muja si¢ np. badania prowadzone w ramach tzw. matematyki odwrot-
nej, i w wypadku tego podejScia znajomos¢ (przynajmniej niektérych)
kwestii technicznych jest niezbedna®!. Samo pojecie redukcji jedne;
teorii do drugiej moze mie¢ rézne sensy, ktérych nie da si¢ uchwycic
inaczej, jak przez podanie §cistych definicji — a zrozumie¢ je mozna
dopiero zapoznajac si¢ ze stosownymi wynikami technicznymi.

¢ Problem stosowalnosci. Jednym z podstawowych probleméw fi-
lozofii matematyki jest problem stosowalno$ci matematyki w naukach
empirycznych. Problem ten ma (przynajmniej) dwa aspekty: (i) dla-
czego tak si¢ dzieje, ze matematyka daje si¢ zastosowaé¢ w naukach
empirycznych; (ii) co z tego faktu wynika dla dyskusji filozoficznej. Tu
jedynie wspomne o pewnym aspekcie problemu (ii). Jednym z podsta-
wowych argumentéw na rzecz realistycznej interpretacji matematyki
(za ktérym si¢ tez opowiadam) jest fakt wykorzystywania narzedzi
matematycznych w naukach empirycznych. Mam na mysli tzw. argu-
ment z niezbednosSci (pochodzacy od Quine’a). Zasadnicze strategie
podwazania tego argumentu polegaja czgsto na swoistej reinterpretaciji
(czy rekonstrukcji) zmatematyzowanych teorii empirycznych tak, aby
ich akceptacja nie wigzala si¢ z przyjeciem realistycznej tezy w od-
niesieniu do matematyki. Te rekonstrukcje oczywiscie muszg zacho-
wywaé charakter teorii, nie mogg prowadzi¢ do jej ostabienia etc.

Y'Wiadomosci o matematyce odwrotnej Czytelnik znajdzie np. w [Wéjtowicz
2003].
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Aby méwi¢ o niezbednosci przyjecia pewnych zalozer egzystencjal-
nych konieczna jest wigc znajomos$¢ pewnych wynikéw o charakterze
metamatematycznym?2.

e Problem prawdziwosci aksjomatow. Jednym z wazniejszych
zagadnien filozofii matematyki jest zagadnienie prawdy matematycz-
nej; w szczegdélnosci problem uzasadniania prawdziwosci zdan mate-
matycznych. Stanowiskiem, ktére stara si¢ unikna¢ filozoficznych trud-
nosci (a moim zdaniem — niejako anulowaé te trudnos$ci na mocy
dekretu) jest stanowisko, w mys$l ktérego przedmiotem badad ma-
tematyki sg w gruncie rzeczy jedynie metamatematyczne zaleznosci
postaci ,,zdanie @ wynika z teorii 7. Jesli odrzucimy ten (skrajny)
punkt widzenia, pojawia si¢ problem poznawczego statusu zdai ma-
tematycznych. W wypadku twierdzefi, na pytanie o nasze przekona-
nie o ich prawdziwosci mozemy odpowiedzie¢ wskazujac na fakt, ze
twierdzenia dowodzimy opierajac si¢ na aksjomatach (i korzystajac ze
stosownych regut dowodzenia). To stawia nas przed koniecznoS$cia uza-
sadnienia aksjomatéw matematycznych. Problem ten jest dobrze wi-
doczny w wypadku podstawowych teorii matematycznych, takich jak
arytmetyka liczb naturalnych czy teoria mnogosci. Dlaczego bowiem
przyjmujemy aksjomaty teorii mnogosci? Nie dzieje si¢ tak przeciez
na zasadzie czysto konwencjonalnej gry. Przyjecie takich a nie innych
aksjomatéw wymaga wprawdzie podjecia decyzji — jednak nie jest
to decyzja arbitralna, lecz motywowana w pewien okreslony sposéb.
Dyskusja na ten temat wymaga znajomos$ci wynikéw technicznych?3.

o Niesprzeczno$¢ jako kryterium istnienia? Czgsto spotyka si¢
stwierdzenie, Ze w matematyce kryterium istnienia stanowi niesprzecz-
nosé. Sformutowanie takie jest sugestywne i do$¢ dobrze (jak sadze)
zdaje sprawe z intuicyjnego nastawienia matematyka, ktéry ma po-
czucie pelnej swobody przy podejmowaniu badai matematycznych.
Przy blizszej analizie problemu okazuje si¢ jednak, ze sprawa nie jest

22Na przyktad znajomo$é pewnych wynikéw dotyczacych matematyki odwrotnej,
o ktérej byta mowa w poprzednim akapicie.

ZPrace Maddy (np. [Maddy 1988a, 1988b]) stanowia znakomitg ilustracje tezy,
iz w tej dyskusji wazne s3 odwotania do — nierzadko bardzo wyrafinowanych —
wynikéw technicznych.
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bynajmniej tak oczywista, jak by si¢ moglo wydawaé. Samo pojecie
niesprzecznoSci ma dwa znaczenia (syntaktyczna i semantyczna nie-
sprzeczno$¢), ktore sg tozsame dla logiki pierwszego rzedu (na mocy
tw. o petnosci), ale nie sg tym samym np. dla logiki drugiego rzedu
(i szeregu logik nieelementarnych). Podjecie dyskusji na temat pro-
blemu istnienia i niesprzecznosci wymaga odwotania si¢ do pewnych
wynikéw metalogicznych, gdyz juz samo sformufowanie moze okazaé
si¢ mylace.

Mozna podaé wigcej przyktadéw, mam jednak nadziej¢, ze juz
powyzsze dostatecznie jasno ilustrujg teze, ze zabraé¢ gtos w dyskusji
filozoficznej mozna jedynie przy pewnej znajomos$ci wynikéw tech-
nicznych.

2. Dlaczego nie (2)? Latwo wiec zauwazy¢ i wykaza¢ niebezpie-
czefistwo naiwnej postawy, zgodnie z ktérg mozna zabraé si¢ za roz-
wiazywanie problemoéw filozofii matematyki ,,gotymi rekami”. Efekty
takiej dziafalnoSci sa niekiedy wrecz tragi(komi)czne w skutkach (in-
telektualnych). Byloby jednak Zle pod wplywem takich obserwacji po-
padaé w przeciwng skrajno$¢ twierdzac, ze wszelkie rozwazania fi-
lozoficzne sa z natury rzeczy metne, wigc nie warto traci¢ czasu na
jalowe dysputy i nalezy skoncentrowaé si¢ wylacznie na badaniach
technicznych. Stanowisko takie moze wydawac si¢ dos¢ atrakcyjne ze
wzgledu na to, ze minimalizuje ono ryzyko popetnienia btgedu i za-
brnigcia w swoich badaniach w §lepg uliczke. Wyniki osiggane na dro-
dze badani czysto technicznych sg pewne, i — uzywajac zargonowego
okreSlenia — twarde. Natomiast podejmowanie analiz stricte filozo-
ficznych grozi — obrazowo méwiac — ugrzeznigciem w trzgsawisku
mozliwych punktéw widzenia, niedoprecyzowanych tez i niejasnych
argumentéw. Czy warto wiec w ogble podejmowaé ryzyko?

Problem znalezienia wlasciwej metody uprawiania filozofii mate-
matyki (niejako zlotego $rodka) jest wazny dla kazdego, kto upra-
wia filozofie¢ matematyki (w szczegdlnosSci tez dla autora niniejszych
stéw). Nie da si¢ jednak tego zlotego Srodka znalezé na drodze sa-
mych tylko rozwazai metateoretycznych — konieczne jest zaangazo-
wanie si¢ w dyskusje i dopiero wyniki tej dyskusji poddaé dalszej
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analizie. To wtasnie analiza wspélczesnej dyskusji dotyczacej filozofii
matematyki wyraZnie pokazuje znaczenie wynikéw technicznych dla
samego formutowania, dyskutowania, czy wreszcie rozstrzygania pro-
bleméw filozoficznych. Filozoficzna interpretacja wynikéw formalnych
(np. twierdzeri Godla, twierdzeri Skolema-Léwenheima, twierdzeri do-
tyczacych nierozstrzygalnosci pewnych probleméw czy wynikéw do-
tyczacych niezalezno$ci) wymaga ich znajomos$ci — i to oczywiscie
znajomosci nie tylko samych sformutowan, ale teoretycznego kontek-
stu.

Nie znaczy to jednak bynajmniej, ze filozofowi wolno stracié
z oczu fundamentalne problemy, ktére stanowig motywacje dla pod-
jecia filozoficznej refleksji. Mozna wskazaé szereg pytat metafizycz-
nych i epistemologicznych dotyczacych istoty matematyki, na ktére nie
mozna odpowiedzie¢ na drodze badan czysto technicznych. Techniczne
badania moga dyskusje filozoficzng inspirowac i porzgdkowac, elimi-
nujac z niej niepowazne argumenty; nie znaczy to jednak, ze filozofia
matematyki moze zosta¢ zredukowana do metamatematyki (czy logiki
formalnej). Ma ona bowiem swoje specyficzne problemy, system pojec
i metody argumentacji. Na 0g6t na pytania filozoficzne nie da si¢ od-
powiedzie¢ w spos6b jednoznaczny, jak to si¢ dzieje w wypadku pro-
bleméw matematycznych, jednak ryzyko braku konkluzywno$ci musi
zosta¢ podjete przez kazdego filozofa — takze przez filozofa mate-
matyki. Zarazem jednak uwazam, Ze matematyka stanowi nie tylko
przedmiot, ale i cenne narz¢dzie badan, zas odwotania do instrumen-
tarium matematycznego (czy logicznego) moga by¢ dla tej dyskusji
bardzo owocne, a niekiedy niezbedne.

Filozofii (w szczegdlnosci filozofii matematyki) towarzysza czesto
glosy, iz problemy filozoficzne sa Zle postawione. Wedlug logicznych
pozytywistéw, wszelkie problemy metafizyczne sg pozorne (w szcze-
gblnosci problemy metafizyczne dotyczace samej matematyki). Ten
punkt widzenia zdecydowanie odrzucam. Analiza filozoficzna pozwala
na wyja$nienie szeregu zagadniefn — nawet jesli trudno o ostateczne
rozstrzygni¢cie sporéw o charakterze podstawowym. Trudno oczeki-
wacd, iz dojdziemy do ostatecznych rozwigzan — specyfikg filozofii jest
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to, ze mozemy coraz lepiej rozumie¢ dane zagadnienie, ale zazwyczaj
nie dochodzimy do rozwigzan bezdyskusyjnych. Jednak uwazam, ze
analiza koncepcji filozoficznych moze owocowaé coraz lepszym rozu-
mieniem probleméw. Nie mozna oczekiwac, ze uda si¢ ostatecznie roz-
strzygna¢ spor o natur¢ matematyki (bedzie dobrze, jesli uda si¢ nam
jasno sformutowac to pytanie...), ale mozemy coraz lepiej rozumiec
natur¢ tego sporu — z jednej strony, dzigki nowym wynikom tech-
nicznym, ale z drugiej strony — dzieki dyskusji filozoficznej. Wpraw-
dzie probleméw filozoficznych na ogét nie da si¢ rozwigzac dzigki
wynikom technicznym, ale mozna (i nalezy!) je rozwazaé w Swietle
wynikéw technicznych, ktére pozwalajg na lepsze rozumienie tych pro-
bleméw. W tym sensie jestem przekonany, ze mozna méwic o postepie
w filozofii matematyki.
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SUMMARY

A FEW REMARKS ON THE (META)PHILOSOPHY OF
MATHEMATICS

The present essay deals with the problem of how to choose the correct
method of doing philosophy of mathematics taking into account the impor-
tance of technical mathematical results for philosophical analysis. After a
short historical introduction presenting the formation of the present mathe-
matical paradigm, it is pointed out that the current mathematical praxis has,
in principle, no connection with philosophical investigations. Two radically
different approaches to philosophy of mathematics are outlined. Basing on
selected examples it is argued that that the correct method of doing philoso-
phy of mathematics should take into account both technical results obtained
by mathematicians (which often throw a new light on old philosophical ques-
tions) and the autonomy of philosophical method.



