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Summary
Among the non-classical logics, the intuitionistic one stands out in
many ways. First of all, because of its properties, it is grateful sub-
ject of formal analysis. Moreover, there is small, but very significant
group of mathematicians and philosophers who claim that intuition-
istic logic captures the reasoning utilized in mathematics better than
classical one. This article reveals the origins of intuitionistic proposi-
tional calculus — it was an outcome of formalization of certain ideas
about foundations of mathematics. A large part of the article is de-
voted to Glivenko’s Theorem — somewhat forgotten, but extremely
interesting formal result regarding the relationship between the two

logical calculi: classical and intuitionistic propositional logic.
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1. Wstep

posrod logik nieklasycznych logika intuicjonistyczna wy-
Sr(’)Znia si¢ pod wieloma wzgledami. Przede wszystkim, ze
wzgledu na swe wlasnosci, jest wdzigcznym przedmiotem ba-
dan logicznych. Od czasow, gdy Brouwer i Heyting badali ro-
zumowania intuicjonistyczne, do dzi$ jest przedmiotem zywego
zainteresowania logikow. Ponadto, jej filozoficzno-matema-
tyczne uzasadnienie jest na tyle silne, Zze moze skutecznie kon-
kurowa¢ z ontologicznymi motywacjami arystotelesowskiej
logiki klasycznej. Intuicjonizm, jako jedyna z wielu prob stwo-
rzenia calosciowe;j filozofii dajacej rozwiazania wigkszosci fun-
damentalnych problemoéw n¢kajacych matematyke na poczatku
ubieglego stulecia, jest do dzis$ aktualna teoria, wciaz znajdujaca
swoich zwolennikow'.

Przedmiotem niniejszej pracy jest jedno z najwazniejszych
twierdzen mowiacych o zalezno$ci migdzy intuicjonistyczna lo-
gika zdaniowa a logika klasyczna. Swa nazwe zawdzigcza temu,

ze po raz pierwszy sformutowat i udowodnit je w 1929 roku ra-

I Zob. M. Dummett, Elements of Intuitionism, Clarendon Press,
Oxford 2000, s. 7.
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dziecki logik i matematyk — Walerij Gliwienko. Praca Gliwienki
data asumpt pozniejszym badaniom nad zwigzkiem migdzy tymi
rachunkami dokonywanym przez Gddla i Gentzena.

W pracy ujawniono najpierw motywacje przyswiecajace
utworzeniu logiki intuicjonistycznej — zrodzita si¢ ona w wy-
niku formalizacji pewnych filozoficznych pogladéw dotycza-
cych podstaw matematyki. Jej powstanie i rozwoj wiaza si¢
scisle z checia porownania sformalizowanego systemu intuicjo-
nistycznego z systemem klasycznym, co starano si¢ pokazac
w rozdziale trzecim. Wielu filozofow i logikow powstrzymuje
si¢ od stwierdzenia, ze formalne konstrukcje logiczne pociagaja
za soba (w $cisle logicznym sensie) okreslone filozoficzne kon-
sekwencje®. Dlatego postarano sie, by filozoficzne implikacje
twierdzenia Gliwienki konczace niniejsza pracg miaty charak-
ter jak najbardziej $cisty i formalny. Najwazniejsza z nich jest
spostrzezenie, ze poprzez to twierdzenie klasyczna logika zda-
niowa moze w pewnym sensie zosta¢ zredukowana do stabszej

od niej logiki intuicjonistyczne;j.

2 Por. J. Wolenski, Semantic Loops, [w:] Philosophy in Science.
Methods and Aplications, (red.) B. Brozek, J. Maczka, W. Grygiel,
Copernicus Center Press, Krakow 2011.
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2. Motywacje filozoficzne dla utworzenia
intuicjonistycznego rachunku zdan

Logika intuicjonistyczna powstata jako rezultat formalizacji
pewnychpogladow dotyczacych podstaw matematyki, zwanych
intuicjonizmem. Rozwijat si¢ on w pierwszych dekadach ubie-
glego stulecia i podobnie jak wigkszos¢ nurtow filozoficznych
badan nad podstawami matematyki tamtego okresu, zrodzit sig
jako reakcja na pewne antynomie dostrzezone w teorii mno-
gosci.

Stanowisko intuicjonistyczne jest odmienne od tego, ktore
utrzymuje wigkszo$¢ matematykéw. Podstawowa rdznica po-
lega na odrzuceniu dla obiektow matematycznych istnienia nie-
zaleznego od ludzkiej mysli. Z punktu widzenia intuicjonizmu
matematyka jest wolna aktywnos$cia ludzkiego umystu, a jej
obiekty pewnymi konstrukcjami my§lowymi. Dla przedmiotow
matematyki ,,istnie¢” znaczy ,,by¢ skonstruowanym”. Innymi
stowy: matematyk moze uzna¢ istnienie danego obiektu, o ile
posiada on konstrukcje (dowod), ktéra go ustanawia.

Na podstawie filozoficznych zalozen intuicjonizmu,
tworca tego kierunku — Luitzen Egbertus Jan Brouwer — do-
konat proby przebudowy matematyki. Zrekonstruowana w ten
sposob matematyka nie przyjmowatla istnienia innych zbio-
row nieskonczonych, jak tylko przeliczalnych. Umyst ludzki
nie jest w stanie dokona¢ nieskonczenie wielu konstrukcji na-
raz. Zbior nieskonczony rozumiany byt wigc jako regula, we-

dtug ktorej mozna podac kazdy kolejny jego element. Brouwer
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odrzucit takze metod¢ aksjomatyczna, jako metode budowa-
nia matematyki. Nie wystarczy bowiem postulowa¢ istnienie
obiektow i ich wlasnosci, trzeba obiekty o takich wtasnosciach
wpierw skonstruowac.

Zgodnos¢ intuicjonistycznie zrekonstruowanej matema-
tyki z matematyka klasyczna byta dla Brouwera kwestia drugo-
rzedna. I rzeczywiscie, matematyka intuicjonistyczna istotnie
roznita si¢ od klasycznej. Nie tylko odebrata jej wiele obsza-
row badan, lecz takze dowiodta kilku wytacznie intuicjonistycz-
nych tez. Podczas gdy intuicjonistyczna arytmetyka jest pod-
systemem arytmetyki klasycznej, sytuacja analizy jest zupenie
inna. Nie wszystkie twierdzenia klasycznej analizy sg twier-
dzeniami analizy intuicjonistycznej, ale rowniez nie wszystkie
twierdzenia analizy intuicjonistycznej sa do przyjgcia na grun-
cie klasycznym.

Brouwer nie zbudowat logiki intuicjonistycznej, ale byt
tworca tzw. stabych kontrprzykladow oraz dowiodt pierwszego
twierdzenia tej logiki: —A4«>———4°. Stabe kontrprzyktady
mialy postuzy¢ do odrzucenia niektorych twierdzen logiki kla-
sycznej, w szczegolnosci prawa wylacznego $rodka i silnego
prawa podwdjnej negacji. Zostaty nazwane ,,stabymi”, ponie-
waz nie obalaty wprost tych twierdzen, lecz wskazywaly, ze
przy budowaniu dowodow konstruktywnych nie ma potrzeby,

by uwazac je za prawdziwe.

3 D. van Dalen, Intuitionistic Logic, [w:] Handbook of Philosophical
Logic, (red.) D.M. Gabbay, F. Guenther, wyd. 2, vol. 5, Springer, Dor-
drecht 2002, s. 3.
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W celu tworzenia kontrprzyktadow Brouwer postugiwat
si¢ czgsto jakimi$ nierozstrzygnigtymi stwierdzeniami matema-
tycznymi, np. hipoteza Goldbacha (hipoteza, ze kazda parzy-
sta liczba naturalna wigksza od 2 jest suma dwoch liczb pierw-
szych). Wdzigcznym narzedziem budowania kontrprzyktadow
okazata si¢ takze liczba z, poniewaz bardzo mato wiadomo o ja-
kichkolwiek regularno$ciach w jej rozwinigciu dziesigtnym.

Ponizszy kontrprzyklad ma wskazywac na bezzasadnos¢
uzywania prawa wylaczonego srodka: AvV—A4. Niech k bedzie
parzysta liczba naturalna wigksza od 2 taka, ze & nie jest suma
dwach liczb pierwszych. Zdefiniujemy teraz ciag a(n).

(=) jezelin <k
a(n) =

(—3)F jezelin >k

Ciag ten jest zbiezny, a wigc definiuje on jakas liczbe rze-
czywista . Gdyby hipoteza Goldbacha zostata udowodniona,
r bytoby rowne 0. Jednak poki nie posiadamy zadnego dowodu
hipotezy Goldbacha, nie wiemy nic o . Granica tego ciagu nie
jest ani rowna zeru, ani rézna od zera; ani dodatnia, ani ujemna
oraz nie jest ona ani wymierna, ani niewymierna. Innymi stowy,

nie mozemy stwierdzi¢, ze:
(a) Ve e R(x=0Vax+#0), w szczegdlnosci
(b) Vee R(x <0Vz=0Vaz>0),oraz
() VeeR(zxeQVax¢Q).
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Nastepny kontrprzyktad wskazuje, iz dowod, ze nie jest
mozliwe, ze pewna wlasno$¢ nie jest mozliwa nie jest w kaz-
dym przypadku dowodem tej wlasnosci. Innymi stowy, ude-
rza on wprost w prawo podwojnego przeczenia: ——4 — A.
Pod liczba 7 podpisujmy utamek p =0, 3333... az do momentu,
gdy w rozwinigciu dziesigtnym 7z pojawi si¢ sekwencja cyfr
0123456789.

T =3,14159265...0123456789...
p=0,33333333...3333333333.

Jesli cyfra 9 z pierwszej takiej sekwencji cyfr pojawia si¢
na k-tym miejscu po przecinku, to

108 — 1

=310

Matematyk klasyczny nie miatby oporow, by uznac, ze p jest
liczba wymierna, rozumujac w ten sposob, ze nie jest mozliwe,
by p bylo niewymierne. Jego dowdd wygladalby nastgpujaco:
Zatozmy, ze liczba p nie jest niewymierna. Wtedy rownos¢

108 —1
310k

nie zachodzi, a zatem sekwencja cyfr 0123456789 nie wyste-

p:

puje w 7. Jednak wtedy p = 0,333... = 14, czyli p jest liczba
wymierna. Zatozenie, ze p nie jest wymierne doprowadzilto
do sprzecznosci. Dla intuicjonisty nie znaczy to jednak, ze na-

lezy uznaé, ze p jest wymierne. Aby tego dokonaé, nalezatoby
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poda¢ takie liczby catkowite p i g, ze p = . Innymi stowy, by
dowies¢, ze p jest wymierne, nalezatoby wpierw wskazaé se-
kwencjg cyfr 0123456789 w rozwinigciu dziesigtnym 7z lub udo-
wodnic, ze taka sekwencja nie wystgpuje.

Koniecznos$¢ odrzucenia prawa wytaczonego srodka uznali
takze nastgpcy Brouwera. Jego uczen Arend Heyting przy-
czyne tego odrzucenia ilustruje nastepujacym przyktadem®:
Zdefiniujmy dwie liczby naturalne, powiedzmy ki /.

(I) k jest najwigksza liczba pierwsza taka, ze k— 1 jest row-
niez liczba pierwsza lub k = 1, jesli taka liczba nie ist-
nieje.

(I) / jest najwigksza liczba pierwsza taka, ze [ — 2 jest row-
niez liczba pierwsza lub / = 1, jesli taka liczba nie ist-
nieje.

Definicjg (I) przyjmuje si¢ zarowno w matematyce klasycz-
nej, jak i intuicjonistycznej, bowiem k& moze zosta¢ obliczone
(k=3). Natomiast nie ma zadnej metody wyliczenia /, poniewaz
nie wiemy, czy ciag tzw. liczb pierwszych blizniaczych p, p + 2
jest skonczony, czy nie. Matematyka klasyczna nie widzi w tym
fakcie przeszkody, by przyja¢ rowniez definicje¢ (II). W kaz-
dym mozliwym do pomyslenia przypadku / jest zdefiniowana:
albo istnieje nieskonczenie wiele takich liczb (wtedy / = 1),

4 Przyktad ten pochodzi z A. Heyting, Intuitionism: An Introduction,
North-Holland Publishing Company, Amsterdam 1956, s. 2.
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albo ich ciag jest skonczony (wtedy / jest rOwne najwigkszej
liczbie pierwszej, takiej, ze / — 2 jest rowniez liczba pierwsza).
Takie przedstawienie sprawy nie moze satysfakcjonowac intu-
icjonistow. Uwazaja oni, ze liczba jest dobrze zdefiniowana do-
piero wtedy, gdy dana jest metoda jej obliczenia. Nie mogg wigc
przyjac¢ definicji (11).

Jak juz zostalo wspomniane, Luitzen Brouwer nie byt
tworca logiki intuicjonistycznej. Warto dodac, ze wbrew trady-
cyjnemu stanowisku uwazal on, ze logika nie lezy u podstaw
matematyki, lecz przeciwnie — jest od niej zalezna. Nawet wig-
cej — byl on niechgtny tworzeniu formalnych systemow logiki
intuicjonistycznej. Uwazal, ze matematyczna aktywnos¢ ludz-
kiego umystu ma charakter dynamiczny. Przedstawianie jej
w jezyku logiki symbolicznej z jej charakterem statycznym jest
z istoty nieadekwatne.

Przedstawiajac intuicjonizm na tle innych stanowisk wy-
pracowanych w filozofii matematyki, mozna powiedzie¢, ze od
platonizmu odrdznial si¢ on uznawaniem obiektow matema-
tycznych za pewne umystowe konstrukcje, ktorym nie przystu-
guje niezalezne, idealne istnienie. W przeciwienstwie do for-
malizmu twierdzit, ze jezyk jest wtorny wobec matematycznej
aktywnos$ci ludzkiego umystu — stuzy jedynie do zapamigty-
wania konstrukcji i komunikowania ich innym matematykom.
W odrdznieniu od logicyzmu przyznawal matematyce niezalez-
no$¢ od logiki twierdzac, ze zachodzi wrecz przeciwna asyme-
tria — logika jest czg$cig matematyki i jest zalezna od matema-

tycznego myslenia.
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3. Rozwdj intuicjonistycznego rachunku zdan

Poniewaz Brouwer nie byt zainteresowany logika, ktora uwazat
za form¢ matematyki stosowanej, nigdy nie prowadzit nad nia
wyczerpujacych badan, a w szczegdlnosci nigdy nie przeprowa-
dzit systematycznego poréwnania logiki intuicjonistycznej z lo-
gika klasyczna, sformalizowana np. w Principia Mathematica
lub przez szkote Hilbertowska. Tym, co motywowato innych do
prob takiego poréwnania bylo opublikowanie przez Brouwera
stabych kontrprzyktadow, ktore naruszaty takze bardzo ogdlne
zasady matematyczne®. Oczywiscie, by takie porownanie byto
mozliwe, nalezato skodyfikowac logike intuicjonistyczng w sys-
tem formalny.

Proby sprecyzowania intuicjonistycznych sposobow wnio-
skowan w postaci aksjomatycznego rachunku logicznego pod-
jeli Walerij Gliwienko i Andriej Kolmogorow. Jednak prawdo-
podobnie pierwszym logikiem, ktory dokonat jakiego$ namystu
w tej kwestii byt Paul Bernays. W liscie do Heytinga przyznat, ze
po wyktadach Brouwera w Getyndze w 1924 roku zastanawiat
sig, jak datoby si¢ osiagnac¢ rachunek logiczny zgodny z filozo-
ficznymi zatozeniami tworcy intuicjonizmu. Bernays doszedt

wtedy do wniosku, ze taki rachunek mozna osiagnac¢ poprzez

5 Zob. M. van Atten, The Development of Intuitionistic Logic, [w:]
The Stanford Encyclopedia of Philosophy (Summer 2009 Edition),
(red.) E.N. Zalta, URL = <http://plato.stanford.edu/archives/sum2009/
entries/intuitionistic-logic-development/>.
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porzucenie klasycznej formuty ——A4 — A°. Jednak jego wynik
nie zostat opublikowany a formalizacje (czgsciowe) logikow ra-
dzieckich pozostaty na Zachodzie bez echa.

Tymczasem formalizacja intuicjonistycznej logiki i mate-
matyKki stala si¢ tematem na tyle interesujacym, ze Holenderskie
Towarzystwo Matematyczne w 1927 roku uczynito ja przed-
miotem swego corocznego konkursu. Autorem nagrodzonego
eseju zostat Arend Heyting. Podawat w nim aksjomatyzacjg in-
tuicjonistycznego rachunku zdan i rachunku predykatow, intu-
icjonistycznej arytmetyki i teorii mnogosci. Artykut Heytinga
zostal opublikowany w 1930 roku i dzigki niemu to on ucho-
dzi za tworce logiki intuicjonistycznej. Podana ponizej aksjoma-
tyka jest rozna od oryginalnej aksjomatyki Heytinga, jest jednak
z nig rOwnowazna’.

Schematy aksjomatow intuicjonistycznego rachunku zdan
(IRZ):

Ax. A — (B—A).

Ax, A—=B)—=>(4—=>B—-C)—Ed—-0).

Ax, A— (B—ANB).

Ax, AAB—A.
Ax, ANB—B.
Ax, A—AVB.

Ax., B— AVB.

¢ Zob. tamze.
7 Oryginalng aksjomatyke zaproponowana przez Heytinga podaje np.
M. van Atten, The Development of Intuitionistic Logic, dz. cyt.
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Ax, (4= C)— (B— C)— (AVB— O).

8

Ax, (4 — B)— ((4— —=B) — —A).

9

Ax, =4 — (4 — B).

Reguly wnioskowania:

#; Reguta Odrywania (Modus Ponens).

Jasnym byto, ze logika intuicjonistyczna nie moze akcep-
towa¢ wszystkich praw stosowanych na gruncie rachunku kla-
sycznego, przede wszystkim tych, za ktérych odrzuceniem staty
stabe kontrprzyktady. Warto jednak zauwazy¢, ze gdy do aksjo-
matyki IRZ dodamy mocne prawo podwojnej negacji

Ax,, ——d — A4

lub, rownowaznie, prawo wytaczonego srodka

AXH, AV -4

otrzymamy formalny system dla klasycznego rachunku zdan
(KRZ). Prowadzi to bezposrednio do wniosku, ze IRZ jest pod-
systemem KRZ. Znaczy to, ze kazda formuta, ktora jest twier-
dzeniem IRZ, jest rowniez twierdzeniem KRZ. Wida¢ rowniez
wyraznie, ze nie zachodzi odwrotna asymetria — istnieja twier-
dzenia KRZ, ktore nie sa twierdzeniami [RZ. Najbardziej zna-
nymi klasycznymi twierdzeniami niedowiedlnymi intuicjoni-
stycznie, sa wymienione wyzej formuty: prawo wytaczonego

srodka i mocne prawo podwdjnej negacji. Oprocz nich w ra-
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chunku intuicjonistycznym nie da si¢ dowies¢ m.in. takich

twierdzen logiki klasycznej:

¢ (o ) = (V)
* (4A—>B)— (—4VB),
s (Ao B)— (—B - A),
¢ (cd = —B)— (B— A),
. U B) > A) > 4,

e (m4A—4)—4,

* —(AAB)— (=4V-=B),
* —(=4AV-=B)—(AAB),
* —(=AA=B)—(4VB),
¢ (A —B)— (AAB),
* —(AAN—=B)— (44— B),
* (=4—>BA-=B)—A.

Szybko zdano sobie sprawg, ze logika intuicjonistyczna
musi posiada¢ interpretacj¢ statych logicznych odmienna niz
w rachunku klasycznym. W objasnieniu zasad tej interpretacji
postuguje sig raczej pojeciem dowodu, niz wartosci logicznych.
Z tego powodu nazywana jest ona interpretacjq dowodowq lub
interpretacjq BHK (od nazwisk jej tworcow: Brouwera, Hey-
tinga i Kolmogorowa). Dla rachunku zdan wyglada nastgpujaco:

1. Dowdd zdania 4 A B polega na przedstawieniu dowodu

zdania A4 oraz dowodu zdania B.
2. Dowod zdania 4 V B polega na przedstawieniu dowodu

zdania 4 lub dowodu zdania B.
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3. Dowod zdania A — B jest konstrukcja, ktora pozwala na
przeksztatcenie kazdego dowodu zdania 4 w dowdd zda-
nia B.

4. Dowod zdania —4 jest konstrukcja, ktora kazdy dowod

zdania A przeksztatca w dowod zdania sprzecznego®.

Przy czym, zgodnie z filozoficznymi zasadami intuicjoni-
zmu, dowodem zdania 4 jest podanie konstrukcji, dzigki ktorej
mozemy uznaé je za prawdziwe. Nalezy jednak podkresli¢, ze
podana interpretacja ma charakter nieformalny. Scista definicje
uzyskano wraz z podaniem aksjomatyki, wowczas jej interpre-
tacje wyznaczyly odpowiednie semantyki.

Poczatkowo twierdzono, ze semantyka IRZ przyjmuje trzy
wartosci. Taka semantyke podawat sam Heyting. Udowodniono
jednak, ze jest ona nieadekwatna, tzn. uznaje za prawdziwe for-
muly, ktore z aksjomatow Heytinga nie wynikaja. Autorem
tego dowodu byt Walerij Gliwienko. Jego wynik uogolnit Kurt
Godel, dowodzac, ze kazda semantyka intuicjonistyczna o skon-
czonej liczbie wartosci jest nicadekwatna’®.

Pierwsza semantyka, wobec ktorej intuicjonistyczne ra-
chunki logiczne okazaly si¢ pelne, byta semantyka topolo-

8 Por. R. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys dziejow, wyd. dru-
gie, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2001, s. 109-110;
A. Pogorzelski, Elementarny stownik logiki formalnej, Dziat Wydaw-
nictw Filii UW, Biatystok 1992, s. 223; M. van Atten, The Develop-
ment of Intuitionistic Logic, dz. cyt.; A. Troelstra, History of construc-
tivism in the 20th century, s. 12; D. van Dalen, Intuitionistic Logic,
dz. cyt., s. 6.

 Zob. Z. Zawirski, Geneza i rozwdj logiki intuicjonistycznej, ,,Kwar-
talnik Filozoficzny” 1939, 16, s. 204-205.
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giczna. Za jej tworcg uwaza si¢ polskiego logika — Alfreda Tar-
skiego. Interpretacja topologiczna byta rozwijana dalej przez
polska szkote (m.in. przez Heleng Rasiowa i Romana Sikor-
skiego). W takiej semantyce zdania rachunku interpretuje si¢
jako otwarte podzbiory przestrzeni topologicznej, natomiast
operacje zwiazane ze spojnikami logicznymi oraz kwantyfika-
torami skojarzone sa z pewng algebra tych zbioréw. Juz ta se-
mantyka doprowadzita do ciekawych filozoficznie wnioskow
o zwiazkach migdzy logika intuicjonistyczna i klasyczna. Jak
zauwazaja Rasiowa i Sikorski, ,,to zaskakujace, ze pewne idee
filozoficzne doprowadzily do sformutowania logiki, ktorej ma-
tematyczna tre$¢ pokrywa si¢ z teorig krat otwartych podzbio-
réw przestrzeni topologicznej”'°.

Do dnia dzisiejszego dla logiki intuicjonistycznej zbudo-
wano wiele roznorodnych semantyk. Sposrod nich warto wy-
mieni¢ choéby algebry Heytinga, czy matryce Jaskowskiego.
Wspolczesnie jedna z najczgséciej uzywanych semantyk logiki
intuicjonistycznej jest semantyka §wiatow mozliwych. Zostata
utworzona w 1963 r. przez Saula Kripkego. Wykazata ona wigk-
sza elastycznos$¢ od swoich poprzedniczek i lepiej nadawata sig
jako teoria modeli nie tylko dla rachunkéw intuicjonistycznych,
lecz rowniez dla wielu innych rachunkow logicznych.

Sporym przetomem dla logiki intuicjonistycznej byto odkry-
cie w 1934 r. przez Gerharda Gentzena dwoch alternatywnych

10 H. Rasiowa, R. Sikorski, The Mathematics of Mathematics, PWN,
Warszawa 1970, s. 380. Ttumaczenie — P.U.
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systemow dowodzenia — sytemu dedukcji naturalnej oraz ra-
chunku sekwentow. Systemy te, oprocz tego, ze byly bardziej
porgcznymi sposobami dowodzenia, lepiej obrazowaty interpre-
tacje, jakie intuicjonisci nadawali spojnikom logicznym.
Szybko zauwazono pewne podobienstwo logiki intuicjo-
nistycznej do logiki modalnej S,. Warto doda¢, ze stato si¢ to
na dlugo przed wynalezieniem semantyki swiatow mozliwych.
Ustalono takze pewne zaleznosci pomigdzy logika intuicjoni-
styczna a logika klasyczna. Autorem tych ustalen byt Walerij
Gliwienko. Umiescit je w pracy Sur quelques points de la logi-
que de M. Brouwer wydanej w Biuletynie Krolewskiej Akade-
mii Belgijskiej w 1929 roku. Gliwience udato si¢ sformutowac

i udowodni¢ dwa twierdzenia:

Twierdzenie 3.1. Formuta 4 posiada dowéd w KRZ wtedy
i tylko wtedy, gdy formuta o postaci ——4 posiada dowod w IRZ.

Ae DOWKRZ wtw ——A € DOW[Rz.

Twierdzenie 3.1. formula —A posiada dowoéd w KRZ wtedy
i tylko wtedy, gdy formuta o postaci —4 posiada dowod w IRZ.

-A € DOWkgrz wtw —A€ DOWigg.

Pierwsze z nich nazywane jest w literaturze przedmiotu
twierdzeniem Gliwienki. Jego dowdd zasadniczo polega na

udowodnieniu, ze wszystkie podwdjnie zanegowane aksjomaty
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KRZ sa tezami IRZ, oraz ze reguta analogiczna do reguty odry-
wania (z podwdjnie zanegowanymi przestankami i wnioskiem)
jest wyprowadzalna w IRZ. Za pomoca zbioru powyzszych tez
i wyprowadzonej reguty mozna w IRZ skonstruowac¢ dowod
kazdej formuly ——4 takiej, ze 4 posiada dowod w KRZ.

Z opublikowaniem tego wyniku wiaze si¢ pewna historia.
Gliwienko korespondowal z Heytingiem i poczatkowo chciat,
by jego ustalenia znalazty si¢ w poprawionym i przetlumaczo-
nym wydaniu eseju nagrodzonego przez Holenderskie Towa-
rzystwo Matematyczne. P6zniej jednak zmienit zdanie piszac
do Heytinga, ze wynik, ktory uzyskat jest niemalze trywialny,
a jego dowdd nieco przydtugi' i ze chce go opublikowaé nie-
zaleznie od artykutu Heytinga. Rzeczywiscie, praca Gliwienki
ukazala sig¢ pierwsza, a Heyting w swoim artykule odnosi si¢ do
niej. Podaje w nim oba twierdzenia Gliwienki, lecz nie przed-
stawia dowodu'%.

4. Implikacje filozoficzne twierdzenia Gliwienki

Z poczynionych w poprzednim rozdziale uwag na temat ak-
sjomatyk logiki intuicjonistycznej i klasycznej jasno widac,
ze ta pierwsza jest podsystemem drugiej. Tym, co wydaje si¢
najbardziej interesujace w twierdzeniu Gliwienki jest fakt, ze

1" Zob. M. van Atten, The Development of Intuitionistic Logic, dz. cyt.
12 Zob. tamze.
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umozliwia ono pewien sposob patrzenia na logike klasyczna
jako na czg$¢ logiki intuicjonistycznej. Z filozoficznego punktu
widzenia jest to zaskakujaca obserwacja.

T¢ obserwacje uwydatnia wynik uzyskany przez Godla
w 1932 roku. Jak wiadomo, wszystkie spdjniki KRZ sa definio-
walne w terminach A i —'3, a wiec kazda formute KRZ mozna
zapisa¢ za pomoca tych dwoch spojnikow. Z twierdzenia Gli-
wienki (w sposob nieoczywisty) wynika, ze wszystkie tezy lo-
giki klasycznej wyrazone wylacznie za pomoca A i — sa tezami
logiki intuicjonistycznej'.

Mozna powiedzie¢, ze twierdzenie Gliwienki jest prze-
ktadem logiki klasycznej na logike intuicjonistyczna. Kazda
teza A logiki klasycznej ma swdj podwdjnie zanegowany od-
powiednik w logice intuicjonistycznej. Nie jest to jednak prze-
ktad w $cistym tego stowa znaczeniu, poniewaz nie operuje on
na podformutach 4. Twierdzenie Gliwienki jest jednak na tyle
silne, by dowies¢, ze

Twierdzenie 4.1. IRZ i KRZ sa rownospojne (equiconsistent).
Oznacza to, ze jesli jeden z tych rachunkow jest sprzeczny,

to sprzeczny jest rowniez drugi. To, Ze sprzeczno$¢ systemu in-

tuicjonistycznego musi pociagac sprzecznos¢ systemu klasycz-

13- Oczywiscie, nie jest tak w przypadku IRZ, w ktorym spojniki nie sa
wzajemnie definiowalne.

4 Dowod zob. w: S.C. Kleene, Introduction to Metamathematics,
North-Holland Publishing Company, Amsterdam 1952, s. 493.



Geneza intuicjonistycznego rachunku zdan i Twierdzenie Gliwienki

nego jest oczywiste z uwagi na to, ze ten pierwszy jest podsys-
temem drugiego. Z drugiej strony, o ile w rachunku klasycznym
udatoby si¢ dowies¢ 4 A =4, to w rachunku intuicjonistycznym
musi znalez¢ si¢ teza ——A4 A ———4, ktora spowoduje sprzecz-
nos$¢ i tego rachunku.

Zalezno$¢, o ktorej mowi twierdzenie Gliwienki, nie zacho-

dzi dla rachunku predykatow. By

Twierdzenie 4.2. Dowolne zdanie A jest dowiedlne w klasycz-
nym rachunku predykatow (KRP) wtw ——A jest dowiedlne
w intuicjonistycznym rachunku predykatow (IRP)".

bylo prawdziwe, nalezy dotozy¢ tzw. schemat przesunigcia po-
dwadjnej negacji (double negation shift schema)

Vo——B(X) — ~—VzB(z)"

Bardziej wyrafinowany przektad KRP na IRP podali w la-
tach trzydziestych ubiegtego wieku, niezaleznie od siebie, Kurt
Godel i Gerhard Gentzen. Obaj byli zainspirowani praca Gli-
wienki z 1929 roku. Przektad ten kojarzy kazda formute 4 z for-
muta g(4) (niezawierajaca V i 3) taka, ze

15 Zob. zatacznik.

16 Zob. J. Moschovakis, Intuitionistic Logic, [w:] The Stanford En-
cyclopedia of Philosophy, dz. cyt., URL =<http://plato.stanford.edu/
archives/sum2010/entries/logic-intuitionistic/>.
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. 4 o g(4) € DOW,, ",
2. g(A) <> =—g(4) € DOW,,,,
3.Jesli A € DOWyyp, to g(A) € DOW,p,.

Dowod tych twierdzen przebiega po indukcyjnej definicji
funkcji g(4):

* g(A)=-—4, gdy 4 jest formuta atomowa,
* g4 AB)=(g(4) AgB)),

* g4V B)=(gl4)VgB)),

* g(d— B)=(g(4) — g(B)),

* g(=A) =—g4),

* g(VxA(x)) = Vxg(d(x)),

© 8(3xA(x)) = ~Vx—g(A(x)),"

Wyniki Gddla i Gentzena, tak jak twierdzenie Gliwienki,
wskazuja, ze oba systemy sa rownospojne, tzn. dla dowolnego
B, jesli (B A =B) € DOWy,, wtw (g(B) A —g(B)) € DOW,,,.

Skoro po dodaniu do aksjomatéw IRZ mocnego prawa po-
dwdjnej negacji lub prawa wytaczonego Srodka otrzymamy
KRZ, naturalnym stato si¢ pytanie, jakie logiki otrzymamy do-
dajac do listy aksjomatow IRZ inng formute. W ten sposob po-
wstala cata klasa tzw. logik posrednich (intermediate logics), np.

logika Dummetta, ktora na liscie aksjomatow, oprocz wszystkich

7 (A < B)¥ (A — B) A (B — A).
18 Zob. J. Moschovakis, Intuitionistic Logic, dz. cyt.; S.C. Kleene, In-
troduction to Metamathematics, dz. cyt., s. 493-501.
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aksjomatow intuicjonistycznych, posiada jeszcze paradoks im-
plikacji (4 — B) V (B — A). Wiadomo, ze wszystkie logiki po-
srednie sa stabsze od logiki klasycznej'® i Ze jest ich kontinuum.
Klasa logik posrednich jest o tyle wyrdzniona, o ile logika in-
tuicjonistyczna jest najstabsza logika, w jakiej obowiazuja za-
razem twierdzenie o dedukcji i reguta odrywania®®. Studia nad
klasa tych logik sg zasadniczo kwestig czysto techniczna, ist-
nieja jednak takie logiki posrednie, ktore, mniej lub bardziej,
przydaja si¢ w innych badaniach logicznych.

5. Zakonczenie

Rozwazania zawarte w niniejszej pracy pozwalaja sadzi¢, ze
twierdzenie Gliwienki, ktore bylo gtéwnym przedmiotem jej
zainteresowania, jest nieco zapomnianym, lecz niezwykle cie-
kawym wynikiem formalnym mowiacym o zaleznosciach po-
migdzy dwoma rachunkami logicznymi — klasyczna i intuicjo-
nistyczna logika zdaniowa.

Ta ostania od lat 30. ubieglego wieku przezywa nieustanny
rozwoj. Od tamtej pory do dzisiaj istnieje — moze niezbyt liczna,
ale za to bardzo znaczaca — grupa matematykow i filozofow ma-
tematyki twierdzacych, ze logika intuicjonistyczna oddaje rozu-

19 Zob. D. van Dalen, Intuitionistic Logic, dz. cyt., s. 53.

20 Zob. A. Olszewski, O rozumieniu implikacji w klasie logik porzqd-
ku i jego znaczeniu w dqzeniu do pewnosci jezykowej, Wydawnictwo
Naukowe PAT, Krakoéw 1997, s. 50-51.
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mowania stosowane w matematyce lepiej, niz klasyczna. W roz-
dziale 3. wymieniono kilka semantyk tej logiki, w ktorych udato
si¢ udowodnic jej petnos¢. Regularnos¢ tych struktur zadziwia
tym bardziej, ze logika intuicjonistyczna powstata w wyniku
formalizacji pogladow filozoficznych, a wige — z punktu widze-
nia matematyka czy logika — niejasnych i niescistych.

Najciekawsza implikacja filozoficzna twierdzenia Gli-
wienki jest fakt, ze pozwala ono spojrze¢ na KRZ jako na czgs¢
IRZ. To spostrzezenie jest o tyle zaskakujace, o ile ten drugi jest
logicznie stabszy od pierwszego. Fakt ten najlepiej ukazuje wy-
nik, do ktérego doszedl Godel inspirujac si¢ praca Gliwienki
7 1929 roku. Wykorzystujac twierdzenie Gliwienki dowiddt on,
ze gdy sformutujemy KRZ jedynie w terminach koniunkcji i ne-
gacji, system ten begdzie podsystemem IRZ. Cho¢ nalezy pamig-
tac, ze interpretacja dwuwartosciowego spojnika negacji jest od-
mienna w obu tych rachunkach.

Wynik formalny, jakim byto twierdzenie Gliwienki, otwo-
rzyt droge do dalszych badan logicznych. Wspomniany wyzej
Godel oraz Gentzen, niezaleznie od siebie, sa autorami analo-
gicznego wyniku dotyczacego zalezno$ci pomigdzy intuicjo-
nistycznym i klasycznym rachunkiem predykatow, natomiast
Kleene dokonal podobnego przektadu w ramach teorii liczb.
Mozliwo$¢ dalszych badan jednak na tym sig nie konczy.
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