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BOLZANO I PODSTAWY
MATEMATYKI

<& Jerzy Dadaczynski, Bernard
Bolzano i idea logicyzmu, Rozprawy
OBI, OBI — Krakéw, Biblos —
Tarnéw 2006, s. 441.

Ksigzka, jakg mamy przed soba,
jest dzielem monumentalnym nie
tylko ze wzgledu na objetosé, lecz
takze ze wzgledu na swoja zawar-
to§¢ — jest to wazna i oryginalna
monografia z historii podstaw ma-
tematyki. Jej celem jest uzasadnie-
nie nowatorskiej tezy, ze poprzed-
nikiem tezy logicyzmu byt Bernard
Bolzano, juz 70 lat przed ,klasy-
kami logicyzmu”: Fregem, Russel-
lem i Whiteheadem. Jak pisze au-
tor rozprawy, na poczatku XX w.
logicyzm rozumiano jako koniunk-
cje czterech tez: (1) Wszystkie po-
jecia matematyki mozna zdefinio-
wacé przy pomocy poje¢ logicznych.
(2) Wszystkie aksjomaty matematyki
mozna wyprowadzi¢ z aksjomatow
logiki. (3) Z aksjomatéw matema-
tyki mozna wyprowadzi¢ wszystkie
tezy matematyki. (4) Wyprowadza-
nia, o ktérych mowa w (2) i (3)
opieraja si¢ na jednej logice. Wpraw-
dzie Bolzano nigdzie tego programu
explicite nie sformutowal, ale w swo-
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jej badawczej praktyce ,.byt blisko”
niego. Analiza jego prac pokazuje,
ze ,,dazyl on do sprowadzenia mate-
matyki do pewnej, szkicowanej przez
siebie, teorii, w ktérg, w ,,sposéb na-
turalny”, uwiktany byt aksjomat nie-
skoriczono$ci” (s. 16). Trzeba oczy-
wiscie wzigé tez pod uwage fakt, ze
Bolzano pracowal w ,,paradygmacie
Euklidesowym”, kiedy to jeszcze no-
woczesne pojecie systemu dedukcyj-
nego nie bylo skrystalizowane. Po-
wyzsza teza jest o tyle nowatorska,
7e przed wydaniem w drugiej polo-
wie XX w. przedtem niepublikowa-
nych prac Bolzana nie bylo podstaw
do takiej tezy, a po ich opublikowaniu
historycy matematyki nie zwrdcili na
omawiany fakt baczniejszej uwagi.
Warunkiem programu logicy-
zmu, jaki de facto realizowal Bol-
zano, byla ,unifikacja” dwczesnej
matematyki. Aby to osiggnaé, na-
lezalo przede wszystkim daé anali-
zie matematycznej solidne podstawy
(m.in. uwolni¢ jg z “’szaty rozumo-
wan mechanicznych i geometrycz-
nych i od intuicyjnie rozumianych
"nieskonczenie matych’”). I pod tym
wzgledem Bolzano okazal si¢ pre-
kursorem. W tym programie nalezy
wyr6zni¢ dwa podprogramy: (1) tzw.
plytka geometryzacja analizy, tzn.
oparcie jej na arytmetyce liczb rze-
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czywistych oraz (2) doglebna aryt-
metyzacja analizy, tzn. oparcie jej na
arytmetyce liczb naturalnych. Plytka
arytmetyzacje analizy Bolzano wy-
konal przez poprawne zdefiniowanie
granicy ciagu, granicy funkcji, cia-
glosci funkcji i pochodnej funkcji.
Warunkiem przeprowadzenia dogleb-
nej arytmetyzacji analizy jest skon-
struowanie modelu liczb rzeczywi-
stych w dziedzinie liczb wymiernych
(model tych ostatnich w dziedzinie
liczb naturalnych byt juz znany). Tu
ma miejsce interesujacy epizod.

Poniewaz rekopisy Bolzana, opu-
blikowane w 1962 r., zawieraly
pod tym wzgledem wiele niejasno-
Sci, nalezalo zaproponowana przez
niego procedure konstrukcji liczb
rzeczywistych odpowiednio zrekon-
struowac. J. Dadaczynski obszer-
nie omawia trzy takie rekonstrukcje,
a mianowicie rekonstrukcje K. Ry-
chlika, B. van Rootselaara oraz
D. Laugwitza. Ta ostatnie okazala si¢
trafna. Gdy w 1976 r. opublikowano
reszte rekopisow Bolzana, stato sie
jasnym, ze uscislil on swoje pierwot-
nie niedciste definicje dokladnie tak,
jak zrekonstruowat je Laugwitz. Da-
daczynski konkluduje: ,Interpretacja
konstrukeji Bolzana, dokonana przez
Laugwitza i potwierdzona zmianami
tekstu samego Bolzana, pokazuje, ze
byla ona oparta wylacznie na podsta-
wach arytmetycznych — nieskoriczo-
nych ciggach liczb wymiernych” (s.
211). W ten sposéb Bolzano doko-

nal w istocie doglebnej arytmetyzacji
analizy matematycznej.

Nalezy w tym miejscu zadaé py-
tanie, w jakim sensie Bolzano an-
tycypowal Cauchy’ego, Weierstrassa,
Cantora i innych. We wstepie do
swej rozprawy Dadaczynski pisze, iz
bedzie ,,’zyczliwie’ dopatrywaé sie
w poszczegdlnych poczynaniach Bol-
zana antycypacji po6zniejszych roz-
wigzan” (s. 20). Ale co to zna-
czy? Rozpatrzmy przyktad: Na s. 106
Dadaczynski przytacza twierdzenie
sformulowane przez Bolzana, ktére
w dzisiejszym jezyku mozna by ujaé
nastepujaco: Kazdy ciag Cauchy’ego
zmierza do pewnej granicy (abstra-
huje od tego, ze — wedle dzisiej-
szych standardéw — twierdzenie to
jest niescisle bez podania przestrzeni,
w ktérej ma ono zachodzi¢). Na-
lezy si¢ zgodzi¢, ze poprzednik tego
twierdzenia (w sformulowaniu Bol-
zana) jest w istocie poprawng defi-
nicjg ciggu Cauchy’ego i ze latwo ja
przelozy¢ na wspélczesny ,,jezyk delt
i epsilonéw”. Nastepnik tego twier-
dzenia mialtby by¢ antycypacjg p6z-
niejszej definicji granicy ciggu. Na-
stepnik ten w sformutowaniu Bolzana
brzmi: ,to za kazdym razem istnieje
pewna stata wielko$¢, i to tylko jedna,
do ktérej wyrazy tego ciggu coraz
bardziej si¢ zblizaja, i ktére moga po-
dejs¢ do niej tak blisko, jak tylko si¢
chcee, jesli ten ciag odpowiednio si¢
przedtuza” (s. 106). Widzimy, ze po-
zostaly tu niejasne intuicje ,,zbliza-

nia si¢”’ i "podchodzenia”. Dadaczyii-
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ski pisze: ,,Bolzano byt w stanie po-
daé definicj¢ granicy ciagu, postugu-
jac sie ’algebra nieréwnosci’ i wy-
razeniami kwantyfikatorowymi, a nie
uczynit tego ze wzgledéw stylistycz-
nych. Musiatby bowiem w nastgpniku
implikacji — wewnatrz jednego zda-
nia zlozonego — uzy¢ tych samych
lub bardzo zblizonych sformulowarn
do tych, ktérych uzyt w jego poprzed-
niku” (ss. 108—109). Jest to niewat-
pliwie interpretacja ,,zyczliwa’. Mu-
simy takze pamietaé, ze nie jest to
definicja explicite, lecz jedynie ,,w
uwikfaniu” (jako nastepnik w twier-
dzeniu). Jest to stopiefi zyczliwosci,
ktory chetnie akceptuje.

Wieksze opory mialbym w sto-
sunku do tego, co Dadaczynski pi-
sze na temat Bolzana definicji gra-
nicy funkcji. Jego zdaniem, definicja
ta jest implicite zawarta w Bolzanow-
skiej definicji cigglosci funkcji. Da-
daczynski powoluje si¢ na fakt, ze
funkcja f jest ciggta w danym punk-
cie xo wtedy i tylko wtedy, gdy po-
siada w tym punkcie skoficzong gra-
nice f(xp). ,Jest zatem oczywiste,
ze jesli Bolzano byl w stanie prawi-
dlowo — z punktu widzenia weier-
strassowskiego paradygmatu analizy
— zdefiniowa¢ ciggto$¢ funkcji, to
byt tez w stanie prawidtowo zdefinio-
waé granice funkcji” (s. 120). ,,Byt
w stanie”, ale nie zdefiniowat. Oprécz
tego, ze si¢ ,jest w stanie”, nalezy
jeszcze dostrzec konieczno$¢ wpro-
wadzenia odpowiedniej definicji.

Wréémy do zagadnienia doktad-
nej arytmetyzacji analizy matema-
tycznej. Okazuje si¢, ze w Swo-
jej konstrukcji liczb rzeczywistych
Bolzano w istocie postuzyl sie
wielkosciami nieskoficzenie matymi
(;,niearchimedesowymi”). Dadaczyni-
ski jest zdania, ze mimo tej nie-
konsekwencji w Bolzanowskim pro-
gramie arytmetyzacji analizy, mozna
jednak z niego ,,wyrugowac” ,,wiel-
kosci niearchimedesowe” i tym sa-
mym ocali¢ program arytmetyzacji.
W rozumieniu Bolzana, nieskoncze-
nie mate to jakikolwiek ciag liczb
wymiernych zbiezny do zera. ,.Za-
tem wszystkie Bolzanowskie wielko-
$ci niearchimedesowe [...] sa kon-
struowane za pomoca metod $cisle
arytmetycznych, dokfadniej: za po-
moca nieskoriczonych ciggéw liczb
wymiernych” (s. 218). Mozna zgo-
dzi¢ si¢ z tym, ze — jak pisze Da-
daczyniski — koncepcja Bolzana jest
,redukowalna do dziedziny liczb wy-
miernych” (s. 218), ale czy nie jest
to jednak przejaw pewnej ,,pojecio-
wej inercji”’?

Sprawa ma dalszy cigg. W opar-
ciu o koncepcje Bolzana C. Schme-
iden i D. Laugwitz skonstruowali
tzw. przez nich dziedzing Q-liczb,
a potem Laugwitz wykazal, ze
jest ona jednym z niestandardowych
modeli arytmetyki liczb rzeczywi-
stych, na ktérych A. Robinson opart
swoja niestandardowa analizg. Po-
niewaz za$§ — jak pisze Dadaczyn-
ski — dziedzina tzw. liczb mie-
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rzalnych, skonstruowana przez Bol-
zana ,.stanowi precyzyjna antycypa-
cje dziedziny Q-liczb” (s. 225), wiec
i Bolzano jest, w jakim$ sensie,
poprzednikiem analizy niestandardo-
wej. OczywiScie, nie mozna temu za-
przeczy¢, ale nalezy to do natury ma-
tematyki, ze poprawne wyniki w ja-
kiej§ dziedzinie z reguly stanowig
etap do dalszych osiagniec.

Chcac wykaza¢, ze Bolzano an-
tycypowal wykonanie programu lo-
gicyzmu, nalezy zbadaé, czy dys-

ponowal on jaka§ dziedzing, do
ktérej moéglby sprowadzi¢ aryt-
metyke liczb naturalnych. Oka-

zuje sie, ze Bolzano ,,naszkicowal”
pewna tego rodzaju dziedzing; na-
zwijmy jg dziedzing podstawowaq.
Dziedzing t¢, w postaci systemu
aksjomatyczno-dedukcyjnego  zre-
konstruowat F. Krickel (system KRI).
Opierajac si¢ na tym systemie, Da-
daczynski podejmuje prébe skonstru-
owania modelu arytmetyki liczb na-
turalnych (na wzoér Peana). W tym
celu modyfikuje on system KRI,
zmieniajac definicje wieloSci 1 roz-
wija system w pozadanym przez
siebie kierunku. Rozdzial czwarty
zawiera polformalne przedstawienie
zmienionego systemu KRI, natomiast
Aneks (68 stron druku) przedstawia
system w postaci sformalizowane;j.
Konstruujgc swojg formalizacje, Da-
daczynski odwotuje si¢ do tekstéw
Bolzana i przekonuje, ze konstru-
owane przez niego formalne definicje
odpowiadajg intuicjom Bolzana. Naj-

pierw pokazuje, ze ,,Bolzano dyspo-
nowal de facto pojeciem liczby kar-
dynalnej, konstruowanej w dziedzi-
nie podstawowe;j” (s. 273). Natomiast
Bolzano nie podat aksjomatyki liczb
naturalnych, ale Dadaczynski prze-
konuje, ze taka aksjomatyke mozna
skonstruowaé w oparciu o elementy,
ktére znajdujg si¢ u Bolzana. (Przy
okazji bardzo interesujgce i wni-
kliwe sg analizy Dadaczynskiego,
dotyczgce pytania, czy Bolzano znal
definicje zbioru nieskonczonego; po-
wszechnie przyjmuje si¢, ze to wia-
$nie Bolzano podal jako pierwszy
takg definicj¢.) Konstrukcja taka
jest przeprowadzona w rozdz. 4. Na
str. 321 czytamy: ,,Zatem wszystkie
pojecia pierwotne arytmetyki liczb
naturalnych Peana mozna zdefinio-
waé w kategoriach teorii mnogosci
i wtedy aksjomaty tej arytmetyki
stajg si¢ twierdzeniami teorii mno-
gosci. Arytmetyka liczb naturalnych
Peana posiada w ten sposéb model
teoriomnogosciowy, co oznacza re-
alizacje najwazniejszego punktu pro-
gramu logicyzmu (szeroko rozumia-
nego): sprowadzenie arytmetyki liczb
naturalnych do teorii mnogosci —
dyscypliny bardziej podstawowe;j”.
Znajac wspoblczesne formalizacje
arytmetyki, uderza ogromne skom-
plikowanie systemu Bolzana. Zeby
go dobrze uporzadkowaé i zrozu-
mieé, trzeba bylo mréwczej pracy
Dadaczynskiego, ktéry wprowadzit
aksjomatyczny porzadek w czgsto
luZzne notatki praskiego uczonego.
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Ma racje Dadaczynski, gdy twier-
dzi, ze jedno z gléwnych 7ré-
det skomplikowania systemu Bol-
zana lezy w jego trudnym do ope-
rowania pojeciu wielosci, ktéremu
brak logicznej przejrzystosci canto-
rowskiego zbioru. Ciekawa jest réw-
niez inna réznica pomig¢dzy ujeciem
Bolzana a klasycznym programem
logicyzmu. Bolzano starat si¢ wypro-
wadzi¢ arytmetyke liczb naturalnych
,nie z samych aksjomatéw (twier-
dzen i definicji) logiki, jak to po-
stulowat G.W. Leibniz, ale z pew-
nej ontologii (za pomoca narze¢dzi
logicznych), bo tak nalezy pojmo-
waé dziedzing podstawowa 'naszki-
cowang’ przez praskiego matema-
tyka...” (s. 326).

Ksigzka Jerzego Dadaczyn-
skiego nie jest lektura latwa, ale
stanowi wazny wklad do dziejéw fi-
lozofii matematyki.

Michat Heller

KWANTOWE NIELOKALNOSCI
Z PERSPEKTYWY LOGIKA

<& Tomasz F. Bigaj, Non-Locality
and Possible Worlds.

A Counterfactual Perspective on
Quantum Entanglement, Ontos
Verlag, Frankfurt — Paris —
Ebikon — Lancaster — New
Brunswick, 2006, s. 294.

O peknieciu migdzy kulturg hu-
manistyczng a kulturg nawiazujaca
do nauk (sciences) méwi si¢ od
dawna. Mniej znane, ale niemal réw-
nie glebokie jest pekniecie pomie-
dzy fizyka a filozofiag fizyki (w wer-
sji tzw. anglosaskiej filozofii anali-
tycznej). Filozofowie fizyki sg z re-
guly sami dobrze wyksztatlconymi fi-
zykami, ale spos6b uprawiania ich
dyscypliny zwykle z czasem zmienia
ich perspektywe widzenia. W efek-
cie fizycy i filozofowie fizyki na ogét
malo interesujg si¢ wynikami kole-
gOw z przeciwnego obozu i niezmier-
nie rzadko analizy filozoficzne sg wy-
korzystywane przez fizykow. Ksigzka
Tomasza Bigaja sytuuje si¢ zdecydo-
wanie w obozie filozoféw fizyki.

Po stynnych nieréwnosciach
Bella i serii nawigzujacych do nich
zaawansowanych doswiadczen (kt6-
rych liczba i wyrafinowanie nieustan-
nie rosng), powstala — a w kaz-
dym razie bardzo ozywita si¢ —
nowa dziedzina badan. Zainicjowana
stynna pracg Einsteina, Rosena i Po-
dolsky’ego z 1935, byta ona dotych-
czas uwazana za dziedzing filozo-
ficzna, teraz jednak stala si¢ domeng
badaii wregcz laboratoryjnych. Nie
zmniejszyto to bynajmniej zaintere-
sowan nig filozoféw. Wrecz prze-
ciwnie, liczba analiz filozoficznych
ro$nie lawinowo. Nic dziwnego, cho-
dzi bowiem o tak filozoficzne po-
jecia, jak: przyczynowos¢, nielokal-
no$¢, realizm. Ksigzka Tomasza Bi-
gaja mieSci si¢ wlasnie w tym nurcie.



