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NIEJASNOSCI ZWIAZANE Z BERNARDA
BOLZANA ,,DEFINICJA” ZBIORU
NIESKONCZONEGO

Jednym najglosniejszych tekstow B. Bolzana jest 20. paragraf
jego Paradoxien des Unendlichen wydanych po§miertnie w roku 1851
w Lipsku. Jest tak dlatego, poniewaz czasami uwaza si¢, za autorem
uwag do drugiego wydania tej pracy H. Hahnem, ze paragraf ten za-
wiera historycznie pierwsza antycypacje Dedekindowskiej refleksyw-
nej definicji zbioru nieskoriczonego. Mozliwe jest jednak i takie od-
czytanie tekstu praskiego matematyka, ktére neguje taka antycypacje,
a takze zupetnie ,,nowatorskie” odczytanie wspomnianego paragrafu,
autorstwa tworcy alternatywnej teorii mnogosci P. Vopénki. Celem
niniejszej pracy jest préba wyjasnienia — wobec wieloSci interpreta-
cji, szczeg6lnie w dobie ,,povopénkowskiej” — intencji, ktore wigzat
B. Bolzano z tekstem 20. paragrafu Paradoxien des Unendlichen.

Przed przytoczeniem tekstu klasycznego paragrafu nalezy koniecz-
nie wskaza¢ najwazniejsze tezy wczesniejszych paragraféw Parado-
xien des Unendlichen, tak, by klasyczny tekst osadzi¢ we wiaSciwym
kontekscie. W poprzedzajacych paragrafach B. Bolzano twierdzi m.in.,
ze:
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[T1]: znaczenie terminu ,nieskoficzono$¢” nalezy wydoby¢ z je-
zykowego sposobu uzywania (Sprachgebrauch) tegoz terminu';

[T2]: przymiotnik ,nieskoriczony” mozna orzeka¢ o zbiorach
(i wielkosciach)?;

[T3(implicite)]: wszystkie elementy kazdego zbioru mozna ,,uto-
zy&” w ciag, ktéry bedzie posiadat element pierwszy>;

[D1]: zbidr jest nieskoriczony wtedy i tylko wtedy, gdy wspo-
mniany ciag jego elementéw nie posiada elementu ostatniego®;

[T4]: istnieje zbiér nieskoficzony ziozony elementéw abstrakcyj-
nych — pozaczasowych i pozaprzestrzennych (np. zbiér zdari samych
w sobie, zbiér prawd samych w sobie, zbidr liczb naturalnych, zbiér
wielkosci (tzn. liczb rzeczywistych))’.

Nalezy zauwazy¢, ze w paragrafach 1-19 Paradoxien des Unen-
dlichen zawarta juz jest B. Bolzana definicja zbioru nieskoriczonego.
Jest to sformutowanie [D1], ktére zreszta posiada ksztatt definicji kla-
sycznej. B. Bolzano doszed! do swej definicji nieskoriczonosci (zbioru
nieskoficzonego) przy pomocy narzedzi charakterystycznych pdzniej
(w XX w.) dla filozofii analitycznej, tzn. przy pomocy analizy jezy-

'Por. B. Bolzano, Paradoxien des Unendlichen, Meiner, Leipzig 19212, par. 2.

2Por. B. Bolzano, Paradoxien des Unendlichen, par. 2. Prowadzone wspélczesnie
badania pokazaly, ze teoria, ktérg budowal B. Bolzano, aby na niej oprze¢ mate-
matyke, s3 czyms$ ,,poSrednim” pomiedzy cantorowska teorig mnogos$ci mereologia
[por. F. Krickel, Teil und Inbegriff. Bernard Bolzanos Mereologie, Akademia Verlag,
Sankt Augustin, 1994; J. Dadaczyriski, Bernard Bolano i idea logicyzmu, Tarnéw
2006]. Bolzanowskie znaczenie terminu ,,zbiér” (Menge) nie odpowiada zatem zna-
czeniu, ktére wigze si¢ z tym terminem w cantorowskiej tradycji teorii mnogos$ci.
Tym niemniej pokazano, ze istnieje ,,przeklad” z jezyka Bolzana na jezyk Cantora,
taki, Ze zbiory cantorowskie odpowiadaja zbiorom Bolzanowskim, za§ Bolzanowskiej
mereologicznej relacji bycia czg¢$cia catosci odpowiada relacja inkluzji (cantorow-
skiego) podzbioru w (cantorowskim) zbiorze [por. J. Dadaczyiiski, Bernard Bolano
i idea logicyzmu, s. 301-304]. Dlatego w niniejszym tekScie — bez szkody, dla jego
merytorycznej zawartoSci — postuzono si¢, zamiast Bolzanowskimi, cantorowskimi
zbiorami, za$§ wspomniang relacje mereologiczng zastgpiono inkluzja zbioréw nie-
skoriczonych.

3Por. B. Bolzano, Paradoxien des Unendlichen, par. 8, 9.

4Por. B. Bolzano, Paradoxien des Unendlichen, par. 9.

SPor. B. Bolzano, Paradoxien des Unendlichen, par. 13.
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kowej. Odrzucit on inne definicje nieskoiczonosci (np. zbiér nieskon-
czony to zbidr niepowickszalny) i do konca tekstu Paradoxien des
Unendlichen stosowal konsekwentnie sformutowanie [D1] jako defini-
cje nieskoniczonosci.

To ostatnie stwierdzenie, w polaczeniu ze spostrzezeniem, ze
B. Bolzana ,,definicja” nieskoiiczonego zbioru z klasycznego paragrafu
20. Paradoxien des Unendlichen nie posiada formy definicji klasycz-
nej, prowadzi do stwierdzenia, ze tekst wspomnianego paragrafu nie
zawieral — wedlug zamierzeit B. Bolzana — definicji zbioru nieskori-
czonego. O tym, jaki sens chcial zwigza¢ praski matematyk z klasycz-
nym tekstem, musi rozstrzygna¢ jego analiza.

Paragraf 20. Paradoxien des Unendlichen rozpoczyna si¢ naste-
pujaco (dla potrzeb czytelnoSci analizy tekst rozbity zostat na cztery
czesci [B1] — [B4]):

[B1],,PrzejdZmy teraz do rozwazenia wysoce osobliwej wlasciwo-
Sci, ktéora moze zachodzi¢ w relacji (Verhdltnisse) dwoch zbioréw
(Mengen) wtedy, gdy sa one nieskoniczone, i wlasciwie zachodzi za-
wsze, a ktéra przeoczato si¢ dotad

[B2] ze szkoda dla poznania pewnych waznych prawd metafizyki
oraz fizyki i matematyki, i taka, ze jeSli ja teraz sformutuje, to wyda
si¢ ona tak paradoksalna, ze konieczne byloby zatrzymanie si¢ przy
jej rozwazaniu nieco diuze;j.

[B3] Twierdz¢ mianowicie: dwa zbiory (Mengen), obydwa nie-
skoficzone, moga pozostawaé do siebie w takiej relacji (Verhdltnisse),
ze, z jednej strony, mozliwe jest potgczenie kazdego przedmiotu nale-
zacego do jednego zbioru (Menge) w pare z pewnym [przedmiotem —
J. D.] drugiego [zbioru — J. D.], w ten sposéb, ze zaden pojedynczy
przedmiot z obydwu zbioréw (Mengen) nie pozostanie niewlaczony
w jaka$ pare i zaden [przedmiot — J. D.] nie wystapi w dwu albo
wigcej parach;

[B4] z drugiej strony jest jednak przy tym mozliwe, ze jeden z tych
zbioréw (Mengen) zawiera w sobie drugi jako czg$¢, tak ze wielosci
(Vielheiten), ktére one [tzn. zbiory — J. D.] przedstawiaja, jesli potrak-
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tuje si¢ ich [tzn. zbioréw — J. D.] przedmioty jako réwne, tzn. jako
jednostki, pozostaja do siebie w wielorakich relacjach (Verhdltnisse)”®.

Gdyby — jako mysla przewodnig — kierowacd si¢ tytulem pracy
B. Bolzana, ktdry sugeruje, ze praski autor miat zamiar zestawi¢ pewne
paradoksy dotyczace nieskoficzonosci, to nalezaloby zwréci¢ uwage na
fragment [B3] + [B4] paragrafu 20. Uzyskuje si¢ wtedy nastepujacy
tekst:

[P20A] Twierdze mianowicie: dwa zbiory (Mengen), obydwa nie-
skonficzone, moga pozostawaé do siebie w takiej relacji (Verhdltnisse),
ze, z jednej strony, mozliwe jest potgczenie kazdego przedmiotu nale-
zacego do jednego zbioru (Menge) w pare z pewnym [przedmiotem —
J. D.] drugiego [zbioru — J. D.], w ten sposéb, ze zaden pojedynczy
przedmiot z obydwu zbioréw (Mengen) nie pozostanie niewlaczony
w jaka$ pare i zaden [przedmiot — J. D.] nie wystapi w dwu albo
wiecej parach; z drugiej strony jest jednak przy tym mozliwe, ze je-
den z tych zbioréw (Mengen) zawiera w sobie drugi jako czgs¢, tak
ze wieloSci (Vielheiten), ktére one [tzn. zbiory — J. D.] przedsta-
wiaja, jesli potraktuje si¢ ich [tzn. zbioré6w — J. D.] przedmioty jako
réwne, tzn. jako jednostki, pozostaja do siebie w wielorakich relacjach
(Verhdltnisse)”.

¢,.Ubergehen wir nun zur Betrachtung einer héchst merkwiirdigen Eigenheit, die
in dem Verhiltnisse zweier Mengen, wenn beide unendlich sind, vorkommen kann,
ja eigentlich immer vorkommt, die man aber bisher zum Nachteil fiir die Erkenntnis
mancher wichtigen Wahrheiten der Metaphysik sowohl als Physik und Mathematik
iibersehen hat, und die man wohl auch jetzt, indem ich sie aussprechen werde, in
einem solchen Grade paradox finden wird, dafl es sehr notig sein diirfte, bei ihrer
Betrachtung uns etwas linger zu verweilen. Ich behaupte nimlich: zwei Mengen, die
beide unendlich sind, kdnnen in einem solchen Verhiltnisse zueinander stehen, daf} es
einerseits moglich ist, jedes der einen Menge gehdrige Ding mit einem der anderen zu
einem Paare zu verbinden mit dem Erfolge, daf kein einziges Ding in beiden Mengen
ohne Verbindung zu einem Paare bleibt, und auch kein einziges in zwei oder mehreren
Paaren vorkommt; und dabei ist es doch andererseits moglich, da die eine dieser
Mengen die andere als bloBen Theil in sich faft, so daB} die Vielheiten, welche sie
vorstellen, wenn wir die Dinge derselben alle als gleich, d. h. als Einheiten betrachten,
die mannigfaltigsten Verhéltnisse zueinander haben”, B. Bolzano, Paradoxien des
Unendlichen, par. 20.
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499

Tekst ten mozna ,,przetozy¢” na jezyk wspolczesnych podstaw ma-
tematyki nastepujgco:

[InA] Mozliwe jest, ze istnieje jednojednoznaczne odwzorowanie
zbioru nieskoficzonego A na zbidr nieskoiczony B i jednoczesnie je-
den z tych zbioréw jest podzbiorem wlasciwym drugiego.

Jest oczywiste, ze taka mozliwos¢ stanowila jeszcze dla matematy-
kéw i filozoféw XIX wieku paradoks, znany skadinad przynajmniej od
czaséw Galileusza. Warto tez zwréci¢ uwage na fakt, iz dalsza zawar-
to$¢ paragrafu 20. Paradoxien des Unendlichen potwierdza stuszno$é
opatrzenia sformulowania interpretacji tekstu B. Bolzana [InA] modal-
noscia ,,mozliwe jest”. B. Bolzano najpierw zapowiada dow6éd — co
jest skadinad kolejnym argumentem, ze jego tekst [B1] — [B4] nie za-
wiera, w jego zamiarze, zadnej definicji nieskoriczonosci (zbioru nie-
skoficzonego) — po czym pokazuje, ze obustronnie domknigte prze-
dzialy liczb rzeczywistych (wg terminologii Bolzana: wielkosci) [0, 5]
i [0, 12] mozna jednojednoznacznie na siebie odwzorowac i pierw-
szy przedzial jest podzbiorem wiasciwym drugiego. To oczywiScie
wystarcza jako dow6d mozliwosci [InA].

Na dotychczasowych badaniach mozna by zakoniczy¢ badania
B. Bolzana ,.definicji” zbioru nieskoriczonego, dochodzac do naste-
pujacych konkluzji:

— tekst 20. paragrafu Paradoxien des Unendlichen nie zawieral,
w zamiarze autora, zadnej definicji zbioru nieskoriczonego;

— tekst ten zawiera jedynie opis pewnych paradoksalnych relacji,
ktére moga zachodzi¢ pomiedzy zbiorami nieskoinczonymi (a ktére
byly juz znane np. Galileuszowi);

— w zwigzku z powyzszymi uwagami wspomniany tekst nie powi-
nien by¢ interpretowany jako Bolzanowska antycypacja refleksywnej
definicji zbioréw nieskoriczonych R. Dedekinda.

Jednakze publikacja w roku 1983 swoistej interpretacji niektérych
fragmentéw Paradoxien des Unendlichen dokonanej przez P. Vopénke
nakazuje powrdci¢ do analizy klasycznego tekstu B. Bolzana z 20.
paragrafu Paradoxien des Unendlichen. Interpretacja P. Vopénki im-
plikuje przede wszystkim, ze w analizie B. Bolzana ,,definicji” nie-
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skoniczonosci, nalezy si¢ odwotaé do catego tekstu [B1] — [B4], a nie
tylko — jak to uczyniono wyzej — do jego fragmentu [B3] — [B4].

P. Vopénka, starajac si¢ znaleZ¢ w tekstach B. Bolzana filozoficzne
uzasadnienie dla niektérych zalozei budowanej przez alternatywnej
teorii mnogosci zamieszcza w swojej pracy7nastqpujqcy cytat z Para-
doxien des Unendlichen:

[P20B] ,,PrzejdZmy teraz do rozwazenia wysoce osobliwej wtasci-
wosci, ktéra moze zachodzi¢ w relacji (Verhdltnisse) dwoéch zbioréw
(Mengen) wtedy, gdy sa one nieskoniczone, i wlasciwie zachodzi za-
wsze, a ktérg przeoczato si¢ dotad. [...] Twierdz¢ mianowicie: dwa
zbiory (Mengen), obydwa nieskoriczone, moga pozostawac do siebie
w takiej relacji (Verhdltnisse), ze, z jednej strony, mozliwe jest po-
Taczenie kazdego przedmiotu nalezacego do jednego zbioru (Menge)
w pare z pewnym [przedmiotem — J. D.] drugiego [zbioru — J. D.],
w ten sposéb, ze zaden pojedynczy przedmiot z obydwu zbioréw
(Mengen) nie pozostanie niewlaczony w jakas$ pare i zaden [przed-
miot — J. D.] nie wystapi w dwu albo wigcej parach”.

Cytat, ktérym postuzyl si¢ P. Vopénka jest — jak tatwo to za-
uwazy¢é — zestawieniem tekstéw [B1] i [B3]. Co istotne, P. Vopénka
catkowicie pomija tekst [B4], ,,wyrywajac” go ze zdania ztozonego
[B3] — [B4].

Z tekstu [P20B] wycigga P. Vopénka — istotny dla budowanej
przez siebie alternatywnej teorii mnogosci — wniosek interpretacyjny:

[InB] dla dowolnych zbioréw nieskoriczonych A i B zachodzi: A
i B sg rownoliczne (istnieje (mozna skonstruowac) jednojednoznaczne
odwzorowanie A na B)8.

Co, przy przechodnioSci relacji réwnoliczno$ci zbioréw, prowadzi
do waznej dla P. Vopénki przestanki:

[InB’] wszystkie zbiory nieskoriczone sa réwnoliczne (posiadaja
te samg moc, liczbe kardynalng).

"Por. P. Vopénka, Zbiory aktualnie nieskoriczone, ttum. z rosyjskiego R. Murawski,
s. 150 (137-157), w: Wspdtczesna filozofia matematyki. Wybor tekstow, wyb., przekl.,
koment. R. Murawski, PWN, Warszawa 2002.

8Por. P. Vopénka, Zbiory aktualnie nieskoriczone, thum. z rosyjskiego R. Murawski,
s. 150-151.
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Istotng zaletg interpretacji [InB] i [InB’] jest to, Ze — inaczej
niz [InA] — uwzgledniaja one fragment [B1]. Przy tym interpretacje
[InB] i [InB’] z dwoch mozliwych interpretacji fragmentu [B1] nie
wybieraja tej,

[InB1A] ktéra opiera si¢ na sformufowaniu ,,moze zachodzi¢”,

ale ta,

[InB1B] ktdra opiera si¢ na sformutowaniu ,,(wlasciwie) zachodzi
zawsze”.

Nalezy zauwazyC, ze gdyby interpretacje P. Vopénki [InB]
uwzglednifa interpretacje fragmentu [B1] odwotujgcg sie do [InB1A1],
to miatyby one posta¢ nastepujaca:

[InBalt] istnieja zbiory nieskoriczone A i B takie, ze A i B s3
rownoliczne (istnieje (mozna skonstruowac) jednojednoznaczne od-
wzorowanie A na B).

Poréwnanie [InB] i [InBalt] prowadzi do wniosku, ze wybranie
przez P. Vopénke w analizie 20. paragrafu Paradoxien des Unendli-
chen interpretacji [InB1B] zamiast [InB1A] prowadzi do zastosowa-
nia kwantyfikatora (kwantyfikatoréw) ogdlnego zamiast kwantyfika-
tora (kwantyfikatorow) egzystencjalnego.

Jednakze, mimo cennego uwzglednienia fragmentu [B1] tekstu
B. Bolzana i zwrécenia uwagi na jego niejednoznaczno$¢ interpre-
tacyjna ([InB1A], [InB1B]), sama interpretacja P. Vopénki [InB] nie
wydaje si¢ wlasciwa. Dwa zasadnicze powody tej niewlasciwosci sg
nastepujace:

— P. Vopénka opuszcza istotny fragment [B4], ktéry stanowi o ty-
tutowej paradoksalnosci relacji miedzy zbiorami;

— dowdéd — o ktérym juz wspominano — jakim B. Bolzano
opatruje tekst [B1] — [B4] nie jest dowodem twierdzenia ogdélnego
(opatrzonego kwantyfikatorem ogélnym), a takim jest zdanie [InB].

Poza tym pozostaje jeszcze kwestia tego, czy B. Bolzano uwazat
rzeczywiscie twierdzenie o réwnoliczno$ci wszystkich zbioréw nie-
skoriczonych [InB’] za prawdziwe i czy jest ono rzeczywiscie praw-
dziwe na gruncie Bolzanowskiej ,.teorii mnogoSci”.
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Trzeba stwierdzié, ze poza tekstem [B1] + [B3] (przy interpretacji
[InB1B] i (nieuprawnionym) nieuwzglednieniu fragmentu [B4]) ni-
gdzie w tekScie Paradoxien des Unendlichen nie mozna si¢ dopatrzy¢
twierdzenia, ze wszystkie zbiory nieskoficzone sa réwnoliczne.

7 drugiej strony, to poszukiwane przez P. Vopénke twierdzenie
— potrzebne do uzasadnienia podstaw budowanej alternatywnej teorii
mnogosci — daje si¢, jak sie wydaje, uzasadni¢ na podstawie zawar-
tosci Paradoxiendes Unendlichen (przy uwzglednieniu pewnych zasad
Cantorowskiej teorii mnogosci). Otéz z [T3(implicite)] i [D1] i przy
uwzglednieniu Cantorowskiej zasady, ze kazdy ciag nieskonczony
mozna ,,ponumerowaé” przy pomocy liczb naturalnych (tzn. kazdy
cigg nieskonczony jest réwnoliczny ze zbiorem liczb naturalnych)
wynika, ze wszystkie Bolzanowskie zbiory nieskoficzone sg réwno-
liczne (bo wszystkie one s3 réwnoliczne ze zbiorem liczb naturalnych).
Trzeba jednak zaznaczy¢, ze to twierdzenie, ktére wynika z tekstu Pa-
radoxien des Unendlichen B. Bolzana jest sprzeczne z twierdzeniem,
ktére wynika z innych prac B. Bolzana, jesli oczywiscie zastosuje
si¢ do nich narzedzia Cantorowskiej teorii mnogosci. Otéz badania
historyczne pokazaly, ze B. Bolzano byl pierwszym matematykiem,
ktéry prawidtowo — z dzisiejszego punktu widzenia — skonstruowat
continuum matematyczne — tzw. zbior liczb mierzalnych (dzisiaj po-
wiedziano by: zbiér liczb rzeczywistych)’. Dysponowat on zatem —
czego, nie majac wszystkich narzedzi Cantorowskiej teorii mnogosci,
nie mégt Bolano sam stwierdzi¢ — zbiorem nieskoficzonym (w sensie
Bolzana) nieréwnolicznym ze zbiorem liczb naturalnych. To oczywi-
Scie stoi w sprzecznosci z wyprowadzonym z tekstow Paradoxien des
Unendlichen twierdzeniem, ze wszystkie nieskoriczone (w znaczeniu
Bolzana) zbiory sg réwnoliczne.

Po tych uwagach dotyczacych poszukiwan inspiracji filozoficznej
dla alternatywnej teorii mnogosci P. Vopénki w tekstach B. Bolzana
nalezy powrdci¢ do zasadniczej kwestii niniejszej pracy, tzn. do tego,

°Por. D. Laugwitz, Bolzano’s infinitesimal numbers, “Czechoslovak Mathematical
Journal” 32 [107] (1982), s. 667-670.
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jaki sens wigzal praski matematyk z XIX w. ze swoja ,,definicjg”
zbioru nieskoriczonego z 20. paragrafu Paradoxien des Unendlichen.

Aby wykorzysta¢ pozytywy interpretacji P. Vopénki, nalezy w dal-
szej pracy nad tekstem ,.definicji” B. Bolzana uwzgledni¢ istotny frag-
ment tekstu [B1] i mozliwo$¢ jego interpretacji ,,w duchu” [InB1B],
za$ by wyeliminowaé wady interpretacji P. Vopénki, nalezy koniecznie
uwzgledni¢ fragment [B4].

Woéwczas otrzymuje si¢ nastepujacy tekst, ,,wyjety” z 20. paragrafu
Paradoxien des Unendlichen:

[P20C] ,,PrzejdZmy teraz do rozwazenia wysoce osobliwej wlasci-
wosci, ktora moze zachodzié [podkr. — J. D.] w relacji (Verhdltnisse)
dwoch zbioréw (Mengen) wtedy, gdy sg one nieskoniczone, i wlasciwie
zachodzi zawsze [podkr. — J. D.], a kt6rg przeoczalo si¢ dotad [...].
Twierdze mianowicie: dwa zbiory (Mengen), obydwa nieskoriczone,
moga pozostawaé do siebie w takiej relacji (Verhdltnisse), ze, z jed-
nej strony, mozliwe jest potaczenie kazdego przedmiotu nalezacego do
jednego zbioru (Menge) w pare z pewnym [przedmiotem — J. D.] dru-
giego [zbioru — J. D.], w ten sposéb, ze zaden pojedynczy przedmiot
z obydwu zbioréw (Mengen) nie pozostanie niewlaczony w jakas pare
i zaden [przedmiot — J. D.] nie wystagpi w dwu albo wigcej parach;
z drugiej strony jest jednak przy tym mozliwe, ze jeden z tych zbioréw
(Mengen) zawiera w sobie drugi jako czes¢, tak ze wielosci (Vielhe-
iten), ktére one [tzn. zbiory — J. D.] przedstawiaja, jesli potraktuje si¢
ich [tzn. zbioréw — J. D.] przedmioty jako réwne, tzn. jako jednostki,
pozostaja do siebie w wielorakich relacjach (Verhdltnisse)”

Przy — jak to juz zaznaczono — zalozeniu [InB1B] otrzymuje si¢
nastepujaca interpretacje tekstu [P20C]:

[InC] dla dowolnych zbioréw nieskoriczonych A i B zachodzi: A
i B sa réwnoliczne i A jest podzbiorem wiasciwym B lub B jest pod-
zbiorem wlasciwym A.

Jest to, w oczywisty sposéb twierdzenie falszywe, poniewaz dla
dwéch (dowolnych) zbioréw nie zawsze zachodzi to, ze jeden jest
podzbiorem wilasciwym drugiego zbioru. Mozna by jeszcze ratowad
interpretacje [InC] przez prébe zamiany drugiego cztonu koniunkcji
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na stwierdzenie, ze jednojednoznaczny obraz A’ zbioru A jest pod-
zbiorem wiasciwym B lub jednojednoznaczny obraz B’ zbioru B jest
podzbiorem wiasciwym B, ale jest to z pewno$cig interpretacja za
daleko odchodzaca od intencji B. Bolzana (ktéry nie postugiwat si¢
pojeciem obrazu zbioru).

Istnieje jednak inne — lepsze, jak si¢ wydaje — rozwigzanie za-
istniatej sytuacji problemowej. Otz wyrazenie ,,(wlasciwie) zachodzi
zawsze” — na ktére zwrdcit uwage P. Vopénka, i ktére ,,przetozyt”
w swej interpretacji [InB], przy pomocy kwantyfikatora (kwantyfika-
toréw) ogdlnego na stwierdzenie ,,dla dowolnych (zbioréw nieskon-
czonych)” — nalezy, jak si¢ wydaje, interpretowa¢ mniej radykalnie.
Zamiast dwoch — w istocie — kwantyfikatoréw ogdlnych, trzeba, by
odda¢ mysl B. Bolzana, zastosowaé jeden kwantyfikator ogdlny i je-
den kwantyfikator egzystencjalny. Wydaje si¢ to dobrze odzwierciedla¢
przejScie B. Bolzana z [B1] od ,,moze zachodzi¢” do ,,(wlasciwie) za-
chodzi zawsze”. Otrzymuje si¢ wtedy bowiem, przy preferowanym
przez P. Vopénke wyborze [InB1B] zamiast [InB1A], nastepujaca in-
terpretacje tekstu [P20C]:

[InD] dla kazdego zbioru nieskoriczonego A istnieje zbidr nieskon-
czony B, taki, ze A i B s3 réwnoliczne i A jest podzbiorem wiasciwym
B lub B jest podzbiorem wilasciwym A.

Warto$¢ tej interpretacji tekstu [P20C] polega na tym, ze — przy
znanym B. Bolzanowi fakcie, iz wyrazona w [InD] wlasnos¢ nie zacho-
dzi dla zadnego skoriczonego (w sensie Bolzana) zbioru — pozwala
uchwyci¢ w tekscie t¢ wlasnos$¢ definicyjng zbioréw nieskorniczonych,
ktéra w swej definicji refleksyjnej zbioru nieskoficzonego wykorzystat
R. Dedekind. Byt to jedna z popularnych sposobéw odczytania tekstu
[B1] — [B4]'°, do czasu powstania pracy P. Vopénki, ktéry zupetnie
inaczej rozumial B. Bolzana ,.definicj¢” zbioru nieskoficzonego.

Jest jednak istotny argument §wiadczacy o niestusznosci interpre-
tacji [InD] tekstu [P20C]. Jak juz kilkakrotnie wspomniano, wtasnos¢

0Tak interpretowat 20.paragraf Paradoxien des Unendlichen H. Hahn, ktérego
uwagami zaopatrzone jest drugie wydanie pracy Bolzana (por. H. Hahn, Anmerkungen
zu Par. 20, 21, w: B. Bolzano, Paradoxien des Unendlichen.
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zawarta w tekScie [P20C] (doktadniej: [B1] — [B4]) zaopatrzona jest
przez B. Bolzana dowodem. Wykazanie, ze przedzial liczbowy [O,
5] jest rownoliczny z przedziatem liczbowym [0, 12] i jednocze$nie
pierwszy przedzial zawiera si¢ w drugim, nie jest dowodem dla wta-
snosci sformufowanej w [InD], ktéra rozpoczyna si¢ od kwantyfikatora
og6lnego (po wszystkich zbiorach nieskoriczonych).

Trzeba przy tym zaznaczyC, ze B. Bolzano moze by¢ uwazany za
pierwszego uczonego zajmujacego si¢ z powodzeniem teorig dowodu
w dzisiejszym tego slowa znaczeniu, dlatego tez uzycie przez niego
terminu ,,dow6d” w 20. paragrafie Paradoxien des Unendlichen byto
z pewnoscia gleboko przemyslane.

Mimo, iz pozornie wydaje si¢, ze ostatnia uwaga zdaje si¢ przekre-
Sla¢ stusznos$¢ interpretacji [InD] tekstu B. Bolzana, to jednak mozna
pokazaé, ze w istocie prowadzi ona do wiasciwego odczytania tegoz
tekstu, w ktdrej interpretacja [InD] zostanie jednak uwzgledniona.

Jesli to, co B. Bolzano okresla mianem ,,dowodu”, rzeczywiscie
potraktowaé jako dowdd jakiej$ wlasnosSci (twierdzenia) — a nie ma
zadnych racjonalnych przestanek, aby postapi¢ inaczej — to musi miec¢
ona posta¢ nastepujaca:

[InE] istnieje zbiér nieskoficzony A i istnieje zbidr nieskoriczony
B, takie, ze A i B sa réwnoliczne i A jest podzbiorem wiasciwym B
lub B jest podzbiorem wlasciwym A.

Interpretacja [InE] zatraca jednak — preferowang przez P. Vopénke
i przyjeta tutaj w kolejnych prébach rozumienia tekstu B. Bolzana —
interpretacje [InB1B] tekstu [B1] i przyjmuje w zasadzie interpretacje
[InB1A] tekstu [B1] (w istocie tez [InE] nie odbiega od [InA], czyli
analizy znalaztyby sie w punkcie wyjscia). Poniewaz jednak pomiedzy
[InB1A] i [InB1B] nie zachodzi relacja wykluczania (zachodzi rela-
cja bycia uogélnieniem), dlatego wydaje si¢ najlepszym rozwiazaniem
oddanie tekstu [P20C] przy pomocy koniunkcji dwéch zdan (z ktérych
drugie zachowuje interpretacje [InB1B] tekstu [B1]): [InE] i [InD]).
Woéwczas interpretacja tekstu [P20C] jest nastepujgca:

[InF] istnieje zbidr nieskoriczony A i istnieje zbidér nieskoriczony
B, takie, ze A i B sg rownoliczne i A jest podzbiorem wlasciwym B lub



NIEJASNOSCI ZWIAZANE 7z B. BOLZANA ,, DEFINICJA”... 111

B jest podzbiorem wiasciwym A (dla tego zdania B. Bolzano przed-
stawia dowoéd w dalszej czesci 20. paragrafu) i dla kazdego zbioru
nieskoficzonego A istnieje zbidr nieskoriczony B, taki, ze A i B s3
roéwnoliczne i A jest podzbiorem wiasciwym B lub B jest podzbiorem
wlasciwym A (dla tego zdania B. Bolzano nie przedstawit dowodu).

Interpretacja [InF] ma szereg zalet. Dla czytelnika potowy XIX
wieku zawiera (tytulowy) paradoks. Dowdd zamieszczony przez
B. Bolzana po tym tekscie jest rzeczywiscie dowodem dla pierwszego
zdania z [InF]. Zawiera ona tez w sobie okreSlenie pdZniejszej defini-
cyjnej wlasnosci zbioréw nieskoriczonych.

Trudnodci interpretacyjne tekstu [P20C] wynikajg z nie do korica
klarownego sformutowania zdania fragmentu [B1]. Jak wynika ze
wstepu F. Prihonsky’ego, wydawcy Paradoxien des Unendlichen, tekst
rekopiSmienny pozostawiony przez B. Bolzana nie byt — w zamierze-
niu praskiego matematyka — ostatecznym tekstem jego pracy, zawie-
ral sporo niejasnosci i byt miejscami nieczytelny''. Mozna go trakto-
wac jako rekopis, ktéry nie przeszedl jeszcze ostatnich prac redakcyj-
nych. Stad zapewne wzi¢lo si¢ doS¢ niejasne sformutowanie fragmentu
[B1]. Mozna przypuszczaé, ze B. Bolzano najpierw sformufowat wia-
sno$¢ [InE], opatrzyt ja dowodem, a potem, np. podczas ktdrejs z ko-
rekt doszed! do wniosku, Ze zachodzi wtasnos¢ [InD], nie zapisat jej
jednak catej, a jedynie ,,wtracil” w [B1] stowa ,,i wlasciwie zachodzi
zawsze”, co doprowadzito do péZniejszych trudnosci interpretacyjnych.
,,Poprawiony” — zgodnie z zaakceptowang tu interpretacja — tekst za-
sadniczy 20. paragrafu Paradoxien des Unendlichen mégtby wygladad
nastepujaco [POPR1] — [POPRS5]:

1 Der Herausgeber erhielt diese Abhandlung im Manuskripte aus dem Nachlasse
des Verfassers von dessen Erben mit der Verbindlichkeit, sie sobald als moglich zum
Drucke zu fordern, und iibernahm diese Verpflichtung [...]. Nun erst sah er sich in
den Stand gesetzt, die lange bereits besorgte Abschrift nach dem nicht immer sehr
lesbaren, hier und da sogar inkorrekten Manuskripte zu verbessern, eine genaue In-
haltsanzeige zur leichteren Benutzung des Biichleins zu fertigen und einen tauglichen
Verlagsort dafiir aufzusuchen”, F. Piihonsky, Vorwort des Herausgebers, w: B. Bol-
zano, Paradoxien des Unendlichen, s. VI (V-VI).
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[POPR1] PrzejdZzmy teraz do rozwazenia wysoce osobliwej wlasci-
wosci, ktora moze zachodzié [podkr. — J. D.] w relacji (Verhdltnisse)
dwdch zbioréw (Mengen) wtedy, gdy sa one nieskoniczone, a ktérg
przeoczato si¢ dotad.

[POPR2] = [B2]

[POPR3] Twierdze mianowicie: dwa zbiory (Mengen), oby-
dwa nieskoiczone, moga pozostawaé¢ do siebie w takiej relacji
(Verhdiltnisse), ze, z jednej strony, mozliwe jest potaczenie kazdego
przedmiotu nalezacego do jednego zbioru (Menge) w pare¢ z pewnym
[przedmiotem — J. D.] drugiego [zbioru — J. D.], w ten sposéb,
ze zaden pojedynczy przedmiot z obydwu zbioréw (Mengen) nie po-
zostanie niewlaczony w jaka$ pare i zaden [przedmiot — J. D.] nie
wystapi w dwu albo wiecej parach; z drugiej strony jest jednak przy
tym mozliwe, ze jeden z tych zbioréw (Mengen) zawiera w sobie
drugi jako czes¢, tak ze wieloSci (Vielheiten), ktére one [tzn. zbiory
— J. D.] przedstawiaja, jesli potraktuje si¢ ich [tzn. zbioréw — J. D.]
przedmioty jako réwne, tzn. jako jednostki, pozostajg do siebie w wie-
lorakich relacjach (Verhdiltnisse).

[POPR4] dowod [POPR3] — pokazanie, ze przedziat liczbowy [0,
5] jest rownoliczny z przedziatem liczbowym [0, 12] i pierwszy zbior
Jjest podzbiorem wiasciwym drugiego.

[POPRS] uwaga uogdlniajgca B. Bolzana (niezaopatrzona dowo-
dem), stwierdzajgca — w jego jezyku — zachodzenie [InD]: dla kaz-
dego zbioru nieskornczonego A istnieje zbior nieskorniczony B, taki, Ze
A i B sq rownoliczne i A jest podzbiorem wtasciwym B lub B jest
podzbiorem wtasciwym A.

Tekst B. Bolzana zawiera zatem witasno$¢ [InD], [POPRS5], ktéra
potem stala si¢ definicyjng wlasnoScig zbior6w nieskoriczonych. Jej
sformutowanie, cho¢ niecjako mimochodem i w sposéb nietatwy do
odczytania, jest wielkim osiggnigciem B. Bolzana. Podanie tak og6lnej
wlasnoSci bylo mozliwe dopiero w tekstach B. Bolzana, poniewaz on
pierwszy postugiwat si¢ ogélnym pojeciem zbioru — pojeciem zbioru
w ogole.
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Skoro 20. paragraf podaje jednak wilasno$¢ ([InD], [POPRS]),
ktéra w pracach matematykéw pokolenia R. Dedekinda i G. Cantora
zostata wykorzystana do refleksywnego zdefiniowania zbioréw nie-
skoriczonych, to powstaje pytanie, czy jej znajomoS¢ skfonifa B. Bol-
zana do korekty relacji kwantytatywnych pomigdzy zbiorami nieskon-
czonymi i odrzucenia starozytnego aksjomatu teorii wielko$ci, stwier-
dzajacego, iz czeS¢ jest mniejsza od catoSci. Tak przeciez postapili
R. Dedekind i G. Cantor — zmodyfikowali relacje mniejszoSci mocy
zbioru i odrzucili aksjomat Eudoksosa-Euklidesa.

Sytuacja problemowa, przed ktdrg stal réwniez B. Bolzano, byta
nastepujaca. Oczywiste wydawalo si¢ przyjecie, ze dla dowolnych
zbioréw:

(1) LA =LB)=A~B

oraz

(2) L(A) < L(B)=(AC BAA# B),

gdzie ,,L(A)” oznacza ,liczebno$¢” (dzisiaj: moc, liczbe kardy-
nalng) zbioru A, za$ ,,~” oznacza réwnoliczno§¢ (w znaczeniu przyj-
mowanym we wspoélczesnej matematyce) zbiorow.

Ze wzgledu na zachodzenie dla zbioréw nieskoriczonych (w sensie
Bolzana) wtasnosci [POPRS] ([InD]), dla niektérych zbioréw:

(3) (L(A) = L(B)) A (L(A) < L(B)).

Ze wzgledu na oczywisto$¢ stwierdzenia:

(4 (L(A) = L(B)) = ~ (L(A) < L(B))

z (3) otrzymuje si¢ sprzeczno$¢

(5) ~ (L(A) < L(B)) A (L(A) < L(B)).

Jedyne wyjscie z tej sytuacji problemowej, to przeformulowanie
jednej z relacji kwantytatywnych (1) lub (2). R. Dedekind i G. Cantor
zdecydowali si¢ na przeformulowanie (2) i akceptacje (1), zrywajac
tym samym ze starozytnym aksjomatem teorii wielko$ci Eudoksosa,
moéwigcym, iz cze$¢ jest mniejsza od catosci. To rozwigzanie — wbrew
starozytnemu i ,,naturalnemu” aksjomatowi — odziedziczyla po twor-
cach teorii mnogosci matematyka wspoétczesna.

B. Bolzano doskonale zdawat sobie sprawe z sytuacji problemowej
generowanej przez zdanie (5) i z tego, ze jej rozwigzanie prowadzi
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przez zmiang definicji (1) lub (2). Zdecydowat si¢ jednak na zmiang
definicji (1)'?> przy pozostawieniu (2). Oznaczalo to dokladnie tyle,
ze praski matematyk — odmiennie niz tworcy teorii mnogosci — nie
potrafit jeszcze zerwac ze starozytnym paradygmatem matematyki, do
ktérego ,,rdzenia” nalezata bezwzgledna akceptacja zasady ,,cze$¢ jest
mniejsza od catosci”.

B. Bolzano wykonat zatem jeden z istotnych krokéw w kierunku
stworzenia teorii mnogosci — czyli stworzenia ,,Srodowiska” nowocze-
snej matematyki: sformutowatl twierdzenie [InD]. W pewnym sensie,
wskazanym wyzej, pozostal jednak jeszcze w ,,Swiecie” matematyki
starozytnej.

Jesli chodzi o zmiang kwantytatywnej relacji réwnosci migdzy
zbiorami nieskoficzonymi (1), to B. Bolzano jedynie ja zapowiedziat,
ale nigdy jej nie zrealizowal. W kazdym razie pozostawienie defi-
nicji (2) gwarantowalo, nawet gdyby wszystkie zbiory nieskoriczone
(w sensie Bolzana) byly rownoliczne, bogactwo kwantytatywnej roz-
norodnosci ,,Bolzanowskiego krélestwa zbioréw”.

12 BloB aus dem Grunde also, weil zwei Mengen A und B in einem solchen
Verhiltnisse zueinander stehen, dafl wir zu jedem in der einen A befindlichen Teile a,
nach einer gewissen Regeln verfahrend, auch einen in B befindlichen Teil » mit dem
Erfolge aussuchen konnen, daf} die sdmtlichen Paare (a + b), die wir so bilden, jedes
in A oder B befindliche Ding enthalten — blof aus diesem Umstédnde ist es — so
sehen wir — noch keineswegs erlaubt zu schliefen, daf diese beiden Mengen, wenn
sie unendlich sind, in Hinsicht auf die Vielheit ihrer Teile (d. h. wenn wir von allen
Verschiedenheiten derselben absehen) einander gleich seien; sondern sie kdnnen trotz
jenem Verhiltnisse, daB fiir sich selbst allerdings beiderseits gleich ist, ein Verhéltnis
der Ungleichheit in ihren Vielheiten haben, so dal die eine derselben sich als ein
Ganzes, davon die andere ein Teil, herausstellen kann. Auf eine Gleichheit dieser
Vielheiten wird erst geschlossen werden diirfen, wenn irgendein anderer Grund noch
dazukommt, wie etwa, dafl beide Mengen ganz gleiche Bestimmungsgriinde, z. B. eine
ganz gleiche Entstehungsweise haben”, B. Bolzano, Paradoxien des Unendlichen, par.
21.
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SUMMARY

THE AMBIGUITIES ASSOCIATED WITH BERNARD BOLZANOS
“DEFINITION” OF THE INFINITE SET

The aim of the paper is to remove the ambiguities contained in the 20th
Section Bernard Bolzanos ,,Paradoxien des Unendlichen”. Conclusion is that
Bolzano originally wanted only to present in the 20™ Section one of the
(many) paradoxes of infinite sets: an infinite set may be equivalent with its
subset. The proof in the 20t Section applies only to this property. Later
added Bolzano to the text of the 20! Section a generalizing remark. Only
this remark suggests that Bolzano anticipated the reflexive (Dedekindian)
definition of the infinity set.



