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MATEMATYKI

Pojecie struktury przenika cata matematyke. Mowimy o struktu-
rach geometrycznych, topologicznych, rézniczkowych, algebraicznych,
probabilistycznych efc., méwimy o strukturze zbioru rozwigzan danego
réwnania, moéwimy o strukturalnych cechach teorii efc. Cho¢ wigc po-
jecie struktury nie zdefiniowane formalnie!, to postugujemy sie nim
w matematyce bardzo czgsto. Pojecie to pojawia si¢ oczywiscie row-
niez w dyskusjach ontologicznych dotyczacych matematyki, stajac si¢
centralnym pojeciem nurtu strukturalistycznego, (ktéry w ostatnich
latach zyskuje coraz wicksza popularnos¢). Celem tego artykutu jest
prezentacja podstawowych motywacji i stylu mySlenia charakterystycz-
nego dla matematycznego strukturalizmu.

1. MATEMATYKA — NAUKA O STRUKTURACH?

W filozofii matematyki mozemy mowi¢ o dwoch podstawowych
problemach ontologicznych. Pierwszym z nich jest problem istnie-
nia obiektéw matematycznych. Oczywiscie, w sporze mozna wskazaé

'"Mam na mysli fakt, ze nie ma jednej, uniwersalnej definicji struktury, tak jak
mamy jedng definicje funkcji ciaglej czy grupy.
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dwa podstawowe obozy: realistéw i antyrealistéw. W niniejszym ar-
tykule tego problemu nie podejmuje¢ (roboczo zakladajac teze mate-
matycznego realizmu, gdyz tylko przy tym zalozeniu pytanie o naturg
obiektéw matematycznych ma sens). Interesuje nas tu natomiast pro-
blem natury obiektéw matematycznych. Wiaze si¢ z nim szereg pytan.
Czym sg obiekty matematyczne? Jakie sg ich kryteria identycznosci?
Co nadaje tozsamo$c¢ liczbie 5 albo ciggowi liczb naturalnych, zbio-
rowi liczb rzeczywistych lub przestrzeni funkcji cigglych na odcinku
[0,1]? Czy obiekty matematyczne majg wewnetrzng nature — niejako
same w sobie — i jako takie wchodza w relacje z innymi obiektami
(np. liczba 5 wchodzi w relacje mniejszosci z liczba 6)? Czy sa raczej
konstytuowane poprzez pozostawanie w pewnych relacjach z innymi
obiektami matematycznymi? Mdéwiac swobodnie: czy obiekty mate-
matyczne s3 tym, czym sg jedynie dzieki innym obiektom?

W sporze o natur¢ obiektéw matematycznych mozna wyrdznié
dwa podstawowe stanowiska: realizm obiektowy oraz strukturalizm.
Zasadnicza réznica polega na tym, ze zdaniem realisty mozna mowié
o wewnetrznych cechach obiektéw matematycznych, natomiast struk-
turalista istnienie takich cech odrzuca. Mozna wigc powiedzie¢, ze
w myS§l stanowiska realizmu obiektowego tozsamo$¢ obiektu matema-
tycznego jest niejako immanentng cechg tego obiektu. Za zwolennika
takiego pogladu mozna uznaé np. Godla, ktdry zaktadat istnienie ab-
solutnego uniwersum zbioréw, majacych pewna wewnetrzng nature.

Stanowisko strukturalistyczne w radykalnie odmienny sposéb
odpowiada na pytanie o natur¢ obiektéw matematycznych. Jego
gléwna teze mozna wyrazi¢ w formie lapidarnego stwierdzenia, iz
matematyka jest nauka o strukturach, a nie o obiektach. Bezposrednio
wiaze si¢ z nig teza dotyczaca tozsamosci obiektow matematycznych,
ktéra mozna sformutowaé jako stwierdzenie, Ze:

(*) O tozsamosci obiektow matematycznych decyduja wyfgcznie
relacje, w jakie te obiekty wchodza z innymi obiektami.

Zdaniem strukturalistow, obiekty matematyczne nie maja indywi-
dualnej, ,,wewnetrznej” tozsamosci, zas ich cechy sg jedynie cechami
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relacyjnymi. Méwigc inaczej, o tym, czym jest obiekt matematyczny,
decyduja wylacznie relacje, ktdre facza 6w obiekt z innymi obiektami.
W takim ujeciu, uniwersum matematyczne postrzegane jest jako swo-
ista ,,sie¢ relacji”. Obiekty matematyczne sg tylko miejscami w tej
sieci — czy inaczej: o tozsamoS$ci obiektu matematycznego decyduje
wylgcznie miejsce w tej sieci. Liczba 5 nie jest owg liczbg per se,
ale jedynie jako miejsce w pewnej strukturze liczbowej. Struktura jest
wiec pierwotna, za$ obiekty — wtdrne.

Zwolennik realizmu obiektowego sklonny wiec bedzie twierdzic,
ze liczba 5 jest owa liczba niezaleznie od wlasnosci liczb 123456789
i 987654321. W swojej argumentacji moze odwotywac si¢ do faktu,
ze przeciez wiemy duzo réznych rzeczy o liczbie 5 — i zeby si¢ tych
wszystkich rzeczy dowiedzie¢, nie musimy nic wiedzie¢ o liczbach
123456789 i 987654321. Taki jest zreszta porzadek poznawczy —
jako dzieci dokonywaliSmy operacji na liczbie 5, nie majac pojecia, ze
mogg istnie¢ liczby wigksze niz 1000. A zatem — mozna powiedzie¢
— to, jakie sa wtasnosci liczby 5 (i czym jest liczba 5) nie zalezy od
wilasnosci liczb 123456789 i 987654321. Jest ona od nich ontycznie
niezalezna — podobnie jak atom wegla jest ontycznie niezalezny od
zwiazkéw chemicznych, w sktad ktérych wchodzi. OczywiScie, nikt
nie neguje istnienia relacji, jakie taczg 6w atom z innymi atomami,
ale 6w atom jest tym, czym jest, niezaleznie od tego, w jakich zwigz-
kach chemicznych aktualnie pozostaje. Mozna zasadnie twierdzic, ze
dom w Krakowie jest jako indywiduum calkowicie niezalezny on-
tycznie od domu w Gdarisku. To, co czyni dom w Krakowie domem
(a nie kinem czy halg sportowa) nie zalezy bynajmniej od wtasnoSci
doméw w Gdansku — i od relacji doméw w Krakowie do doméw
w Gdarisku?. Realista obiektowy sktonny bedzie w ten sposéb patrzeé
na liczby. Strukturalista nie zgodzi si¢ z takim postawieniem sprawy
i odrzuci teze, Ze obiekty matematyczne moga by¢ od siebie ontycznie
niezalezne.

2Cho¢ oczywiscie przyznajemy, ze domy w Krakowie moga pozostawaé z domami
w Gdarisku w pewnych relacjach: sa podobne, drozsze, mniejsze, pelnia analogiczne
funkcje etc. Jednak to nie owe relacje czyniag domy w Krakowie domami.
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StrukturaliSci przy prezentacji swojego stanowiska ilustrujg je
przyktadami ustroju pafdstwowego albo struktury przedsiebiorstwa. Za-
uwazaja, ze np. funkcja prezydenta USA jest zdefiniowana niezaleznie
od tego, kto akurat t¢ funkcje sprawuje, i — co wazniejsze — zdefi-
niowana jest poprzez odniesienie do catej paistwowej struktury, ktérej
jest czedcia. Nie byloby przeciez sensu zastanawianie si¢ nad tym, czy
prezydent jest zwierzchnikiem sit zbrojnych, gdyby nie bylo sit zbroj-
nych. Podobnie, funkcja np. prezesa firmy czy dyrektora finansowego
nie zalezy od tego, kto aktualnie sprawuje to stanowisko. Analogiczna
sytuacja ma miejsce w wypadku gry w szachy — funkcja gorica,
kréla, hetmana efc. nie zalezy przeciez od tego, jakie konkretnie ka-
waltki drewna (koSci stoniowej, plastiku, szkla efc.) zostang tu uzyte,
a jedynie od ich roli w strukturze szachowej. To, co czyni gorica gon-
cem, nie jest ksztalt figurki, ale jej rola, czyli zespdt relacji taczacych
gofica z pozostatymi figurami. Nie ma sensu méwienie o tym, ze jaka$
figura jest goficem per se, niezaleznie od istnienia i wlasnosci innych
figur.

W samej matematyce tatwo wskazaé przyktady pojec, ktére maja
wstrukturalistyczny posmak’. Paradygmatycznym przykladem jest po-
jecie grupy: mamy tu do czynienia z elementami, na ktérych okreSlone
jest pewne dziatanie, spelniajace okreslone warunki®. Kiedy definiu-
jemy grupe, nie obchodzi nas natura jej elementéw. Twierdzenie, ze
istnieje z doktadnoscig do izomorfizmu dokfadnie jedna grupa okre-
Slonego typu wyraza wilasnie fakt, ze kiedy identyfikujemy grupy tego
typu, nie interesuje nas ,,material”, z ktérego sa one zrobione, ale je-
dynie czysto strukturalne wlasnosci, wyrazone w terminach dziatania
grupowego. Myslimy wowczas o pewnej jedynej strukturze. Nie ma
réwniez sensu mowic, ze element neutralny grupy e € G jest tym ele-
mentem per se, niezaleznie od grupy G. Elementem neutralnym grupy
jest sie tylko w danej grupie! StrukturaliSci uwazaja, Ze taka sama sy-

3Grupa to tréjka (G, e, e), gdzie e jest dziataniem dwuargumentowym, za$ e jest
elementem neutralnym, przy czym zachodzg warunki: (i) e jest faczne, tj. xe(yez) =
(xey)ez; (ii) xee = e ox =x dla kazdego x € G; (iii) dla kazdego elementu a € G

istnieje element odwrotny a”', tj. taki, ze aea™' =a ' ea =e.
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tuacja ma miejsce w przypadku wszystkich obiektéw matematycznych
— ich natura jest wyznaczona przez relacje z innymi sktadowymi
struktury, w ktérej ,,tkwig’. Odwotujg sie do faktu, Ze teorie matema-
tyczne charakteryzuja swdj przedmiot opisu jedynie z doktadnoScia
do izomorfizmu. Resnik wyraza 6w poglad w formie tezy, ze ,,obiekty
matematyczne nie maja wyrdzniajgcych ich cech z wyjatkiem tych,
ktére maja na mocy ich relacji do innych pozycji w strukturze, do
ktérej nalezg. Uwazam punkt geometryczny [...] za paradygmatyczny
obiekt matematyczny” [Resnik 1996, 84].

Warto tez dodaé, ze wielu autoréw uwaza, iz strukturalistyczny
spos6b myslenia jest bliski teorii kategorii. Z teorig kategorii wia-
zano nadziej¢, ze stanie si¢ ona alternatywng wobec teorii mnogosci
podstawag dla matematyki. Niezaleznie od tego, czy tak si¢ faktycznie
stanie (opinie sg tu mocno zrdznicowane), to z catg pewnoscig teoria
kategorii dostarcza systemu pojeé¢, ktéry okazuje si¢ bardzo owocny
w wielu dziatach matematyki (np. topologii algebraicznej, geometrii
rézniczkowej, a nawet w informatyce teoretycznej). Teoria kategorii
odgrywa wiec wazna role inspirujaca, ukazujac alternatywny spos6b
patrzenia na matematyke*.

2. UWAGI HISTORYCZNE

Autorem, na ktérego czesto powotuja sie strukturaliSci, jest De-
dekind. W swoich pracach zajmowal si¢ on m.in. teorig liczb natu-
ralnych. W Was sind Und was sollen die Zahlen rozwazal tzw. pro-
ste systemy nieskoiczone (niektérzy moéwia tez o systemach prosto
nieskoriczonych) podkreslajac fundamentalne znaczenie relacji struk-
turalnych w tych systemach. Taki prosty system nieskoriczony to —
w dzisiejszej terminologii — pewien w-ciag®. Dedekind udowodnit

“W pracy [Heller, Maczka 2004] autorzy piszg o tzw. geometrii nieprzemien-
nej, i wynikach, ktdére sugeruja, ze pewne pojecia, takie jak ,,nalezenie do zbioru”
tracg swdj sens. Paradygmat teoriomnogosciowy okazuje si¢ tu utomny — natomiast
naturalna jest interpretacja w jezyku teorii kategorii.

Sw-cigg to po prostu zbiér uporzadkowany tak, jak zbidr liczb naturalnych. M6-
wigc swobodnie, jest to nieskoriczony ciag, ktéry ma poczatek (ale nie ma korca),
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twierdzenie gloszace, ze dowolne dwa systemy, spetniajgce podane
przez Dedekinda aksjomaty s3 izomorficzne®. Mozna powiedzieé, ze
z punktu widzenia wynikéw Dedekinda nie jest istotne, jaka jest na-
tura obiektéw skladajacych si¢ na owe proste systemy nieskoriczone
— wazne s3 jedynie czysto strukturalne zalezno$ci, wyrazone w ter-
minach funkcji nastepnika. Zas$ to, na jakim ,,podlozu” okreSlony jest
6w nastepnik, nie jest istotne. Nic wigc dziwnego, ze prace Dedekinda
sq Zroédlem inspiracji dla wspodtczesnych strukturalistow.

Wazne dla dojrzewania strukturalistycznego pogladu na matema-
tyke sa tez niewatpliwie prace Hilberta, w szczegdélnosci prace doty-
czace geometrii. Jego dzieto Grundlagen der Geometrie (1899) utrzy-
mane jest w duchu programu formalizacji dowodéw geometrycznych
i uwolnienia ich od elementéw intuicyjnych i wyobrazeniowych. Na-
lezy pamictaé, ze w nowozytnej matematyce mieliSmy do czynienia
z ewolucja pogladéw dotyczacych natury dowodu matematycznego —
od wizji ,kartezjanskiej”, w mysl ktérej rekojmia dowodu ma by¢ in-
tuicyjna oczywisto$¢ poszczeg6lnych krokéw (ujeta w formie intelek-
tualnego aktu), do wizji formalistycznej, w mysl ktérej o prawomoc-
nosci dowodu decyduje wylacznie zgodnos$¢ z formalnie ustalonymi
regutami’. Przed Hilbertem pisal o tym np. Pasch, formulujac teze,

i w ktérym mozna przej$¢ za pomoca operacji nastepnika od jednego elementu do
nastepnego: eeee ...

Nie jest tu konieczne przytaczanie tych aksjomatéw — wazne jest to, ze w dzi-
siejszej terminologii powiedzieliby§my, ze charakteryzuja w kategoryczny sposéb ciag
o typie porzadkowym w (czyli w-ciag — por. poprzedni przypis). Twierdzenie po-
dane przez Dedekinda mozna sformulowa¢ tak: jesli (X, s) oraz (X, s*) to dwa proste
systemy nieskoniczone, (gdzie X i X* to zbiory — za$ s oraz s* — okreslone na nich
funkcje nastepnika), to istnieje odwzorowanie ¢: X — X* (r6ZnowartoSciowe i ,,na”)
takie, ze dla dowolnych n,m w X, s(n) = m wtedy i tylko wtedy, gdy s*(¢(n)) = ¢(m).
Odwzorowanie ¢ zachowuje wigc relacje¢ bycia nastgpnikiem.

"Kartezjusz — niejako wzorzec racjonalisty — uwazal metode matematyczng za
swoisty wzor racjonalnego myslenia, bynajmniej nie traktujagc rozumowan matema-
tycznych czysto formalnie. PodkreSlal, Ze podstawa naszego poznania jest intelektu-
alna zdolno$¢ do ujmowania pewnych podstawowych prawd w jasny i wyrazny sposdb.
To jasne i wyrazne widzenie jako kryterium wiedzy stosuje si¢ oczywiscie réwniez
do matematyki. Odwotania do intuicji wyst¢puja jednak nie tylko w przypadku uzna-
wania podstawowych prawd; musimy z niej korzysta¢ takze w rozumowaniach, intu-
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ze dowody winny by¢ uwolnione od ,,intuicyjnych wtretow” i nalezy
nada¢ im charakter czysto formalny. W ujeciu Pascha i Hilberta, geo-
metria miata zosta¢ formalnie zaksjomatyzowana, a sens pojeé pier-
wotnych miat by¢ zadany przez aksjomaty. Méwigc swobodnie, aby
dowiedzie¢ si¢, co to jest punkt, prosta, ptaszczyzna efc. winniSmy
przyjrze¢ si¢ aksjomatom, a nie rysunkom. To aksjomaty definiujg
zaleznoSci miedzy pojeciami geometrycznymi, a zaleznoSci te maja
czysto strukturalny charakter®.

Zdaniem Hilberta, dopuszczalne jest wprowadzanie nowych po-
je¢ poprzez podanie ich aksjomatycznych definicji. Dotyczy¢ to miato
réwniez geometrii. W takim ujeciu, geometria przestaje by¢ nauka
o przestrzeni (lub stabiej: nie musi by¢ tak interpretowana), ale staje
sic nauka o dowolnych obiektach, ktére spelniaja pewne zaleznosci
o charakterze czysto relacyjnym (strukturalnym). Nie pytamy o to,
jaka jest istota punktu czy prostej — wazna jest dla nas jedynie zalez-
no$¢, ze przez dwa rézne punkty przechodzi doktadnie jedna prosta
lub ze dwie rézne proste nieréwnolegle przecinajg si¢ w doktadnie
jednym punkcie. Hilbert miat twierdzi¢, ze przy prawidlowej aksjo-
matyzacji geometrii powinni§my by¢ w stanie zamiast o punktach,
prostych i ptaszczyznach, méwié o stotach, krzestach i kuflach piwa
(por. [Shapiro 1996, 156]). Poréwnywat tez teori¢ matematyczng do
rusztowania, na ktére sktadaja si¢ pojecia wraz z relacjami miedzy
nimi (por. [Shapiro 1996, 162]). Taki sposéb mySlenia jest charakte-

icyjnie postrzegajac prawomocno$¢ kazdego kroku dowodowego: ,,owa oczywisto$¢
i pewno$¢ intuicji wymagana jest nie tylko dla samych wypowiedzi, ale takze dla
jakichkolwiek rozumowan... Zdania [...] poznaje si¢ [...] juz to przy pomocy intuicji,
juz to przy pomocy dedukcji; same za$ pierwsze zasady tylko przy pomocy intuicji;
natomiast ich odlegle wnioski jedynie przy pomocy dedukcji” [Descartes 1958, 13—
14]. W systemie Kartezjusza mamy wiec ujecie dowodzenia matematycznego jako
procesu ,treSciowego”, opartego na naszym rozumieniu poje¢, a nie na formalnych
wlasno$ciach systeméw symbolicznych.

80czywiscie, aksjomaty sg motywowane naszymi intuicjami, ktére réwniez moga
dotyczy¢ ,,istoty” poje¢ geometrycznych. To jednak nie ma znaczenia. Podobna sytu-
acja ma miejsce w przypadku problemu poprawnosci dowodéw: nie ma znaczenia to,
jakie intuicje wigzemy z poszczegdlnymi krokami dowodowymi, ale to, czy sa one
zgodne z warunkami czysto formalnymi.
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rystyczny dla strukturalizmu: to relacje migdzy obiektami sg istotne,
a nie wewnetrzna natura tych obiektéw®.

3. MOTYWACJE FILOZOFICZNE

W dyskusji filozoficznej, dotyczacej problemu natury obiektow
matematycznych, istotng role odegraty analizy Benacerrafa — zwlasz-
cza dotyczace sformutowanego przez niego tzw. problemu wieloreduk-
cji [Benacerraf 1965]. Benacerraf przedstawia ten problem na przy-
ktadzie ciagu liczb naturalnych 0,1,2,3.... Jak wiadomo, liczby natu-
ralne mozna reprezentowa¢ w teorii mnogosci, czyli traktowac jako
pewnego typu zbiory (czy méwiac inaczej: zredukowac do zbioréw).
Standardowa jest tu tzw. reprezentacja von Neumanna, w ktérej liczby
naturalne sg utozsamiane ze zbiorami w nastepujacy sposob: funkcje
liczby O pelni zbiér pusty 0, funkcje liczby 1 — zbiér {0}, funkcje
liczby 2 — zbidr {0,{0}}, funkcje liczby 3 — zbidr {0, {0}, {0, {0}}},
itd. Przy tej reprezentacji, ciag liczb naturalnych to:

0 1 2 3
0| {0} | {0,{0}} | {0,{0},{0, {0}}}

Zbiory ,,imitujace” kolejne liczby naturalne sg wigc tworzone
zgodnie z prosta zasada: kazdy kolejny konstruujemy jako zbidr
wszystkich liczb od niej mniejszych (czyli n+ 1 = n U {n})'°.

“Warto przypomnieé, ze Hilbert konstruowat modele dla teorii geometrycznych,
interpretujac obiekty geometryczne jako zbiory liczb (par liczb, trdjek liczb, n-tek
liczb etc.) Istotne przy takich interpretacjach jest oczywiscie zachowanie pewnych
strukturalnych zaleznosci, a nie jakkolwiek rozumianej istoty danych bytéw mate-
matycznych. Na okrag patrzymy intuicyjnie jak na figur¢ o pewnym ksztalcie, a nie
jako na zbidr par liczb rzeczywistych (x,y), takich, ze x> + y> = 1. Poniewaz jednak
strukturalnym zaleznos$ciom mig¢dzy figurami geometrycznymi odpowiadajg struktu-
ralne zalezno$ci mi¢dzy zbiorami par liczb, to pytanie o to, czy okrag jest ,,naprawde¢”
figura geometryczna per se, czy tez zbiorem par liczb, staje si¢ bezprzedmiotowe.

®Mozna powiedzie¢, ze operacje nastepnika ,,imitujemy” za pomocg operacji do-
dawania jednego elementu do zbioru. W analogiczny sposob — jako pewne operacje
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Pomimo, iz ta reprezentacja jest uznana za standardowa'!, to nie
jest to jedyna mozliwa reprezentacja teoriomnogoSciowa liczb natu-
ralnych. Inna — réwniez dopuszczalna z logicznego punktu widzenia
— to reprezentacja Zermelo:

01 2 3 4
0 | {0} | ({0y | {Hop) | (o).

Tutaj reguta definiowania zbioru reprezentujacego kolejng liczbe
naturalng jest inna niz poprzednio: powstaje on jako jednoelementowy
zbidr, ktérego jedynym elementem jest poprzednik (czyli n+ 1 = {n}).

Pojawia si¢ naturalne pytanie: ktére zbiory to fak naprawde liczby
naturalne? Jesli bowiem przyjmiemy naste¢pujace zatozenia:

(i) stoimy na stanowisku realizmu matematycznego;

(ii) uznajemy, ze liczby naturalne mozna zrekonstruowac jako sto-
sowne zbiory;

(iii) twierdzimy, ze obiekty matematyczne majg ustalong tozsamos¢;

to powinniSmy ten problem w pewien sposob rozstrzygnaé. Zwolennik
tezy, w mysSl ktérej liczby naturalne sa zbiorami, staje przed proble-
mem ich zidentyfikowania. W szczegdlnoSci musi np. odpowiedzieé
na pytanie, czy liczba 1 jest elementem liczby 3 (jak w rekonstrukcji
von Neumanna), czy tez nie (jak w rekonstrukcji Zermelo)'®. Nie jest

na zbiorach — definiujemy tez odpowiedniki pozostatych operacji arytmetycznych
(dodawania, mnozenia etc.).

"W podrecznikach, kiedy mowa jest o teoriomnogosciowej rekonstrukcji liczb,
liczby naturalne konstruowane sa w ten wlasnie sposéb, liczby catkowite jako klasy
abstrakcji stosownych par liczb naturalnych, liczby wymierne jako klasy abstrakcji
par liczb catkowitych efc. Ta rekonstrukcja pokazuje, ze teoria mnogosci jest teorig
na tyle silng i ogdlna, Ze teori¢ liczb mozna uzna¢ po prostu za jej fragment.

12Zbiér liczb naturalnych mozna reprezentowaé na wiele réznych sposobéw (np.
jako (0, P(0), P(P(D)), ...) — choc byltoby to dos¢ dziwaczne), odpowiednio definiujgc
relacje miedzy tymi obiektami tak, aby ,,imitowaly” relacje arytmetyczne.

3W rekonstrukcji von Neumanna, 1 to {0}, zas 3 to {0, {0}, {0, {0}}}. A zatem 1 € 3.
W rekonstrukcji Zermelo, 1 to {0}, zas 3 to {{{0}}} (a wiec 1 & 3).
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jednak jasne, na jakiej podstawie mielibySmy udzieli¢ odpowiedzi na
to pytanie.

Z punktu widzenia stanowiska strukturalistycznego takie pytanie
jest Zle postawione. Strukturalista nie zastanawia si¢ nad tym, czy
naprawde 1 € 3, czy tez nie. Nie jest to bowiem pytanie wyrazone
w jezyku arytmetyki, a tylko jezyk arytmetyki stuzy nam do opisywa-
nia whasnosci liczb jako liczb'*. Poglad, w mysl ktérego liczby jako
obiekty maja pewne ,,absolutne” wtasnosci, jest strukturaliScie obcy.
W przypadku liczb naturalnym mozna bowiem méwié jedynie o wila-
snoSciach definiowalnych w jezyku arytmetyki. Benacerraf twierdzi
wiec, ze przedmiotem zainteresowania teorii liczb sa wspdlne cechy
wszystkich struktur o typie porzadkowym liczb naturalnych [Bena-
cerraf 1965, 291]'5. Benacerraf twierdzi, Ze kazda z prezentowanych
wczesniej redukcji (tj. redukcja von Neumanna i redukcja Zermelo)
jest réwnie dobra (czy moze: réwnie zfa) jak druga. Nie ma zad-
nego dobrego kryterium, ktére pozwalatoby na wyr6znienie jednej
z tych redukcji jako kanonicznej, jako jedynej ,,legalnej” redukcji liczb
do zbioréw. Zdaniem Benacerrafa, plynie stad wniosek, ze w ogdle
nie ma sensu utozsamianie liczb z okre§lonymi zbiorami; co wigcej,
twierdzenie, ze liczby naturalne maja ustalong nature per se, niejako
wewnetrznie determinujaca ich identyczno$¢ staje si¢ twierdzeniem
bezpodstawnym. Liczby naturalne mozna bowiem identyfikowac jedy-
nie poprzez scharakteryzowanie ich roli (miejsca) w strukturze liczb
naturalnych (czyli w w-ciggu). Sytuacja liczb przypomina sytuacje
elementéw w grupie. Takie intuicje strukturaliSci rozciagaja na calg

Postugujac si¢ wspomnianymi wcze$niej analogiami, pytanie o to, czy 1 € 3
przypominatoby pytanie o to, czy funkcja prezesa rady nadzorczej jest malzonkiem
funkcji dyrektora finansowego, albo czy funkcja gorica w szachach ma wigkszg mase
niz funkcja hetmana. Mozna zadawa¢ takie pytania w stosunku do konkretnych oséb
lub przedmiotéw odgrywajacych pewne role, pytania te nie maja jednak sensu, gdy
myslimy o funkcjach pelnionych przez te osoby.

SGwoli uzupetnienia nalezy dodaé, ze arytmetyka pierwszego rzedu ma modele
niestandardowe, ale nas interesuje nasza koncepcja liczb rozumianych intuicyjnie (kt6-
rej kodyfikacja jest np. arytmetyka drugiego rzedu, opisujaca kategorycznie przedmiot
swoich badar). Dla prezentowanych tutaj rozwazan nie ma to jednak wickszego zna-
czenia.
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matematyke — ich zdaniem, jakiekolwiek scharakteryzowanie obiektu
matematycznego jest mozliwe jedynie w terminach cech relacyjnych.
Ten punkt widzenia w jasny spos6b wyraza Resnik: ,,Uwazam, ze
w matematyce nie mamy do czynienia z obiektami majacymi ,,we-
wnetrzne” wlasnosci, ktére tworzg struktury — mamy jedynie struk-
tury. Obiekty matematyczne [...] sa punktami bez struktury — albo
miejscami w strukturach. Jako miejsca w strukturach, nie majg one
zadnej tozsamosci, ani cech niezaleznie od struktury” [Resnik 1981,
530].

Gtéwne hasto strukturalizmu mozna wigc sformutowacé jako:
,,obiekty matematyczne maja tylko i wylacznie cechy relacyjne”, nie
mozna wigc mowi¢ o ich wewnetrznej naturze. Parsons pisze: ,,Struk-
turalizm [...] rozpoczyna od zauwazenia, ze jedyng rzecza, ktéra da
si¢ powiedzie¢ o abstrakcyjnych obiektach matematyki, jest to, Ze sa
one powigzane relacjami w pewnych strukturach i wyprowadza stad
wniosek, ze méwienie o obiektach majacych tak mato okre§long nature
wewnetrzng jest jedynie facon de parler” [Parsons 1990, 370]. Sen-
sowne wypowiedzi na temat obiektow matematycznych dotycza jedy-
nie ich cech relatywnie do struktury, w jakiej wystepuja. Ta struktura
jest ontycznie pierwotna, za$§ przedmioty matematyczne s3 konstytu-
owane i zyskujg swojg tozsamo$¢ jedynie jako miejsca w tej strukturze
— poprzez wejScie w relacje z innymi sktadowymi tej struktury.

Inspirujagce dla strukturalistycznego ujecia matematyki sa takze
prace Quine’a, dotyczace problemu tzw. ontologicznego relatywizmu.
Przypomnijmy, Ze Quine przyjmuje tzw. kwantyfikatorowe kryterium
istnienia, w mysl ktérego istniejg te obiekty, ktére sa wartoSciami
zmiennych zwigzanych (a wyrazajac rzecz nieco inaczej: ktore znaj-
duja sie w zakresie zmienno$ci zmiennych)'®. Nalezy tu podkresli¢, ze
w takim ujeciu obiekty sa charakteryzowane jedynie poprzez wlasno-

16Jesli w teorii wystepuje zdanie JxP(x), to znaczy po prostu, Ze istnieje obiekt
o wlasnosci P. Jest to pozornie trywialne stwierdzenie, ale istota kryterium istnie-
nia Quine’a polega na tym, aby badang teori¢ sprowadzi¢ do kanonicznej postaci,
ktéra pozwoli na odkrycie jej zobowigzan ontologicznych. Nalezy przy tym pamie-
taé, ze kryterium istnienia jest zawsze zrelatywizowane do danej teorii — mowa jest
o zobowigzaniach ontologicznych okreslonej teorii, a nie o istnieniu per se.
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Sci definiowalne w danym jezyku, natomiast nie ma sensu mowienie
o ich naturze czy istocie. Swobodnie méwiac, przedmiot jest identy-
fikowany jedynie jako egzemplifikacja dla danej wiazki wlasnosci —
a to, jakie wtasnosci egzemplifikuje, zalezy od tego, jaka rola zostanie
mu przypisana. To prowadzi Quine’a to tezy swoistego ontologicz-
nego relatywizmu — nie da si¢ bowiem opisa¢ ontologii w absolutny
sposdb, kazda ontologia jest zadana w gruncie rzeczy jedynie modulo
okreslenie dopuszczalnych jej reinterpretacji w terminach innych on-
tologii, réwniez ,,pracujacych” dla danej teorii!’. Quine, rozwazajac
problem redukcji ontologicznej, méwi o tzw. funkcjach petnomocnic-
twa (proxy functions), ktére — okreslajac, jakie role ,,starych” obiek-
tow przejmujg obiekty nowej ontologii — tym samym pokazujg owa
wymienno§¢. Szczeg6ly techniczne nie sg tu istotne, wazne dla naszej
dyskusji jest natomiast to, Ze w takim ujeciu nie zastanawiamy sie,
jaka jest istota danego obiektu, ale jedynie patrzymy na to, jaka role
6w obiekt odgrywa — czyli jakimi relacjami jest powiazany z innymi
obiektami.

Taka ontologiczna wzgledno$¢ wystepuje réwniez w przypadku
obiektéw matematycznych — i tu jest to szczegdlnie silnie widoczne.
O ile bowiem w przypadku stoléw, kotéw i drzew mamy do dyspozycji
procedury ostensywne (i bardzo silne nawyki), to w przypadku ma-
tematyki jest zupelnie inaczej. Quine twierdzi wiec wprost: ,,Sadze,
ze w wypadku przedmiotéw abstrakcyjnych intersubiektywna tozsa-
mo$¢ odniesienia nie ma uchwytnego sensu, jesli miatby on polegaé
na czym§$ wiecej niz to, co znajduje wyraz w powodzeniu dialogu.
Niemal to samo mozna powiedzie¢ o przedmiotach konkretnych, gdy
wykraczamy poza zasi¢g ostensji i rozwazamy przedmioty teoretyczne,
takie jak czastki elementarne” [Quine 1998, 104]. Méwienie o abso-
lutnej ontologii nie ma sensu ze wzgledu wtasnie na rézne mozliwosci
reinterpretacji terminéw i zdai dotyczacych obiektéw abstrakcyjnych
(w szczegblnoSci matematycznych) — przy czym warunkiem dopusz-

"Na przyktad ontologia von Neumanna i ontologia Zermelo dla liczb sg réwnie
dobre i wzajemnie interpretowalne. Zgodnie z tezg ontologicznego relatywizmu zadna
z nich nie moze uchodzi¢ za ,,t¢ prawdziwa”.
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czalnodci takiej reinterpretacji jest tylko zachowanie wartosci logicz-
nych zdan teorii'®. W mysl doktryny ontologicznego relatywizmu na
obiekty matematyczne powinniSmy wiec patrze¢ raczej jako na swoiste
wezly w sieci (ktére odgrywaja pewng role, ale ktére nie maja abso-
lutnego charakteru), niz jako na obiekty identyfikowalne w absolutny
sposéb. Taki sposdb myslenia jest charakterystyczny dla strukturali-
stycznej wizji matematyki — podobienistwa do koncepcji Quine’a sa
wiec bardzo wyrazne.

4. STRUKTURALIZM ANTE REM SHAPIRO

Nie istnieje jedno, kanoniczne sformutowanie stanowiska struk-
turalistycznego, cho¢ oczywiscie wszyscy strukturaliSci podzielajg
pewne wspélne intuicje. Tutaj przedstawie wariant stanowiska struk-
turalistycznego zaprezentowany w monografii [Shapiro 1997]°.

Pomimo, iz intuicje strukturalistyczne wydaja si¢ by¢ dos¢ kla-
rowne i naturalne, to przy blizszej analizie okazuje si¢, ze nie sg one
wcale fatwe do wystowienia. Musimy bowiem powiedzie¢, na czym
polega réznica pomiedzy strukturalizmem a realizmem obiektowym
— a w szczegdlnoéci wykazaé, ze te réznice nie s3 czysto werbalne®.
Trudnos$¢ polega tu m.in. na tym, Ze najwygodniej bytoby zinterpre-

8Mozna réwniez powiedzie¢ w gruncie rzeczy nie wybieramy jednej ontologii,
ale pewng klase ontologii, ktére sg niejako ,,zamienne” (wzajemnie redukowalne).
A zatem identyfikacja ontologii dla danej teorii sprowadza si¢ do wskazania, jak
dopuszczalne ontologie s3 do siebie wzajemnie redukowalne. W tej sytuacji pytanie,
ktéra z tych ontologii jest w jakimkolwiek sensie prawdziwa staje si¢ pytaniem jedynie
0 nasze gusty.

W pracy [Brink, Revitzky 2002] autorzy rozwazaja (w odniesieniu do arytmetyki
liczb naturalnych) trzy typy ontologii: obiektowa, wlasnosciowa i ontologie stanéw
rzeczy. W pewnym prostym przypadku mozna formalnie wykaza¢ istnienie stosow-
nych interpretacji, ktére Swiadcza o tym, Ze zadnej z tych ontologii nie mozna trak-
towaé jako podstawowe;j.

“Inne podstawowe monografie prezentujace strukturalistyczny punkt widzenia to
[Resnik 1998] i [Chihara 2004] (por. tez [Bondecka-Krzykowska 2007]).

Zauwazmy, ze przeciez zwolennik klasycznej wersji platonizmu nie odmawia
liczbom cech relacyjnych, zgadza si¢ z teza, ze teoria grup nie ma zadnego zamie-
rzonego przedmiotu badan erc.
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towa¢ zar6wno punkt widzenia strukturalisty, jak i punkt widzenia
realisty obiektowego w zewnetrznym, neutralnym systemie pojecé, ak-
ceptowalnym dla obu stron. To jednak nie jest mozliwe, bo zaréwno
realista obiektowy, jak i strukturalista uwazaja swoje systemy pojec za
nieredukowalne®! . Zauwazmy, ze gdyby pojecia strukturalistyczne (np.
pojecie struktury) zostaly zdefiniowane w ramach teoriomnogoscio-
wego czy teoriokategoryjnego systemu pojec, to stanowisko struktura-
listyczne byloby jedynie przeformutowaniem innych wersji realizmu,
opierajacych si¢ na pojeciach zbioru lub kategorii. Konieczne jest wiec
budowanie od podstaw odpowiedniego systemu pojecé, a nasza sytuacja
przypominaé wiec bedzie sytuacje zeglarza w todzi Neuratha.

Podstawowa intuicja strukturalisty méwi, ze pierwotne sg struktury,
za$ obiekty s3 — swobodnie méwigc — tylko miejscami w struktu-
rach, tylko odgrywajg w strukturach pewne role. Jaka jest ontyczna
relacja miedzy tymi strukturami a obiektami matematycznymi? Za
Shapiro wskazemy tutaj dwie podstawowe orientacje:

1. Orientacja places-are-offices. W mysl tego stanowiska, dana jest
pewna pierwotna ontologia (background ontology — nazwe ja ,,onto-
logig tla”), z ktérej pochodzg obiekty matematyczne. Dopiero te dane
uprzednio obiekty moga odgrywac pewne role (czyli ,,piastowal sto-
sowne urzedy”’). Odpowiadatoby to intuicji, zgodnie z ktérg prezyden-
tem USA moze zostaé¢ osoba, ktéra uprzednio byla wiceprezydentem,
a prezesem rady nadzorczej firmy osoba, ktéra uprzednio byta dyrekto-
rem finansowym. W tym przypadku mozna powiedzie¢ (cho¢ brzmi to
nieco niezgrabnie), Ze te osoby byly juz ,,dane” uprzednio, Ze pochodzg
z pewnej wczesniejszej wobec struktur paistwowych czy biznesowych
,ontologii 0s6b”. Podobnie ma by¢ w przypadku obiektéw matema-
tycznych. One odgrywaja pewne role w strukturach, jednak struktury
te nie sa pierwotne, ale ,,zrobione” z danego uprzednio surowca.

21 Jest to problem charakterystyczna dla filozofii: w jaki sposéb nalezy interpretowaé
stanowiska inne niz nasze, aby méc je zrozumieé, ale zarazem, aby ta interpretacja
byla rzetelna i nie naruszata intuicji lezacych u podioza interpretowanej koncepcji.
Dyskusja migdzy strukturalizmem a realizmem obiektowym pozwala — niejako przy
okazji — na klarowne postawienie problemu interpretacji.
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2. Orientacja places-are-objects. Jest to stanowisko, w mysl kt6-
rego to struktury sg pierwotne, natomiast ich ewentualne egzemplifi-
kacje (sktadajace si¢ z takich-a-nie-innych obiektow) odgrywajg role
wtérng. W przypadku tej orientacji nie méwimy o zadnej danej uprzed-
nio ontologii, z ktérej czerpalibySmy obiekty i dopiero nadawali im
odpowiednie role w strukturach. Podstawowa role¢ odgrywa pojecie
miejsca w strukturze, ktére jest — moéwiac swobodnie — pierwotne
wobec obiektu zajmujacego to miejsce.

Obie te perspektywy w pewnym sensie stanowig odzwierciedlenie
dwdch stanowisk w sporze o uniwersalia (stanowisk réznych — lecz
w ramach realizmu pojeciowego!). Perspektywa places-are-offices,
w mysl ktdrej struktura jest wtérna w stosunku do jej egzemplifi-
kacji, wydaje si¢ blizsza umiarkowanej wersji realizmu pojeciowego
Arystotelesa, natomiast perspektywa places-are-objects, ktéra przy-
znaje ontyczna pierwotno$¢ strukturom, zdaje si¢ blizsza realizmowi
pojeciowemu Platona.

Shapiro odwotuje si¢ do tych dwdch perspektyw, rozwazajac trzy
rézne wersje stanowiska strukturalistycznego. Sg to:

1. Strukturalizm eliminacyjny.
2. Strukturalizm modalny.

3. Strukturalizm ante rem (za ktérym opowiada si¢ Shapiro).

Pomine tutaj prezentacje strukturalizmu eliminacyjnego. Przyj-
muje on perspektywe places-are-offices, a wigc z punktu widzenia
tego stanowiska struktury sa wtérne w stosunku do systeméw. Aby
z kolei mozna bylo méwié¢ o systemie, konieczna jest jakas ,.onto-
logia tta”, z ktérej bedziemy czerpal obiekty tworzace Ow system.
Sama natura obiektéw z owej ontologii tla nie ma znaczenia — bo-
wiem i tak z punktu widzenia strukturalistycznego one tylko beda
odgrywaé pewne role??. Jednak ta ontologia nie jest juz opisywana

22Role liczby 0 moze zatem odgrywaé zbidr pusty, albo {0, {{{0}}}, {0, {0}}}, albo
dowolny inny obiekt. Kiedy jednak éw obiekt wystepuje w roli zera, zapominamy
0 jego uprzedniej tozsamosci.
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w czysto strukturalistycznych kategoriach. Mozna powiedzie¢ swobod-
nie, ze strukturalizm wkracza na areng, dopiero gdy mamy juz dane
obiekty. Ta wersja strukturalizmu nie odmawia wiec owym obiektom
wewnetrznej natury. W pewnym wiec sensie jest to stanowisko hybry-
dowe, ktére nie czyni zado$¢ ani intuicjom realisty obiektowego (gdyz
wprowadza pojecie struktury), ani strukturalisty (gdyz wprowadza owg
ontologie tta, z ktérej pochodza owe obiekty).

Nie bede tu réwniez rozwazal modalnej wersji strukturalizmu.
W mysl tej koncepcji teorie matematyczne opisuja struktury — tyle
ze jedynie moZliwe, a nie istniejace. A zatem twierdzenia matema-
tyczne winny zosta¢ ,,zmodalizowane”?®. Tu ograniczam si¢ do ana-
lizy znacznie wazniejszej — moim zdaniem — realistycznej wersji
strukturalizmu.

Shapiro opowiada si¢ za strukturalizmem w wersji ante rem.
Stwierdza wprost ,,Struktury istnieja niezaleznie od tego, czy sa eg-
zemplifikowane w pewnym niestrukturalnym ‘krélestwie’, czy nie”
[Shapiro 1997, 89]. Nie jest konieczne przyjmowanie zatozen doty-
czacych ontologii, stanowigcej Zrodlo obiektow egzemplifikujacych
struktury. Zaktadamy bowiem samoistne istnienie struktur, niejako per
se. Dlatego wtasnie stanowisko to Shapiro okresla jako ,,strukturalizm
ante rem’”.

Podstawowe dla tej koncepcji jest pojecie struktury. Nie ma tu
odwotan do poje¢ zwigzanych z ontologia tta czy poje¢ modalnych.
Swobodnie méwiac, struktura zawiera miejsca, na ktérych okreSlone
sa funkcje i relacje. Shapiro wzoruje swojg teori¢ struktur na teorii
mnogosci, twierdzac, ze zaréwno teoria struktur, jak i teoria mnogosci
mogg stuzy¢ jako podstawa dla matematyki. Trzeba od razu podkre-

BTwércg modalnej wersji strukturalizmu jest Hellman, por. [Hellman 1989]. W tym
ujeciu nie twierdzimy np. Ze zdanie o wyraza pewna prawde o liczbach naturalnych
traktowanych jako obiektywnie istniejace przedmioty. Dokonujemy bowiem nastgpu-
jacych parafraz:

e Dla dowolnego mozliwego systemu S, jesli S egzemplifikuje strukture liczb natu-
ralnych, to jest w nim prawdziwe zdanie a.

o Konieczne jest, ze — dla dowolnego systemu S — jesli S egzemplifikuje strukture
liczb naturalnych, to jest w nim prawdziwe zdanie a.
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§li¢, Ze to, iz teoria struktur jest wzorowana na teorii mnogosci nie
znaczy bynajmniej, ze sprowadza si¢ do teorii mnogosci. Stanowisko
strukturalizmu ante rem jest bowiem sformulowane poprzez podanie
aksjomatyzacji pojecia struktury, traktowanego jako pojecie pierwotne.
Z punktu widzenia teorii struktur, teoria mnogosci jest jedynie jedna
z wielu dyscyplin matematycznych, a nie dyscypling wyrézniong*.
Dzigki temu teoria struktur, jako teoria opisujaca ontologie dla ma-
tematyki, jest bardziej uniwersalna — nie narzuca bowiem zadnego
systemu poje¢ jako podstawowego (w szczegdlnoSci nie wymusza wy-
boru pojecia nalezenia jako podstawowego).

Shapiro w swojej koncepcji odréznia strukture od systemu. System
to po prostu zesp6t miejsc w strukturze, na ktérych okreslone sg pewne
relacje i funkcje. Zauwazmy od razu, ze moga istnie¢ izomorficzne,
lecz rézne systemy. Na przyktad dwa w-systemy:

(a) 1,3,5...
(b) 2,4,6...

zbudowane sg z roznych miejsc w strukturze liczbowej, wiec sa rdzne,
cho¢ izomorficzne. Taka sytuacja nie moze zachodzi¢ w wypadku
struktur — w koncepcji Shapiro izomorficzne struktury sa identyczne.
Izomorfizm stanowi wigc kryterium identycznos$ci struktur, ale nie sys-
temow!

Wiasciwym przedmiotem zainteresowania arytmetyki nie sa po-
szczegllne systemy, lecz struktura liczbowa. 1 ta struktura jest juz
wyznaczona jednoznacznie, zgodnie z zalozeniem, ze to izomorfizm
struktur stanowi kryterium ich identycznoS$ci. Istnieje wiec doktadnie
jedna w-struktura — a nie tylko jedna (z doktadnoS$ciag do izomor-
fizmu). Terminy arytmetyczne (,liczba 5 czy ,,najwigkszy wspdlny
dzielnik liczb 24 i 32”) odnosza si¢ do miejsc w tej strukturze —
a wiegc ich desygnaty sa wyznaczone jednoznacznie. W ontologii

247 punktu widzenia teoriomnogo$ciowej wersji realizmu, teoria mnogosci jest
oczywiscie dyscypling wyrdzniona, poniewaz wszystkie pojecia matematyczne sa re-
dukowalne do poje¢ teorii mnogosci (i konsekwentnie — obiekty matematyczne sg
redukowalne do zbiorow).
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strukturalistycznej mamy wi¢c do czynienia ze strukturami, miejscami
w strukturach, relacjami i funkcjami.

Pojecie struktury jest przez Shapiro zaksjomatyzowane bezposred-
nio, na wzor aksjomatyzacji (w logice drugiego rzedu) pojecia zbioru.
Nie ma tu miejsca na szczegétowa techniczng prezentacje, jednak
przytocze kilka przyktadowych aksjomatéw. Nieco upraszczam ory-
ginalne wersje aksjomatéw Shapiro, eliminujac te fragmenty, ktére
moéwig o funkcjach (dla zrozumienia samej idei nie ma to znaczenia).

(1) Aksjomat nieskoniczonoSci: Istnieje co najmniej jedna struk-
tura majaca nieskoriczenie wiele miejsc?.

(2) Aksjomat odejmowania (subtraction): Niech S bedzie struk-
tura, a R relacjg z S. Istnieje wowczas struktura S* izomorficzna z sys-
temem sktadajacym si¢ z miejsc i relacji okreSlonych na strukturze S,
z wyjatkiem relacji R?°.

(3) Aksjomat podklasy (subclass): Niech S bedzie strukturg, a
¢ podklasg miejsc w S. Istnieje woéwczas struktura S* izomorficzna
z systemem skladajacym sie z c, ale bez relacji’’.

(4) Aksjomat dolaczania (addition): Niech S bedzie strukturg, zas
R dowolng relacja okreslong na miejscach struktury S. Istnieje wow-
czas struktura S* izomorficzna z systemem, ktory sklada si¢ z miejsc
i relacji danych w strukturze S wraz z dolaczona relacja R*S.

(5) Aksjomat struktury potegowej (powerstructure) stwierdza,
7e istnieje struktura, stanowigca ,,imitacj¢” zbioru potegowego danej
struktury §%°.

ZJest to odpowiednik teoriomnogosciowego aksjomatu istnienia zbioru nieskorn-
czonego.

%Idea jest prosta: (1) Mamy strukture S. (2) Pomijamy jedna relacje R. (3) To nam
tworzy pewien nowy system. (4) Zakladamy, ze istnieje struktura S*, izomorficzna
z tym systemem.

Y"Idea jest taka: istniejg ,,gote” struktury S*, ktére imitujg podzbiory ,,odarte” z re-
lacji.

2Czyli istnieje struktura S* polegajaca na wzbogaceniu struktury S o pewng relacje.

PFormalnie: Niech S bedzie strukturg, za§ A — klasg miejsc w tej strukturze.
Istnieje struktura P i dwuargumentowa relacja E okre§lona w P taka, ze dla dowolnego
podzbioru s C A istnieje miejsce x, w strukturze P takie, ze: Vz(z € s & E(z, xy)).
Relacja E ,,imituje” teoriomnogo$ciowa relacje nalezenia.
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Shapiro wprowadza takze dalsze aksjomaty (analog aksjomatu za-
stepowania; aksjomat koherencji, wyrazajacy fakt, ze kazda spdjna
teoria opisuje pewng strukture, oraz aksjomat refleksji). To ma zapew-
ni¢ jego teorii struktur dostateczna site — odpowiadajaca sile teorii
mnogosci’. Takie ujecie uwalnia nas od koniecznosci uznania poje-
cia nalezenia za pojecie podstawowe. Teoria struktur ma wiec bardziej
uniwersalny charakter i stanowi¢ to ma jej metodologiczng zalete®'.

5. UWAGI KONCOWE

Ujecie strukturalistyczne zdobywa coraz wigksza popularnos¢. Sa-
dze jednak, ze pod niektérymi wzgledami nie odbiega az tak bardzo od
stanowiska realizmu obiektowego, jak to si¢ moze wydawac, i réznice
sq do pewnego stopnia werbalne. Niektore tezy strukturalizmu sg do$¢
naturalne, jednak inne wydaja si¢ zbyt radykalne — i przez to miato
wiarygodne. Sadze, ze w odniesieniu do wielu poje¢ matematycznych
mamy poczucie, iz nie maja one czysto strukturalnego charakteru —

Struktura P odgrywa niejako owa role zbioru potggowego. Kazdemu podzbiorowi
s € A odpowiada pewne miejsce x; w strukturze P. Swobodnie méwigc, to miejsce
X, bedzie odgrywac role zbioru s. Relacja E w strukturze P ma wigc imitowac relacje
nalezenia.

3Shapiro przyznaje, iz jego koncepcja wzorowana jest na teorii mnogosci drugiego
rzedu: ,,Ostatecznie wigc, teoria struktur stanowi przerébke teorii mnogosci Zermelo-
Fraenkla drugiego rzedu” [Shapiro 1997, 95]. Aksjomaty teorii struktur sg w gruncie
rzeczy wariantami (przeformulowaniami) aksjomatéw teorii mnogosci (choé sformu-
fowane przy uzyciu innych poje¢ pierwotnych). Fakt ten ma znaczenie przy dyskusji
,ontologicznych kosztéw” stanowiska strukturalistycznego.

3Nalezy tu jednak powiedzie¢, ze sam Shapiro przyznaje, ze nie stanowi to ar-
gumentu rozstrzygajacego — teoria struktur i teoria mnogosci sa bowiem do siebie
sprowadzalne. Ilustruje to wypowiedZ Shapiro dotyczaca réznych wariantéw stanowi-
ska strukturalistycznego: ,,W pewnym sensie, wszystkie méwig to samo, z uzyciem
innych poje¢ pierwotnych. Sytuacja strukturalizmu jest podobna do sytuacji geome-
trii. Pierwotne mogg by¢ punkty albo proste. Nie ma to znaczenia, poniewaz w obu
wypadkach opisywana jest ta sama struktura” [Shapiro 1997, 97]. Te warianty mozna
do siebie sprowadzi¢ (oczywiscie kosztem pewnych dodatkowych zalozer). Wybor
jest wiec — do pewnego stopnia — kwestig gustu.
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tak jest np. w przypadku pojecia nalezenia. Jednak szczegétowa dys-
kusja tych zagadniefi wykraczataby poza ramy tego artykutu.
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SUMMARY

MATHEMATICAL STRUCTURALISM AND ITS BASIC
ASSUMPTIONS

The notion of a structure is one of the fundamental notions in mathemat-
ics: we speak of geometrical, topological, probabilistic, differential etc. struc-
tures. This notion is also important in the philosophical discussion concern-
ing ontology for mathematics. In the last decades, the stance of mathematical
structuralism attracts more and more attention. In this article I discuss the
motivations which lie behind mathematical structuralism and briefly present

Shapiro’s ante rem structuralism.



