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WSTEP

Klasycznym historycznym przyktadem teorii aksjomatycznej jest
wyklad geometrii z Elementow Euklidesa. Istotnie, Ksiege I otwiera
seria definicji i aksjomatéw, w kolejnych Ksiegach dopisywane sa
nowe definicje, a poszczeg6lne twierdzenia zdaja si¢ by¢ wyprowadzane
z tych aksjomatéw i wczeSniej udowodnionych twierdzen. Daleko tu
jednak do wspdtczesnego wzorca teorii aksjomatycznej. Juz sama struk-
tura dedukcyjna Elementow nie jest jasna: Euklides nie podaje zadnych
komentarzy i nie wyjasnia, ktére aksjomaty, czy twierdzenia sa wyko-
rzystywane w dowodzie, nie zawsze jasna jest réznica miedzy definicja
i aksjomatem, a wreszcie zagadka pozostaje rachunek zdani. Stad ko-
lejne wydania Elementow obrastajg komentarzami, nowymi aksjoma-
tami i definicjami, a rzecz wydaje si¢ nie mie¢ konca; i tak do dzisiaj nie
wiadomo na przyklad, jaki jest matematyczny sens aksjomatu ,,Calo$¢
jest wieksza od czesci”, co oznacza pojecie ,,wielko$¢”, czy Euklides
stosuje prawo wylaczonego Srodka.

Przez wieki Elementy byly po prostu Zrodtem wiedzy matematycz-
nej, w nowozytnosci tracac na znaczeniu jako teoria matematyczna sta-
nowily zasadniczy korpus nauczania matematyk. W XIX za$§ wieku na-
rodzito nowe podejScie — przedmiotem zainteresowania stafa si¢ sama
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aksjomatyka geometrii Euklidesa. Do zdecydowanie wybitnych prac
w tej dziedzinie zaliczamy M. Pascha Vorlesungen iiber neuere Geome-
trie (1882), D. Hilberta Grundlagen der Geometrie (1899) oraz K. Bor-
suka, W. Szmielew Podstawy geometrii (1955). W grupie tej praca Hil-
berta zajmuje wyrdzniona pozycje, bo wyznaczyta standardy w badaniu
teorii aksjomatycznej.

W Ksiedze V Elementow zawarta jest aksjomatyczna teoria ,,wiel-
kosci” i, przypisywana Eudoxosowi, teoria proporcji ,,wielkosci cia-
glych”. Stanowi ona podstawe wytozonej w Ksiedze VI teorii figur po-
dobnych i jest stosowana dalej w Ksiegach X-XIII. W wyktadzie Eu-
klidesa spetnia ona taka role, jak arytmetyka liczb rzeczywistych we
wspotczesnych wyktadach geometrii.

Aksjomatyczna teoria proporcji nie spotkata si¢ z zainteresowaniem
rownym geometrii Euklidesa. Bylo tak, po czesci, dlatego, ze rozwdj
geometrii aksjomatycznej splatal si¢ z rozwojem aksjomatyki liczb rze-
czywistych, a jednym z pomystéw Hilberta bylo wykorzystanie do bada-
nia podstaw geometrii cial uporzadkowanych. Ostatecznie twierdzenia
Euklidesa, w ktorych stosowana jest teoria proporcji sg dzisiaj formu-
fowane z uzyciem liczb rzeczywistych, a z teorii Eudoxosa pozostaty
jedynie stowa stosunek i proporcja.

Obecnie na teori¢ proporcji z Ksiegi V mozna spojrze¢ co najmnie;j
z trzech perspektyw: filozoficznej, historycznej oraz matematycznej.
Do idei z Ksiegi V siegaja tak zwani neologicy, gdzie w ramach sze-
rokozakrojonego programu wprost nawigzujacego do filozofii matema-
tyki G. Frege, Bob Hale przedstawit koncepcje rekonstrukcji arytmetyki
liczb rzeczywistych oparta na teorii proporcji Eudoxosa!. Rozpatrujac
Ksiege V w perspektywie historycznej mozna pokazac, ze teoria pro-
porcji doprowadzita do uksztaltowania si¢ idei grupy uporzadkowane;j
archimedesowej. Kulminacja tego watku sg prace H. Webera Lehrbuch
der Algebra (1895) oraz O. Holdera Die Axiome der Quantitiit und die
Lehre vom Mass (1901). Teori¢ proporcji mozna wreszcie bada¢ jako
pewna teori¢ dedukcyjng. Do tego nurtu zaliczamy ksiazke 1. Muellera
Philosophy of Mathematics and Deductive Structure in Euclid’s Ele-

1Zob. [Hale 2000], s. 100-123.
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ments (1981) oraz najgruntowniejsze opracowanie teorii Eudoxosa, ar-
tykut F. Beckmanna Neue Gesichtspunkte zum 5. Buch Euklids (1967),
gdzie we wstepie czytamy:

Autor niniejszej pracy chce odczyta¢ gléwne dzieto Euklidesa
«ze wspolczesnej perspektywy» i sprawdzic, czego moze si¢ zei
nauczy¢ wspolczesny, znajacy prace van der Waerdena i Bour-
bakiego, matematyk, oraz co nowego moga wnies¢ te studia do
wiedzy o matematyce greckiej.

W niniejszym artykule przyjmujemy te trzecig perspektywe.
1. EUKLIDES, ,,ELEMENTY”, KSIEGA V, DEFINICJE 1-7

Ksiega V Elementéw zawiera wyktad teorii proporcji wielkoSci cig-
glych. Jej autorstwo przypisuje si¢ Eudoxosowi z Knidos i dlatego jest
ona nazywana teorig proporcji Eudoxosa.?> Euklides stosuje jg w teorii
figur podobnych (Ksigga VI) do klasyfikacji wielkoSci wspéimiernych
i niewspoimiernych (Ksiega X)) oraz do badania stosunkéw bryt (Ksiegi
XI-XID).

Przytaczamy nizej siedem pierwszych definicji z Ksiegi V oraz ich
interpretacje, zapisujac je przy uzyciu wspotczesnej notacji. Elementy
podajemy w tlumaczeniu na angielski autorstwa T.L. Heatha wraz z tlu-
maczeniem wlasnym:

1. “A magnitude (ueyedoc) is a part of a magnitude, the less

[A] of the greater [B], when it measures the greater”3.

,»WielkoS¢ jest czescig innej wielkoSci, mniejsza — wigkszej,

gdy mierzy wigkszg”.
A jest mniejszaod B: A< B,
A jest czeScig B: nA=B gdzienA=4 A+ +A,
n-razy
A mierzy B: nA =B.

2. “The greater [B] is a multiple of the less [A] when it is

2Zob. [Heath 1926], t. 1L, s. 113.
3[Euklides, Elementy, V, def. 1]; literowe nazwy wielkosci zostaly dodane — P.B.
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measured by the less™*.
»Wieksza jest wielokrotno$cia mniejszej, gdy jest mierzona
przez mniejszy’.

B jest wielokrotnoscig A: B = nA,

B jest mierzona przez A: B = nA.
3. “A ratio (hoyog) is a sort of relation in respect of size
(tnixotng) between two magnitudes (ueyedoc) of the same
kind”>.

»Stosunek to pewna relacja z uwagi na mierzenie miedzy
wielko$ciami tego samego rodzaju”.

Jakkolwiek trudno jest nada¢ matematyczny sens tej definicji, to mozna
wyjasni¢ pojecie ,,wielkosci tego samego rodzaju™®. Otéz wielkosci
,»tego samego rodzaju” sg dodawane (4) oraz poréwnywane z uwagi
na relacje ,,wickszy-mniejszy” (<). Na podstawie analizy dowodéw
z Ksiegi V przyjmujemy, ze dodawanie wielkoSci + jest dziataniem we-
wnetrznym’, tacznym i przemiennym?®, a porzadek < jest liniowy®. Dla-
tego przyjmujemy, ze wielkoSci tego samego rodzaju tworzg strukture
algebraiczno-porzadkowa 9 = (M, +, <), gdzie + oraz < sg scharak-
teryzowane jak wyzej. To, ze wielkoSci A, B sa tego samego rodzaju
zapisujemy w nastepujacy sposob: A, B € 9.

4. “Magnitudes [A, B] are said to have a ratio to one another

which can, when multiplied, exceed one another”!0,

,O wielkosciach méwimy, ze jedna jest w stosunku do drugiej,
gdy biorgc wielokrotnos¢ jednej mozna przekroczy¢ drugg”.

YA,Be 9 dn € N [nA > B].

4[Euklides, Elementy, V, def. 2]; literowe nazwy wielkosci zostaly dodane — P.B.

[Euklides, Elementy, V, def. 3].

6Zob. ,Definicja stosunku podana przez Euklidesa jest matematycznie bezuzy-
teczna” [Mueller 1981], s. 126.

7Zob. Euklides, Elementy, V, passim.

8Zob. Euklides, Elementy, V, dowéd twierdzenia 1.

Przechodnios¢ jest zaktadana w dowodzie twierdzenia V.8, sp6jno§é — w dowo-
dach twierdzen V.9, V.10, V.18.

10[Euklides, Elementy, V, def. 4]; literowe nazwy wielkosci zostaly dodane — P.B.
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Jest to tzw. aksjomat Archimedesa, chociaz odpowiedni aksjomat po-
dany przez samego Archimedesa ma troche inng postaé!!.

5. “Magnitudes [A, B, C, D] are said to be in the same ratio,
the first [A] to the second [B] and the third [C] to the fourth [D],
when, if any equimultiples whatever be taken of the first [nA] and
third [nC], and any equimultiples whatever of the second [mB]
and fourth [mD], the former equimultiples alike exceed, are alike
equal to, or alike fall short of, the latter equimultiples respecti-

vely taken in corresponding order”'?.

,,O wielkoSciach méwimy, Ze sa w tym samym stosunku, pierw-
sza do drugiej i trzecia do czwartej, gdy bioragc dowolne wielo-
krotnosci pierwszej i trzeciej oraz dowolne wielokrotnosci dru-
giej i czwartej, pierwsze wielokrotnosci bedg jednoczesnie wiek-
sze, jednocze$nie réwne lub jednoczes$nie mniejsze od odpo-
wiednio wzietych drugich wielokrotnosci”.

A:B::C:D oy VmneN[(nA> mB— nC >, mD) A
A (nA =mB — nC = mD) A (nA <1 mB — nC <, mD),

gdzie A, Be ‘,)ﬁl =M, +1,<1), C,D € gﬁz = (M, +7,<2).
Proporcja jest zatem relacjg migdzy dwoma parami wielkosci (A, B),

(C, D). W kazdej z par wielkoSci musza by¢ tego samego rodzaju, dla-
tego piszemy A, B € M, C,D € M,. Ale wielkosci z réznych par, np.
A oraz C, moga by¢ ré6znego rodzaju. Doskonale ilustruje to twierdzenie
VI, 1:

“Triangles [...] which are under the same hight are to one ano-

ther as their bases”!>.

,»Irdjkaty [...] o tych samych wysokosciach maja si¢ tak do sie-
bie, jak ich podstawy”.

1Zob. “Of unequal lines, unequal surfaces, and unequal solids, the greater exceeds
the less by such a magnitude as, when added to itself, can be made to exceed any as-
signed magnitude among those which are comparable with [it and with] another one”
[Archimedes], Ksiggal, s. 4; symbolicznie: A < B — dn [n(B—A) > B, n(B—A) > A].
12| Euklides, Elementy, V, def. 5]; literowe nazwy wielkos$ci zostaly dodane — P.B.
3Euklides, Elementy, VI, 1.
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W proporcji wystepuja tu z jednej strony trojkaty (7, 7>), z drugiej —
odcinki (b1, by) i twierdzenie VI, 1 mozna zapisaé w postaci T : T, ::
b1 . bz.

6. “Let magnitudes which have the same ratio be called propor-
tional”!4.

»Wielkosci, ktére s3 w tym samym stosunku nazwijmy propor-
cjonalnymi”.

W tej definicji ustalane jest tylko nazewnictwo, my zas, przy tej okazji,
usprawiedliwimy zastosowane wyzej oznaczenia. Zgodnie ze zwycza-
jem, stosunek wielkoSci A, B zapisywany jest jako A : B, za$ proporcja
—jako A : B :: C : D. Zwyczaj ten zostal zapoczatkowany w XVII
wieku przez Vicenta Winga (stosunek) i Williama Outgethered (pro-
porcja)!’. Przypomnijmy jeszcze, ze proporcja to po grecku avoloyLa.

7. “When, of the equimultiples, the multiple of the first magni-
tude [nA] exceeds the multiple of the second [mB], but the mul-
tiple of the third [nC] does not exceed the multiple of the fourth
[mD], then the first is said to have a greater ratio to the second
then the third has to the fourth”'°.

,Przy réwnych wielokrotnosciach, gdy wielokrotnos¢ pierwszej
wielkosci przekracza wielokrotno$¢ drugiej, a wielokrotnosé
trzeciej nie przekracza wielokrotnosci czwartej, wtedy méwimy,
ze pierwsza jest w wiekszym stosunku do drugiej niz trzecia do
czwartej”.

A:B>C:D g dm,ne N [nA >3 mB, nC <, mD],
gdzie A, B € My = (M, +1,<1), C,D € My = (Ma, +3,<2).

Przyjmujac wyzej wskazane zatozZenia o strukturze 90t oraz aksjo-
maty

(E1) Ine N [nA > B],

4[Euklides, Elementy, V, def. 6].
15Z0b. [Grattan-Guiness 1996].
16[Euklides, Elementy, V, def. 7]; literowe nazwy wielkosci zostaly dodane — P.B.
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(E2) A>C - AE[C+E =A],

(E3) A>C—-A+B>C+B,

(E4) YVAVn e N dB [nB = A],

(ES) YA,B,CAX [A: B :: C: X], gdzie A,B,C,E, X € 9,
mozna wyprowadzi¢ wszystkie twierdzenia Ksiegi V.

W zdecydowanej wickszoSci komentarzy nie wyszczegdlnia si¢ za-
ozen dotyczacych dzialania + oraz porzadku <, gdy za$ idzie o aksjo-
maty, to komentatorzy wymieniaja jedynie (E1), Bourbaki zas§ obok
(E1) podaje jeszcze (E2)!7. Zupetie wyjatkowy natomiast pod tym
wzgledem jest artykut [Beckmann 1967]. Ot6z Beckmann skrupulat-
nie wylicza zalozenia dotyczace struktury 91. Gdy za$ idzie o aksjo-
maty, to nie podaje on (E3), a obok (E1), (E2), (E4) i (ES) wypisuje
wiele innych, o ktérych mozna pokazac¢, ze wynikaja albo z (E3), albo
z (E1), (E2), (E3), (ES). Jednak podstawowa réznica miedzy zapropo-
nowang wyzej aksjomatyka, a ta, ktorag podaje Beckmann, polega na
tym, ze Beckmann przyjmuje, iz porzadek < jest definiowany réwno-
waznoscig A > C & JE[C + E = A]'8, ale zaden fragment Elementow
nie usprawiedliwia takiego rozstrzygniecia. Tym samym opracowanie
Beckmanna nie moze by¢ uznane za rekonstrukcje warstwy dedukcyjnej
Ksiegi V. Beckmann zresztg sam przyznaje, ze ,,stosuje swoj wlasny sys-
tem aksjomatéw, ustanowiony w Scistej zgodnosci z Euklidesem, ktory
pozwala wyprowadzi¢ wszystkie definicje i twierdzenia euklidesowej
teorii wielkoSci (zwlaszcza te z Ksiegi V oraz VI)”.

W Zadnym ze znanych nam opracowan nie rozwaza si¢ niezalez-
nosci aksjomatéw. Latwo mozna pokazal, ze (E4) wynika z (ES).
Mozna tez pokazac, ze aksjomaty (E1), (E2), (E3), (E5) sa niezalezne.
Mozna wreszcie pokazad, ze z aksjomatéw (E1), (E2), (E3), (ES) istot-
nie wynika liniowo$¢ porzadku stosunkéw > zadanego definicja V, 7,
ale mozna tez pokazad, i to jest celem niniejszego artykutu, ze do wy-
kazania liniowoSci porzadku > nie wystarczy jedynie (E1). W dalszym

17Zob. [Bourbaki 1966].
18Zob. [Beckmann 1966], s. 51, definicja D.0.
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ciagu odnosimy si¢ zatem tylko do tych opracowan, ktére o strukturze
wielkoSci 901 zakladajg jedynie aksjomat Archimedesa.

2. EUKLIDES, ,,ELEMENTY”, KSIEGA V, TWIERDZENIA 8-10

Przedstawimy teraz trzy twierdzenia z Ksiegi V, ktére beda przywo-
fane w dalszej czesSci artykutu.

“Proposition 8. Of unequal magnitudes [AB, C1], the greater [AB]
has to the same [D] a greater ratio than the less [C] has; and the
same has to the less a greater ratio than it has to the greater”!.

»oposréd nieréwnych wielkoSci, wigksza jest do tej samej
w wigkszym stosunku niz mniejsza. I stosunek tej samej do
mniejszej jest wickszy od jej stosunku do wickszej”.

Symbolicznie:
AB>C - AB:D>C:D, AB>C —->D:C>D:AB.

“Proposition 9. Magnitudes which have the same ratio to the
same equal one another; and magnitudes to which the same has
the same ratio are equal.

For let each of the magnitudes A and B have the same ratio to C.
I say that A is equal to B. For, otherwise, each of the magnitudes
A, B would not have the same ratio to C; but it has; therefore A
is equal to B. [...]"%°.

»Iwierdzenie 9. WielkoSci, ktére sa w tym samym stosunku do
tej samej sa sobie réwne. I wielkosci, do ktérych ta sama jest
w tym samym stosunku sg sobie réwne. Niech kazda z wielkosci
A'i B bedzie w tym samym stosunku do C. Twierdzg, ze A jest
rowne B. W przeciwnym razie, wielkosci A i B nie bytaby w tym
samym stosunku do C, ale tak jest, dlatego A jest rtéwne B. [...]".

9[Euklides, V, 8]; oznaczenia literowe zostaly dodane — P.B.; sg to doktadnie takie
oznaczenie, jakich uzyto w dowodzie Euklidesa, w szczegdlnosci AB oznacza tu jedna
wielko$¢.

20[Euklides, V.9].
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Dowdd Euklidesa jest, jak widaé, dowodem nie wprost, ostatecznie nie
jest jednak pokazane na czym polega sprzecznos$é. Czasami dowdd ten
jest tak rekonstruowany, iz przyjmuje si¢, ze wedtug Euklidesa sprzecz-
nos$¢ poleganatym: (A: C :: B: C)A(A:C>B:C). Ale dowdd
twierdzenia V, 9 mozna réwniez i tak zrekonstruowac, ze dochodzi si¢
do sprzecznosci z liniowoscig porzadku w strukturze 9 = (M, +, <),
gdzie A, B, C € 9, mianowicie:

Twierdzenie V, 9.
A:C:B:C—>A=B, C:A:C:B—>A=B.

Dowdd. Pokazemy pierwsza implikacje. Przyjmijmy, ze:
A:C:B:CANA#B.

Stad oraz ze spdjnosci relacji < wynika, ze (A > B) V (B > A). Niech
bedzie A > B. Z twierdzenia V.8 otrzymujemy A : C > B : C, zatem:

A:C2:B:C)ANA:C>B:(0).
Z definicji V, 7 dostajemy, ze dla pewnych p, g jest:
(qA > pC) A (q B < pO).
Stad oraz z definicji V, 5, na mocy gA > pC — gB > pC, dostajemy
gB<pC oraz gB>pC,

co jest sprzeczne z liniowoscig porzadku w strukturze 9. Q.E.D.

Dla uzupetnienie tej rekonstrukcji trzeba jednak dodac, ze liniowos¢
porzadku < nie jest w Elementach wprost sformutowana, bo w Elemen-
tach w ogdle nie ma pojecia liniowego porzadku.

“Proposition 10. Of magnitudes which have a ratio to the same,
that which has a greater ratio is greater; and that to which the
same has a greater ratio is less.

For let A have to C a greater ratio than B has to C; I say that A is
greater than B. For, if not, A is either equal to B or less. Now A
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is not equal to B; for in that case each of the magnitudes A and
B would have the same ratio to C; but they have not, therefore
A is not equal to B. Nor again is A less than B; for in that case
A would have to C a less ratio than B has to C, but it has not;
therefore A is not less than B. [...]"2!.

,Z wielkosSci bedacych w stosunku do danej wielkoSci ta, ktéra
ma wiekszy stosunek jest wigksza; natomiast ta, do ktérej dana
wielko$¢ ma wigkszy stosunek, jest mniejsza. Niech stosunek A
do C bedzie wickszy niz B do C. Twierdze, ze [wielkos¢ — P.B.]
A jest wicksza od B. Jesli nie, wtedy A jest réwna B, badz jest od
niej mniejsza. A nie jest rtéwna B, poniewaz w takim przypadku
kazda z wielkoSci A i B mialaby taki sam stosunek do C, a tak
nie jest; dlatego A nie jest réwna B. A nie jest tez mniejsza od B,
bo wtedy jej stosunek do C bylby mniejszy niz stosunek B do C,
ale tak nie jest, dlatego A nie jest mniejsza od B”.

Symbolicznie twierdzenie 10 mozna wiec tak przedstawic:
A:C>B:C—->A>B, C:B>C:A—> A>B,
a dowdd jest ewidentnie dowodem nie wprost: Gdy A = B, to:
A:C:2:B:C)ANA:C>B:0).

Mozna przyjaé, ze na tym wiasnie polega sprzecznosé¢, lub poprowa-
dzi¢ mysl dalej tak, jak to zrobiliSmy wyzej, by doj$¢ do sprzecznosci
z liniowoscig porzadku < w strukturze 1.

Gdy A < B, to:

A:C<B:C)ANA:C>B:0).

Mozna przyjaé, ze na tym wilasnie polega sprzeczno$¢ lub poprowadzic
mysl dalej. Woéwcezas z A : C > B : C dostajemy, ze dla pewnych p, g
jest:

(qA > pC) A (pC = ¢B),

21[Euklides, V, 10 .
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astad gA > gB. Z zalozenia A < B, na mocy (E3), dostajemy gA < gB.
Ostatecznie:
(qA < gB) A (qA > ¢B),

co jest sprzeczne z liniowoscig porzadku w strukturze 9. Q.E.D.

3. INTERPRETACJE DEFINICJL YV, 7

1. Roger Penrose (2004)

Pierwszym krokiem w teorii Eudoksosa bylo ustalenie kryte-
rium, co to znaczy, ze jaki$ stosunek dtugosci a : b miatby by¢
wickszy niz stosunek innych dtugosci, ¢ : d. Kryterium to jest
nastepujace: stosunek a : b jest wigkszy od stosunku c : d, jesli
istniejg dwie liczby naturalne M i N takie, ze jezeli a dodamy
do siebie M razy i dtugos¢ ta bedzie wieksza od dlugosci, jaka
otrzymamy po dodaniu do siebie b N razy, to d dodane do siebie
N razy bedzie dluzsze od ¢ dodanego do siebie M razy. Ana-
logiczne kryterium formutuje warunek, zeby stosunek a : b byt
mniejszy od stosunku ¢ : d. Warunkiem réwnosci tych stosun-
kéw jest niespetnienie zadnego z tych dwu kryteriéw. W ten spo-
s6b dzieki pomystowemu rozwigzaniu problemu réwnosci dwu
stosunkéw Eudoksos otrzymat w rezultacie abstrakcyjne pojecie

«liczby rzeczywistej» wyrazone przez stosunki dlugosci??.

W ujeciu tym definicja V, 7 wyrazona jest formuta:
a:b>c:de AM N [(Ma > Nb) A (Mc < Nd)],
za$ definicja V, 5 formuta:
a:b=c:deo—-(a:b>c:dyA—-(a:b<c:d).
Przyjmujac tautologie (a: b=c:d) V (a: b # c: d), dostajemy:
(a:b<c:d)yV@:b=c:d)yV(a:b>c:d).
2. Fabio Acerbi (2003)

22[Penrose 2004], s. 56-57.



O DEFINICJI 7 Z KSIEGI V ,, ELEMENTOW” EUKLIDESA 129

[R]ozwazania przedstawione w niniejszej pracy [...] wyraz-
nie wskazuja, ze opracowanie def. 5 wyniklo z istotnych ba-
dari nad tym, czym jest dysproporcja. Jest prawdopodobne, Ze
def. 5 w rzeczywistoSci sformutowano jako logiczne uzupetnie-
nie def. 7 [...]. Ale przejscie od zaprzeczenia dysproporcji do
proporcji jest oczywiste i nie zostawia miejsca na co§ matema-
tycznie znaczacego?>.

Przyjmujac, ze definicja V, 7 dana jest formutg z §1, definicja V, 5 przyj-
mie w tym ujeciu postac:
A:B:C:Deo—-(A:B<C:D)A=(A:B>C:D),
a stad, podobnie jak wyzej, dostajemy:
(A:B<C:D)V(A:B::C:D)V(A:B>C:D).

3. Benno Artmann (2001)

V, Def. 7 (we wspéiczesnej notacji) a : b > ¢ : b wtedy
i tylko wtedy, gdy istniejq takie liczby r, s, ze ra > sb oraz rc <
sd.

Biorac pod uwage porzadek liniowy, to nic innego jak ne-
gacja Def. 5 (wlaczajac przypadek @ : b < ¢ : b). Stosujac
wspoélczesng matematyke, tak jak to uczyniliSmy w przypadku
Def. 5, przektada si¢ to na: a/b > c/d, gdy istnieja takie liczby
naturalne r, s, ze a/b > s/r > c/d, tj. gdy miedzy liczbami rze-
czywistymi [a/b oraz ¢/d — P.B.] istnieje liczba wymierna [s/r
— PBJ*.

W ujeciu tym definicja V, 7 wyrazona jest formuta:
a:b>c:de dr,s [(ra > sb) A (re < sd)],
za$ definicja V, 5 formuta:

a:b=c:deo—-(a:b>c:dyA—-(a:b<c:d).

23[Acerbi 2003], s. 236.
24[Artmann 2001], s. 133.
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Stad, podobnie jak wyzej, dostajemy:
(a:b<c:dyv@:b=c:d)V(a:b>c:d).
4. David E. Joyce (1997)

W odniesieniu do stosunkéw prawo trychotomii orzeka, ze dla
dowolnych dwoch stosunkéw w : x oraz y : z zachodzi doktad-
nie jeden z warunkéw: w : x <y :zlubw : x =y : z lub
w : x >y : z. Euklides nie zamieScit wsréd aksjomatéw prawa
trychotomii dla wielkoSci i nie uczynit tego takze w odniesieniu
do stosunkéw. Ta cze§¢ owego prawa, ktéra orzeka, ze zacho-
dzi co najwyzej jeden z przypadkow jest uzyta po raz pierwszy
w twierdzeniu V, 9, natomiast ta cz¢$¢, ktéra orzeka, ze zacho-
dzi przynajmniej jeden z warunkéw wystepuje po raz pierwszy
w twierdzeniu V, 10%

W poprzednim paragrafie przedstawiliSmy nasza interpretacje twier-
dzen V, 9 oraz V, 10. Ciekawe jest jednak to, ze w dalszej czgsci omo-
wienia Ksiegi V Joyce podaje dowdd prawa trychotomii dla stosunkéw.
Ot6z definicje V, 5 oraz V, 7 Joyce zapisuje tak, jak to uczyniliSmy wyzej
w §1, a w komentarzu do definicji V, 7 pisze:

Z samych definicji [V, 51V, 7 — P.B.] jasno wynika, ze zdania
w:ix>y:zorazw:x =y :zsasprzeczne. [...]. Przyjmujac
przechodnio$¢ [porzadku stosunkéw — P.B.], mozna pokazac,
Ze sprzeczne sg tez zdaniaw : x > y :zorazw : x <y :z
[...]. (Satez dowody, ktdre nie zalezg od przechodnioSci.) Druga
stron¢ prawa trychotomii, méwigca o tym, ze zachodzi przynaj-
mniej jeden z tych trzech przypadkéw, trudniej jest wykazad,
a dowdd zalezy od potraktowania definicji V.4 jako aksjomatu
poréwnywania. W istocie, bez niego rozumowanie to jest fal-
szywe?0.
Nastepnie, przyjmujac aksjomat Archimedesa, Joyce podaje dowodzi,

ze zachodzi przynajmniej jeden ze sktadnikéw alternatywy:

WwW:ix<y:9Vw:x=y:V(w:x>y:2).

Z[Joyce 1997].
%[ Joyce 1997].
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5. Wilbur R. Knorr (1975)

Definicja 3. Gdy dane sg dwie pary wielkosci homogenicz-
nych A, B oraz C, D, gdy dla dowolnych liczb naturalnych m, n
nieréwno$¢ mA > nB pociaga za sobg nierdéwnos¢ mC < nD,
réwnos$¢ mA = nB pociaga za sobg réwnos¢ mC = nB, a nieréw-
no$¢ mA < nB pociaga za sobg mC > nD, wtedy A: B=C : D.

Jest to definicja Euklidesa (V, def. 5) powszechnie przypisy-

wana Eudoksosowi?’.

Definicja 5. Dla dwdéch par wielkosci A, B oraz C, D, jezeli
istniejq takie liczby naturalne m, n, ze mA > nB, ale mC < nD,
wtedy A: B> C : D.

Jest to Euklidesa definicja «wigkszego stosunku» (V, Def.
7); odwracajac w niej kazda z nieréwnosci dostajemy warunek
na «mniejszy stosunek»8,

Dalej czytamy: ,,Twierdzenie 6. Gdy dla wielkosci A, B,C jest A: C =
B : C, wtedy A = B (Elementy V.9)"?°. Na kolejnej zas karcie Knorr
podaje dowdd tego twierdzenia:

Niech A : C = B : Ciniech A > B. Wéwczas, na podstawie

V, def 4, istnieje taka wielokrotno$¢ A — B, powiedzmy m, ktéra

przekracza C. Niech p bedzie pierwsza wielokrotnoscig C, ktéra

jest rowna lub przekracza mB, tj. pC > mB > (p — 1)C. Doda-

jac to do poprzedniej nieréwnosci dostajemy, ze mA > pC oraz

mB < pC. Stad, na podstawie Def. 5, A : C > B : C, co jest

sprzeczne z wyj$ciowym zatozeniem?°.

W ujeciu tym definicje V, 5 oraz V, 7 sg wyrazone tak, jak to uczyniliSmy
wyzej w §1, ale w przytoczonym dowodzie Knorr zaklada, Ze nie moze
by¢ tak, iz (A : C = B : C) A(A: C > B: C). Takie zalozenie — jak
pokazaliSmy wyzej — u samego Euklidesa nie jest explicite zapisane.

6. Bartel L. van der Waerden (1954)
Po zacytowaniu definicji V, 7 van der Waerden pisze:

2I[Knorr 1975], s. 333.
2[Knorr 1975], s. 334.
2[Knorr 1975], s. 338.
30[Knorr 1975], s. 339.
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To znaczy, gdy ma > nb, ale mc < nd, gdzie m,n sg liczbami
naturalnymi, wtedy a : b > ¢ : d*'.

Dalej dowodzi twierdzenia V.8, po czy pisze:
Metodg reductio ad absurdum z V.8 otrzymujemy [V.9 — P.B]*2,

Na czym polega sprzeczno$é, tego van der Waerden juz nie pokazuje.

W ujeciu tym definicja V, 7 wyrazona jest formuta:
a:b>c:de dmyn[(ma > nb) A (mc < nd)].

Natomiast definicje V, 5 zapisuje van der Waerden tak jak to zrobiliSmy
wyzej w §133.

4. INTERLUDIUM

Pare (X, <) nazywamy zbiorem liniowo uporzadkowanym, gdy re-
lacja < jest przechodnia oraz spetnia prawo trychotomii, co znaczy, ze
dla dowolnych x,y € X zachodzi doktadnie jeden ze sktadnikéw alter-
natywy:

(x<y)VEx=y)Vx>y).

W sposéb réwnowazny zbidr liniowo uporzadkowany jest tez tak de-
finiowany: Pare (X, <) nazywamy zbiorem liniowo uporzadkowanym,
gdy relacja < jest zwrotna, przechodnia, antysymetryczna, oraz spdjna,
t.:

X<y VE=y)V>y).
Przy czym przyjmuje sie, ze x <y & (x < YA x #y).

W opisanych wyzej przypadkach definicje V, 5 oraz V, 7 przyjmuja
rozny ksztatt. Dla wszystkich przypadkéw, z wyjatkiem (6), wspdlne
jest natomiast zatozenie o spdjnosci relacji relacji proporciji, tj.:

A:B<C:D)V(A:B::C:D)V(A:B>C:D).

31[Waerden 1954, s. 188].
32[Waerden 1954, s. 188].
37Z0b. [Waerden 1954, s. V176].
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David E. Joyce podaje nawet dowdd tej wlasno$ci. W nastepnym pa-
ragrafie zdefiniujemy strukture wielkosci 9 = (M, +, <), w ktdrej rela-
cja proporcji nie jest spdjna. W strukturze tej dodawanie jest dziataniem
wewnetrznym, facznym i przemiennym, a porzadek < jest liniowy. Po-
nadto spetnione sa aksjomaty (E'1) oraz (E3). Odpowiada to wiec temu,
co o wielkoSciach jest wprost powiedziane w Elementach oraz temu, co
explicite przyjmuja wymieni wyzej autorzy.

5. KONTRPRZYKtAD

Model 1. Zanim przejdziemy do zdefiniowania modelu, podamy
kilka wstepnych informacji. Niech (R, +, -, 0, 1, <) bedzie cialem liczb
rzeczywistych. W ciele tym spetniony jest aksjomat Archimedesa w na-
stepujacej postaci:

Vx,yeRAne N[0 <x <y — nx >y[;

z tego faktu skorzystamy nizej.
Niech ¥ bedzie ultrafiltrem na zbiorze N zawierajacym zbi6r (filtr
Frecheta):

{AcN:N\A— jest zbiorem skor’lczonym}34.

Relacja:
(rn) = (sn) df neN:r,=s,}€F

jest rtéwnowaznoscia na zbiorze RY. Zbiér liczb hiperrealnych R* jest
definiowany jako zbior ilorazowy, R* =4 RN/Z . W R* definiowane
jest dodawanie, mnozenie oraz porzadek:

[(r)] @ [(s0)] =ar [(ra + 5], )] @ [(s0)] =ay [(rn - s0)]
[(r)] < [(sp)] ©ar {neN:ry, <s,}eF.

¥Rodzina ¥ podzbioréw zbioru N jest filtrem gdy: (1) A,B€ ¥ — ANB € F,
2Q)AeFANACB—->Be?,3)0¢F. Gdy ¥ jestfiltremi (4) VA C N [A €
F VN\A € 71, to F jest ultrafiltrem. Korzystajac z aksjomatu wyboru dowodzi sie, ze
kazdy filtr jest zawarty w pewnym ultrafiltrze.
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Standardowa liczba rzeczywista r jest identyfikowana z klasg réwno-
waznosci r* ciggu statego (r,7,...), tj. r* =4 [(r, 1, LI

Twierdzenie (R*,®,®, 0", 1%, <) jest cialem uporzadkowanym, niear-
chimedesowym.

Zbior nieskoriczenie matych liczb hiperrealnych Q dany jest defini-

cja:
x€Q g VO e R, [x] < 07].

W zbiorze R* definiujemy relacje:
Xxyeq r x—ye.
Zbidr ograniczonych liczb hiperrealnych L dany jest definicja:
xel o430 e Ry [Ix| <071

Bezposrednim rachunkiem sprawdzamy, ze (Q,®,0, <) oraz
(L,®, 0", <) sa grupami uporzagdkowanymi.

Twierdzenie o czeSci standardowej: Vx e L Alr e R [r* =~ x].

Czes¢ standardowa ograniczonej liczby hiperrealnej x oznaczamy
jako st(x), czyli (st(x))* ~ x.

Latwo widad, ze czeScig standardowa dowolnej liczby nieskoncze-
nie malej jest zero, tj. Vx € Q [x ~ 0*].

Przechodzimy do definicji modelu. Przyjmujemy:

M =df {x e L:st(x) > 0}

Zbiér M mozna tez tak opisaé M = {x € L. : x > 0"} \ Q; do M nalezg
wiec te ograniczone i dodatnie liczby hiperrealne, ktére nie s3 nieskon-
czenie mate.

Przyjmujemy 9| = (M, ®, <), gdzie ® oraz < to dodawanie i porzg-
dek liczb hiperrealnych zacies$nione do zbioru M. Stad od razu otrzy-
mujemy, ze dodawanie @ jest faczne i przemienne, a porzadek < jest
liniowy oraz to, ze speiniony jest aksjomat (E3).

3 0pis tej konstrukcji mozna znalezé w: [Goldblatt 1998].
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W strukturze 91, spelniony jest tez aksjomat (E'1). Istotnie, jezeli
A, B € M oraz A> B, to st(A) = st(B) > 0. Stosujac do liczb rzeczywi-
stych st(A), st(B) aksjomat Achimedesa (w wersji dla ciat uporzadkowa-
nych) dostajemy, ze dla pewnej liczby naturalnej naturalnej n zachodzi
nst(B) > st(A). Stad nB > A%,

Niech teraz € bedzie ustalong dodatnia nieskoriczenie mata liczba
hiperrealng, niech A = 3 -¢, B =2,C =3, D = 237, Zachodzi
3%8 < % Miedzy liczbami 3% oraz % nie lezy zadna standardowa liczba
wymierna, dlatego gdy m # 3k lub n # 2k, gdzie k € N, to:

3—8<m<_)3<m ora 3—s>m<_>3>m
. — _—<s — Z P — —_ > —
2 n 2 n 2 n 2 n

lub w postaci réwnowaznej:
n3—-e)<m2 o n3d<m2 oraz n(3-¢)>m2 o n3 >ml.

Zatemani A: B<C:D,aniA: B> C : D.
Gdy m =3k in = 2k, to:
3—-¢

2

<

S |3
S |3

NS} ON)

lub w postaci réwnowaznej:
n(3—¢g)<m2 An3 =m2,
czy jeszcze inaczej:
=(n(3 —&) <m2 - n3 <m2).
Ostatecznie dostajemy:

“(A:B<C:D)A=-(A:B::C:D)AN=(A:B>C:D).

3W rozumowaniu tym stosujemy fatwe do sprawdzenie fakty: Vx,y € L [x <y —
st(x) < st(y)], Yx,y € L [st(x) < st(y) = x < y].

3Dla czytelnoci zapisu pomijamy znak *, ktéry powinien sta¢ przy liczbach natu-
ralnych, a wigc Scisle rzecz biorgc winno by¢: A =3" —¢,B =2*,C =3",D =2".
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Model 2. Przyjmijmy M = {z € C : Re(z) > 0} oraz:
Z<w ©4r Re(z) < Re(w) V (Re(z) = Re(w) A Im(z) < Im(w)),

gdzie C to zbidr liczb zespolonych, Re(z) — cze$¢ rzeczywista liczby
z, Im(z) — czg$¢ urojona liczby z. Przyjmijmy nastepnie, ze M, =
(M, +, <), gdzie + to ,,zwykte” dodawanie liczb zespolonych. Dodawa-
nie w strukturze 91, jest taczne i przemienne, porzadek < jest liniowy,
ponadto spetnione sa aksjomaty (E1) oraz (E3). Przyjmujac A =3 — i,
B =2,C =3, D =2 dostajemy:

“(A:B<C:D)AN=(A:B:C:D)AN=-(A:B>C:D).
Mamy bowiem:
nA > mB < nC >mD, nA<mB < nC <mbD,
co znaczy, zeani A: B<C :D,ani A : B > C : D. Nastepnie:
(2A <3B) A2C =3D,

co znaczy, ze ~(A : B :: C : D).

6. ROZNE ZAPISY DEFINICJI V, 7

Definicja V, 5 w réznych komentarzach jest réznie zapisywana3?.

Mozna jednak pokazaé, ze przyjmujac wyzej podane zatozenia o struk-
turze wielkoSci 91, funkcjonujgce w literaturze jej formalne zapisy sa
réwnowazne definicji, ktérag przedstawiliSmy w §1. Sam tekst defini-
cji V, 7 wydaje si¢ natomiast jednoznaczny i autorzy opierajacy swoje
analizy na tekscie greckim podaja taka sama definicje, jak ta zaprezen-
towana przez nas w §1°. We fragmentach (1) i (6) oraz (3) cytowanych
w §3. znajdujemy jednak odmienne zapisy definicji V, 7. Z kolei Muel-
ler dowodzi, ze definicje V, 7 w wersji:

A:B>C:D oy dn,neN[nA > mB,nC <, mD],

¥Zob. [Blaszczyk 2006].
7Z0b. [Beckmann 1967], s. 36, [Knorr 1975], s. 334 , [Mueller 1981], s. 125.
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w sposéb réwnowazny mozna wyrazi¢ formufami:

dm,n € N [nA > mB,nC <, mD], (V, 7b)

dm,n € N[nA > mB,nC <, mD]. (V, 7¢)

W przedstawionym dowodzie Mueller przywotuje jedynie aksjomat
(E1). Pokazemy, ze dowdd ten nie moze by¢ poprawny.

Wréé¢my do Modelu 1. Niech bedzie A=3+¢,B=2, C=3,D =
2. Wéwczas 2A > 3B, 2C < 3D, co znaczy, ze A : B > C : D w mysl
przyjetej przez nas definicji. Jednocze$nie tatwo widacd, ze nie istnieja
takie liczby naturalne n, m, aby byto nA > mB, nC < mD, co znaczy, ze
—(A : B > C : D) w mysl definicji zaproponowanych we fragmentach
(1), (3) oraz definicji V, 7b. Podobnie dla tych samych wielkosci jest
—(A : B> C : D) w my§l definicji z fragmenu (6) oraz definicji V, 7c.

ZAKONCZENIE

Niech (R, +, -, 0, 1, <) bedzie cialem liczb rzeczywistych, niech R,
oznacza zbior dodatnich liczb rzeczywistych. Struktura (R, +, <) jest
modelem struktury wielkoSci, tj. + jest dziataniem wewnetrznym, tacz-
nym i przemiennym, porzadek < jest liniowy, a ponadto speinione sa
aksjomaty (E1) — (ES). Relacja proporciji :: jest tu interpretowana jako
réwno$¢ dwdch stosunkéw, gdzie stosunek jest rozumiany jako iloraz,
tzn. A: B :: C : D oznacza A/B = C/D, dla A,B,CD € R. W tym
modelu porzadek stosunkéw wigze si¢ z oSrodkowoscia osi liczb rze-
czywistych, tj.:

A/B > C/D < dm,n [A/B > m/n > C/D].

Porzadek stosunkéw > istotnie jest liniowy, bo rzecz sprowadza si¢
do liniowosci porzadku liczb rzeczywistych >*. Najprawdopodobniej

40 Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla dowolnego podciata ciata
R, +,-,0,1,<).
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wilasnie z uwagi na ten model teoria proporcji z Ksiegi V jest nazy-
wana ,,abstrakcyijna teorig liczb rzeczywistych”*!. Powtérzmy zatem, ze
w Ksiedze V stosunek wielkosci nie jest definiowany, a proporcja jest
relacjg miedzy czterema wielkoSci, a nie miedzy dwoma stosunkami.
W obydwu modelach podanych w §5. jest tak, ze proporcja nie jest
réwnoscig ilorazow i wcale nie jest oczywiste, jak zinterpretowac sto-
sunek wielkoSci, bo nie jest to po prostu iloraz rozumiany jako dzielenie
w ciele niestandardowych liczb rzeczywistych, albo w ciele liczb zespo-
lonych. Z drugiej strony w strukturach tych nie sg spetnione wszystkie
aksjomaty (E1) — (ES). Stad otwarte jest pytanie, czy na gruncie ak-
sjomatéw teorii wielkoSci mozna zdefiniowac stosunek tak, aby relacja
dana definicja V, 5 byta réwnoScia stosunkow.
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SUMMARY
ON EUCLID’S ,,ELEMENTS” BOOK V, DEFINITION 7

Euclid’s Elements Book V develops theory of proportion of «geometric
magnitudes». Definition V, 5 is the definition of proportion, A : B :: C : D,
definition V, 7 is the definition of the order of ratios , A : B > C:D. In
commentaries on Book V it is usually supposed, and sometimes even proved,
that the order of ratios is a total order, while it is also supposed that «magnitudes
of the same kind» obey the Archimedean axiom only, i.e. Euclid’s definition
V, 4. The purpose of this paper is to show that the linearity of the order of
ratios cannot be deduced from the Archimedean axiom; to this end we define
a structure of magnitudes (M, +, <) that obeys the Archimedean axiom and
show that the conjunction of negations =(A : B > C : D), ~(A : B :: C : D),
=(A: B < C : D) is satisfied.



