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Abstract
The main aim of the paper was to draw attention to Wactaw
Sierpinski as not only a great mathematician but also a philosopher.
We undertook the attempt of reconstruction of Sierpinski’s philos-
ophy. To aim this goal we mainly based ourselves on Sierpinski’s
habilitation lecture entitled The concept of correspondence in math-
ematics. The complementation of Sierpinski’s philosophical views
were conclusions from his mathematical achievements, his scheme

of research on The Axiom of Choice, and his attitude to this axiom.
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actaw Sierpinski byt jednym z tworcow polskiej szkoty

matematycznej, ksztatcac trzy pokolenia matematykow.
Posréd szerokiego grona jego uczniéw nalezy wymienié: Sta-
nistawa Ruziewicza, Ottona Nikodyma, Stefana Mazurkiewi-
cza, Kazimierza Kuratowskiego, Bronistawa Knastera, Stani-
stawa Saksa, Kazimierza Zarankiewicza, Antoniego Zygmunda,
Adolfa Lindenbauma, Karola Borsuka, Stefanie Braundéwne,
Edwarda Szpilrajn-Marczewskiego, Antoniego Wakulicza, Je-
rzego Browkina, Andrzeja Rotkiewicza i Andrzeja Schinzela.
Polski matematyk, jako jeden z pierwszych na §wiecie, prowa-
dzit w 1909 roku na Uniwersytecie Lwowskim wyktady z teorii
mnogosci. W 1912 r. wydat piate w porzadku chronologicznym
syntetyczne ujecie teorii zbiordw: Zarys teorii mnogosci (Sier-
pinski, 1928).

Aksjomat wyboru' jest zagadnieniem, ktorego nie sposob
pomina¢ zajmujac si¢ teoria mnogosci, nawet jesli tylko pobiez-
nie dotykamy kwestii teorii zbioréw. Smiato mozemy go uzna¢
za najbardziej interesujacy i zarazem najbardziej kontrowersyjny
aksjomat w dziejach matematyki. Jest jednym z najintensywniej
badanych postulatéw matematyki wspotczesnej. Okresla si¢ go,

' W niniejszej pracy uzywamy zamiennie okreslen aksjomat wybo-
ru, pewnik wyboru, aksjomat Zermela, zasada wyboru oraz skrotu
AC. Dla lepszej przejrzystosci naszych rozwazan, przypominamy, iz
aksjomat wyboru najczesciej formuluje si¢ w nastepujacej postaci:
Niech S + 0 oraz {Xl_}je 5 bedzie rodzing niepustych zbioréw, wowczas
istnieje odwzorowanie t: 3 — UjesX,.takie, ze 1(j) €x dla kazdego
je 3.
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jako drugi po V aksjomacie Euklidesa, najcickawszy, najmoc-
niej krytykowany i najbardziej ptodny aksjomat®.

Nie dziwi zatem fakt, iz takze Wactaw Sierpinski, zajmu-
jac si¢ teorig mnogosci, nie mogt przejs¢ obojetnie obok fra-
pujacej matematykow i filozofow zasady wyboru. Polski ma-
tematyk na aren¢ zmagan toczonych wokot aksjomatu wyboru
nieprzerwanie od 1904 roku wkroczyt okoto 1916 roku i uczynit
aksjomat Zermela centrum swoich wieloletnich i wieloaspek-
towych badan. Co wigcej, okazuje sig, ze dokonal on zasad-
niczego przetomu® w badaniach nad aksjomatem wyboru. Po-
nadto, prowadzone przez Sierpinskiego, czysto matematyczne
badania teoriomnogosciowe doprowadzity do wykrystalizowa-

nia si¢ pewnych istotnych tez stricte filozoficznych.

2 Powyzsze okres$lenia aksjomatu wyboru, pochodzace od roznych
autoréw, mozna znalez¢ migdzy innymi w (Herrlich, 2006).

3 Podkreslmy w tym miejscu, iz Sierpinski u poczatku swoich badan
nad aksjomatem wyboru (zasadniczo od 1916 roku do poczatku lat
trzydziestych dwudziestego wieku) nie byl w posiadaniu technicz-
nych mozliwos$ci, by dokonaé¢ innego zasadniczego przetomu w de-
bacie nad AC — wykazania faktu, iz zasada wyboru nie usprzecznia
obowiazujacego wowczas zestawu pozostatych aksjomatéw teorii
mnogosci oraz jest od nich niezalezna. Tym niemniej Sierpinski i jego
zwolennicy, przed rozstrzygnigciem tych kwestii (wzmiankowanych
juz wyzej), pracowali w glgbokim przekonaniu, iz pewnika wyboru
nie da si¢ wyprowadzi¢ z innych aksjomatéw teoriomnogosciowych
i nie generuje on sprzeczno$ci w matematyce. Za powyzszym $wiad-
czy migdzy innymi fakt, iz podjeli oni szerokie badania nad rézny-
mi wariantami postulatu Zermela i ich istotnym wptywem na ksztalt
uprawianej matematyki (zaleznej od tego, ktora z wersji pewnika wy-
boru przyjmujemy).
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Catos¢ dokonan polskiego matematyka (na polu debaty wo-
kot zasady wyboru) mozemy podzieli¢ na cztery kolejne etapy
wyrdzniajace jego badania. Po pierwsze, Sierpinski uporzadko-
wat filozoficzne spory wokdt pewnika wyboru — opierajac sig
na wnikliwej analizie samej jego istoty, usystematyzowat do-
tychczasowe stanowiska w sporze o AC. Nastepnie, odsunat na
boczny tor swoich rozwazan podstawowe kwestie filozoficzne
generowane przez pewnik wyboru. Po trzecie, stworzylt czysto
matematyczny program badan aksjomatu Zermela, ktorego re-
alizacja umozliwiala poznanie jego sensu i roli jako postulatu
matematycznego. Ostatecznie, schemat wypracowany przez
Sierpinskiego zmienit dalsze badania pewnika wyboru oraz wy-
tyczyt nowy kierunek w toczonej wokot AC debacie, nadajac jej
samej matematyczny charakter.

Dokonania polskiego matematyka mozemy $miato okre-
$li¢ mianem przetomowych. Oryginalno$¢ i doniostos¢ jego
wynikow wyrazity si¢ przede wszystkim wywarciem istotnego
wplywu na sposéb prowadzenia pdzniejszych badan pewnika
wyboru, cho¢ nie tylko. Program wypracowany przez Sierpin-
skiego przyczynit sig¢ takze istotnie do powstania nowych nur-
tow w filozofii matematyki i pewnego rodzaju modyfikacji spoj-
rzenia na prac¢ matematyka w ogoéle. Szczegolnie zas mocno,
przynajmniej w pewnych kr¢gach, dokonania Sierpinskiego od-
cisnety pigtno na sposobie pojmowania teorii mnogosci i wpty-
nely na jej dynamiczny rozwo;j.

Gloéwnym za$ celem niniejszej pracy jest przedstawienie re-

konstrukcji filozofii matematyki Wactawa Sierpinskiego. W na-
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szych analizach opieramy si¢ w gtdwnej mierze na wyktadzie ha-
bilitacyjnym wygtoszonym przez polskiego matematyka w 1908
roku, zatytutowanym Pojecie odpowiedniosci w matematyce
(Sierpinski, 1909). Swoiste za$ dopetnienie pogladéw Sierpin-
skiego beda stanowily wnioski ptynace z analizy jego matema-
tycznych dokonan, wprowadzonego programu badan aksjomatu

wyboru oraz przyjmowanej postawy wobec zasady wyboru®.

1. Wyktad habilitacyjny Sierpinskiego

Zwrdémy najpierw uwage na znamienny fakt, iz na materi¢ wy-
ktadu habilitacyjnego wybral Sierpinski zagadnienie z filozo-
fii matematyki. Widzimy zatem, Ze rzeczywiscie kwestie filo-
zoficzne od samego poczatku drogi naukowej byly polskiemu
matematykowi bliskie 1 wazne. Sierpinski nie bat si¢ poruszac
spornych tematow z filozofii matematyki i zdawat sobie sprawg
z faktu, iz wiele zagadnien czysto filozoficznych jest istotnych
dla catoksztattu matematyki i dlatego nalezy je znac i rozwazac.

Celem wyktadu habilitacyjnego Sierpinskiego bylo zapre-
zentowanie znaczenia i roli, jaka odgrywa pojecie odpowiednio-
$ci w matematyce. Sierpinski w swoim wyktadzie nie podat expli-
cite definicji odpowiedniosci. Dokonat raczej charakterystyki

* Podstawa przedstawionych w niniejszej pracy wynikow jest analiza
prac Wactawa Sierpinskiego, skoncentrowanych na aksjomacie wy-
boru: (Sierpinski, 1918), (Sierpinski, 1916), (Sierpinski, 1928) oraz
(Sierpinski, 1921).
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tego pojecia, poprzez wskazanie jego roli w matematyce. Wy-
daje sig, iz Sierpinski uzywat pojgcia odpowiedniosci czysto in-
tuicyjnie, utozsamiajac je z pewnego rodzaju przyporzadkowa-
niem, relacja lub po prostu funkcja’.

Juz na samym wstepie wykladu Sierpinski podkreslat, ze
pojecie odpowiedniosci jest jednym z najwazniejszych pojeé

w matematyce:

Przenika ono wszystkie dziedziny my$li matematycznej; jest pod-
stawa, na ktorej budujemy inne zasadnicze pojgcia; jest zrodtem

wszystkich najwspanialszych pomystow (Sierpinski, 1909, s. 8).

Przypisujac odpowiedniosci istotng wage w uprawianiu
matematyki, Sierpinski powolywat si¢ na Henri’ego Poinca-
régo, wedlug ktérego matematycy nie badaja przedmiotow lecz
de facto zaleznosci migdzy nimi i co wigcej, moga swobodnie
zastgpowac dane przedmioty innymi, z zastrzezeniem zachowa-

nia danej zaleznoS$ci®.

5 Pojecie funkcji takie, jakie zdefiniowalismy wyzej [standardowe
okreslenie funkcji jako przyporzadkowanie miedzy dwoma zbiorami
spelniajqce okreslone warunki — K.L.] jest bardzo ogdlne; w gruncie
daje si¢ ono sprowadzi¢ do odpowiedniosci miedzy dwoma zbiorami
(Sierpinski, 1909, s. 19).

¢ Les mathématiciens n’étudient pas des objets, mais des relations
entre les objets; il leur est donc indifférent de remplacer ces objets par
d’autres, pourvu que les relations ne changent pas (Poincaré, 1902,
s. 32).
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Dla polskiego matematyka odpowiednio$¢ odgrywata
istotng rol¢ w szeroko rozumianej matematyce, przede wszyst-

kim ze wzgledu na jej znaczenie dla:

» praktycznych zastosowan matematyki; bez odpowied-
niosci nie ma w ogodle sensu mowi¢ o aplikacji pojec
i obiektow matematyki do rozwazan nauk praktycznych;
nie ma sensu mowi¢ o matematycznym modelowaniu da-
nego zagadnienia;

* teoretycznych rozwazan w tworzeniu matematyki (zob.
Sierpinski, 1909, s. 8).

Wymienione przez Sierpinskiego zastosowania odpowied-
nio$ci generowaly bardzo istotne zagadnienia filozoficzne.
Mowa tu przede wszystkim o kwestii zalezno$ci miedzy mate-
matyka czysta a matematyka stosowana oraz o szerokim zagad-
nieniu matematycznos$ci §wiata fizycznego. Sierpinski w swoim
wyktadzie starat si¢ odpowiedzie¢ na pytanie, dlaczego mate-
matyka, bedaca nauka czysto abstrakcyjna, ma bardzo liczne
zastosowania w naukach fizycznych. Wedtug niego akceptowal-
nym wytlumaczeniem mogtoby by¢ istnienie pewnego istotnego
zwiazku migdzy pojeciami matematycznymi a obiektami Swiata

realnego:

Na zakonczenie zaznaczg tylko, iz fakt, ze nauka, tak oderwana,
jaka jest matematyka, znajduje tyle zastosowan realnych, wy-

thumaczy¢ daje sig istnieniem doskonalej odpowiedniosci migdzy
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dziedzing abstrakcji a dziedzing realnej rzeczywistosci (Sierpin-
ski, 1909, s. 19).

Sierpinski wprowadzit tym samym bardzo radykalng teze
filozoficzna. Orzekt on, iz istnieje pewnego rodzaju $cista odpo-
wiednio$¢ migdzy struktura §wiata realnego a matematyka. Aby
to przypisanie byto mozliwe, rzeczywisto$¢ fizyczna musi miec¢
pewna kluczowa cechg, ktora za Michatem Hellerem mozemy
wspolczesnie nazwaé racjonalnoscia matematyczna. Swiat fi-
zyczny w swych najglebszych fundamentach musi by¢ mate-
matyczny, skoro odpowiada mu struktura §wiata matematyki.

Rozwazajac powyzsze kwestie, tworca polskiej szkoly ma-
tematycznej zwracat takze uwage na fakt, iz w praktycznych za-
stosowaniach matematyki kluczowa rolg odgrywa samo poje-
cie odpowiednio$ci. Wtasnie dzigki stosowaniu odpowiedniosci

mozemy $wiat realny opisywac 1 bada¢ za pomoca matematyki:

Smiato rzec mozna, ze cate praktyczne znaczenie matematyki
zawdzigczamy stosowaniu pojgcia odpowiedniosci (Sierpinski,
1909, s. 8).

Drugi filozoficzny aspekt rozwazan Sierpinskiego byt zwia-
zany z teoretycznymi zastosowaniami odpowiednio$ci. Zda-
niem polskiego uczonego, skoro pyta si¢ jak odpowiednios¢
wplywa na ksztalt matematyki, to wchodzi si¢ na obszar meto-
dologii matematyki. Stawia si¢ wigc — migdzy innymi — pytanie:
jak powstaje matematyka? Wtasnie temu zagadnieniu Sierpin-
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ski poswigcit w gtownej mierze swoj wyktad. Cheiat podkre-
$li¢ teoretyczne znaczenie i rolg, jaka odpowiednio$¢ odgrywa
w samej matematyce jako takiej. Aby w pelni méc docenic¢ wage
odpowiedniosci, nalezy najpierw okresli¢, czym jest odpowied-
nio$¢ doskonata i na czym doktadnie polega jej zastosowanie
w ksztattowaniu matematyki.

Punktem wyjscia dla Sierpinskiego byto pojecie funkcji,
czyli takiego odwzorowania, ktore kazdemu elementowi pew-
nego zbioru X przyporzadkowuje doktadnie jeden element dru-
giego zbioru Y. Innymi stowy, ustalajac funkcj¢ migdzy dwoma
zbiorami ustalamy wedtug Sierpinskiego pewna odpowiedniosc¢
migdzy elementami tych zbiorow.

Drugi krok przeprowadzony przez polskiego uczonego to
zawgzenie zbioru wszystkich funkcji do takich, ktore kazdemu
elementowi ze zbioru X przypisuja za kazdym razem inny ele-
ment zbioru Y i kazdy element zbioru Y odpowiada pewnemu
elementowi ze zbioru X. Tego rodzaju odpowiednios$¢ Sierpin-
ski okreslit jako odpowiednio$¢ doskonata. Uzywajac wspot-
czesnej terminologii, bijekcje to te odwzorowania, ktore wedtug
Sierpinskiego sa utozsamiane z odpowiednioscia doskonata
i maja one szczegodlnie istotne znaczenie dla calej matematyki
(zob. Sierpinski, 1909, s. 9).

Po wprowadzeniu podstawowego pojecia odpowiedniosci
doskonatej, Sierpinski pokazat, jak pracuje ono w poszczegodl-
nych gateziach matematyki. Swdj przeglad rozpoczat on od teo-
rii mnogosci, kierujac uwage w strong liczb kardynalnych. Przy-
pomnial, ze u podstaw definicji liczby kardynalnej lezy pojgcie
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rownoliczno$ci dwoch zbiorow, czyli — w jego ,.filozofujacej”
terminologii — pojgcie doskonatej odpowiednio$ci pomigdzy
zbiorami (zob. Sierpinski, 1909, s. 9).

W klasie wszystkich liczb kardynalnych mozna wprowa-
dza¢ dziatania i budowac dalej bardzo bogata arytmetyke liczb
kardynalnych. Jest to mozliwe dzigki takiemu narzedziu, jak od-
powiednio$¢ doskonata, ktéra pozwolita matematykom skupic¢
si¢ wytacznie na zalezno$ci migdzy mocami zbiorow i abstra-
howaniu od poszczegdlnych elementow zbioréw. Ma to réwniez
szczegoblne znaczenie w kontekscie powszechnie znanych para-
doksow zwiazanych z nieskonczonoscia’.

Rozwazajac powyzszy problem, Sierpinski przypomnial,
Ze potocznie najczesciej przyjmuje si¢, ze pojecie rownej mocy
jest identyczne z pojgciem tej samej liczno$ci. Jezeli zawegzimy
si¢ do zbiorow skonczonych, podkreslat polski uczony, to takie
utozsamienie jest jak najbardziej uzasadnione i poprawne. Jed-
nakze patrzac w tych kategoriach na zbiory nieskonczone, do-
chodzimy wedtug Sierpinskiego do pewnych na pozor niezgod-
nych z intuicja wnioskéw:

* zbidr wszystkich liczb naturalnych parzystych jest tej sa-

mej mocy, co zbidr liczb naturalnych;

 zbidr liczb wymiernych (gesty w R) jest tej samej mocy,

co zbior liczb naturalnych;

7 Sierpinski moéwil w tym miejscu nie tyle o paradoksach, ile o ra-
zqcych przyktadach pokazujacych pewne rozbieznosci migdzy wia-
snosciami zbioréw skonczonych a zbioréw nieskonczonych. (zob.
Sierpinski, 1909, s. 11).
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» zbidr punktow calej plaszczyzny jest rownej mocy ze
zbiorem punktow skonczonego odcinka prostej (zob,
Sierpinski, 1909, s. 10-12).

Powyzsze paradoksy, znane juz znacznie wcze$niej, nie
na leksykalnym poréwnywaniu licznosci. Wydaje sig, ze tylko
dzigki takiej, a nie innej definicji zbiorow rownej mocy, opiera-
jacej sig na istnieniu bijekcji migdzy zbiorami, mozna byto zro-
bi¢ krok naprzoéd w rozwazaniu nieskonczonosci.

Druga gatgzia matematyki, w ktorej odpowiednio$¢ dosko-
nata odgrywa kluczowa rolg, byta zdaniem polskiego uczonego
arytmetyka. By zobrazowaé, jakie znaczenie dla arytmetyki ma
omawiane pojecie, Sierpinski (1909) przeprowadzit nastgpujace
analizy.

Dane niech beda dwa zbiory X, Y, ktore sa tej samej mocy,
czyli wiemy, ze istnieje bijekcja f: X — Y migdzy tymi zbio-
rami. Zalozmy dalej, ze w kazdym ze zbiorow mamy okreslone
pewne dziatanie (*,"), oraz odpowiednio (',"),, ktore spetnia do-
datkowo warunek:

Dla dowolnych a,b € X (a, b), = (f(a), f(b)),

Wedtug Sierpinskiego, otrzymujemy w ten sposob odwzo-
rowanie nie tylko samego zbioru na drugi zbior, ale i transport
dziatania okreslonego na elementach zbioru X na odpowied-

nie dziatanie na elementach zbioru Y. Dzigki takiemu zabie-
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gowi mozna w zbiorze, w ktorym nie mamy dziatan, zdefinio-
wac dziatanie, odwotujac si¢ do innego zbioru, w ktorym juz
wczesniej mamy dobrze okreslone dziatanie (zob. Sierpinski,
1909, s. 12).

Zdaniem polskiego uczonego, innym bardzo waznym
dla rozwoju matematyki zastosowaniem odpowiednio$ci byta
swoista odpowiednio$¢ migdzy arytmetyka i geometria. W tym
aspekcie najlepszym i najbardziej charakterystycznym przy-
ktadem odpowiedniosci byla dla Sierpinskiego geometria
analityczna, ktorej podwaliny stworzyt Kartezjusz. W swoim
wyktadzie polski matematyk podkreslit, iz gldéwna idea geo-
metrii analitycznej zasadza si¢ na przyjetej przez francu-
skiego uczonego bijekcji (u Sierpinskiego — odpowiedniosci
doskonatej) migdzy parami liczb rzeczywistych a punktami
plaszczyzny:

Ustalmy odpowiednio$¢ doskonata migdzy punktem M, a para
dwoch liczb, x oraz y. Wprowadzamy w tym celu dwie pro-
ste prostopadie OX i OY. Rozwazmy éwiartke XOY. Kazdemu
punktowi M tej ¢wiartki mozemy przypisa¢ w sposob jedno-
znaczny dwie liczby: pierwsza — x — odleglos¢ od osi OY, druga
—y — odlegtos$¢ od osi OX oraz odwrotnie — dwie liczby X, y
wyznaczaja przy przyjetej interpretacji doktadnie jeden punkt
¢wiartki XOY*

8 Mozna takze punkt M przedstawiony za pomoca pary (X, y), utozsa-
mic z liczba zespolona x + iy i budowac¢ arytmetyke liczb zespolonych
(zob. Sierpinski, 1909, s. 13).
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W ten oto sposob stalo si¢ wedlug Sierpinskiego jasnym, iz
kazda figura geometryczna moze by¢ utozsamiona ze zbiorem
punktow (X, y), dla ktorych liczby x iy spetniaja okreslone wa-
runki wyrazone w postaci odpowiednich rownan 1 nieréwnosci.
Obiekty geometrii staly si¢ tym samym pewnymi obiektami al-
gebraicznymi.

Nie podlega watpliwosci fakt, iz zaaplikowanie jezyka al-
gebry do geometrii uczynito t¢ druga tatwiejsza do uprawia-
nia i pozwolito sformalizowa¢ naturalne, intuicyjne operacje na
obiektach geometrycznych. Samo za§ wyrazenie takich opera-
cji w jezyku geometrii jest zdecydowanie mniej przejrzyste’.

Rozwo6j matematyki pokazat, iz polaczenie geometrii z al-
gebra ma jeszcze jeden bardzo wazny wydzwick w kontekscie
ksztattowania si¢ matematyki. Na obiektach algebraicznych,
ktore zostaly przypisane réznym figurom geometrycznym,
mozna przeciez wykonywac¢ pewne operacje czysto algebra-
iczne. Zauwazmy, ze w tym miejscu nasuwa si¢ automatycznie
naturalne pytanie o interpretacje geometryczna przeprowadzo-
nej operacji. Znalezienie jej — jak zauwazyt Sierpinski — przy-
czynia si¢ do lepszego rozumienia algebry i umozliwia dalsze,

ciekawe analizy. Widzimy zatem, ze ustalenie odpowiedniosci

® Mozna poda¢ wiele podobnych odpowiednio$ci. Dowolnemu punk-
towi M(X, y) odpowiada wektor s@wany o poczatku w punkcie
0(0, 0) oraz o koncu w punkcie M(OM). W ten sposéb okresla sig od-
powiednio$¢ doskonata migdzy liczbami zespolonymi a wektorami.
Dzigki temu wszystkie geometryczne dziatania na wektorach i inne
operacje mozemy zapisa¢ algebraicznie za pomoca liczb zespolonych
(zob. Sierpinski, 1909, s. 13—-15).
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migdzy dwoma pozornie odlegtymi dziedzinami wptywa na roz-
wo0j, atrakcyjnosc¢ i przystgpnos¢ obydwoch dyscyplin.

Roéwnie ciekawe zastosowania odpowiednio$ci mozna zna-
lez¢ wedtlug Sierpinskiego w samej geometrii. Polski matema-
tyk podat szereg przyktadow obrazujacych znaczenie odpowied-
nio$ci w poszczeg6lnych dziatach geometrii. Pierwsza galezia
geometrii, na ktora Sierpinski zwrdcit uwagg, byla kartografia.
Nauka ta, zajmujac si¢ odwzorowaniem kuli (sfery) na ptasz-
czyznie bada tym samym, jaka figura geometryczna na ptasz-
czyznie odpowiada dowolnej figurze geometrycznej na sferze
(zob. Sierpisnki, 1909, s. 16).

Inng galezig geometrii badana przez Sierpinskiego (1909),
w ktorej pojecie odpowiednio$ci doskonatej ma bardzo szerokie
zastosowanie, jest wedlug polskiego uczonego geometria rzutowa.
Istota odpowiednio$ci zasadza si¢ w tym przypadku na mozliwo-
$ci zamiany pojec: punkt i prosta. W geometrii rzutowej sa to tak
zwane pojecia dualne. Sama za$ odpowiednio$¢ punktéw i pro-
stych znajduje wedtug Sierpinskiego wspaniaty wyraz w tak zwa-
nej zasadzie dwoistosci, ktora umozliwia wypowiedzenie kazdego
aksjomatu i twierdzenia geometrii w dwoch dualnych postaciach
(zob. Sierpinski 1909, s. 16-17):

V aksjomat Euklidesa
— przez dwa rozne punkty mozna poprowadzi¢ dokiadnie

jednq prostq

oraz
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— kazde dwie rozne proste przecinajq sie w dokladnie jed-

nym punkcie.

Twierdzenie Desarguesa:
— dwa dowolne trojkaty na ptaszczyznie majq os perspek-
pwy'® weedy i tylko wtedy, gdy majq srodek perspektywy'.

Ostatnig dziedzina, w ktorej Sierpinski badat zastosowania
odpowiedniosci jest analiza matematyczna. Polski matematyk
zwrécil uwage zwlaszcza na zagadnienie ciagow liczbowych.
Przytoczymy najpierw za Sierpinskim podstawowe definicje:

Rozwazmy dowolny ciag nieskonczony

a

12 dys Ay e

mozemy konstruowa¢ dla niego nastgpujace ciagi:

ciqg n-tych sum czesciowych szeregu nieskonczonego

n

Sn=2ai;

i=1

10 Méwimy, ze dwa trojkqty majq os perspektywy wtedy i tylko wtedy,
gdy punkty przeciecia prostych zawierajqcych odpowiednie boki troj-
katow sq wspotliniowe i prostq wyznaczonq przez te punkty nazywamy
osiq perspektywy.

" Moéwimy, ze dwa tréjkqty majq srodek perspektywy weedy i tylko
wtedy, gdy proste wyznaczone przez odpowiednie pary ich wierzchol-
kow przecinajq si¢ w jednym punkcie, ktory nazywamy srodkiem per-
spektywy.
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ciqg n-tych iloczynow czesciowych nieskonczonego iloczynu

n

n=] [o

i=1

ciqg kolejnych reduktow nieskonczonego utamka tancucho-

wego.

1 1

ul —_;u2= )

4 a1+aL

2

1 1

U = Uy = 5
a; + 1 i a; + 1 i

Polski uczony, nie wchodzac w szczegodty teorii ciagdéw i sze-
regdw, podal?, iz w rzeczywistosci, badajac nieskonczony sze-
reg, iloczyn czy tez utamek fancuchowy, badamy, dzigki pojgciu
odpowiednio$ci, odpowiadajacy mu nieskonczony ciag czegscio-
wych sum, iloczynéw, kolejnych reduktow. Ponadto, wedtug
Sierpinskiego, nalezy pamigtac, iz analizujac dowolny ciag nie-
skonczony, mozna go przeksztalci¢ w odpowiadajacy mu szereg,
iloczyn i utamek tancuchowy, wyznaczajac kolejne jego czynniki.
Polski uczony podkreslat, iz w wielu przypadkach nieskonczone
ciagi, szeregi, iloczyny i utamki tancuchowe to obiekty istotnie ze

12 Sierpinski w swojej pracy odsytat do poréwnania z wyktadami
uniwersyteckimi Stanistawa Zaremby: Teoria ciqgow i szeregow nie-
skonczonych (Zaremba, 1906).
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soba powiazane, w taki sposob, iz twierdzenie dotyczace jednego
z tych obiektow wptywa na twierdzenie dotyczace innego. Samo
za$ badanie tych obiektow ,,analitycznie rownowaznych” jest we-
dhug Sierpinskiego w petni uzasadnione, gdyz pewne twierdzenia
fatwiej daja si¢ wyrazi¢ i udowodni¢ dla ciagow, inne dla szere-
gow, iloczynow, czy utamkoéw tancuchowych (zob. Sierpinski,
1909, s. 18).

PrzedstawiliSmy tylko pobieznie zastosowania odpo-
wiednio$ci zawarte w wyktadzie habilitacyjnym Sierpin-
skiego. Wydaje sig, iz w pelni potwierdzaja one postawiona
na poczatku wyktadu habilitacyjnego metodologiczna tezg
opisujaca fundamentalne znaczenie odpowiednios$ci dla ca-
ej matematyki.

Tym sposobem odpowiednio$¢, zdaniem Sierpinskiego,
okazata sig by¢ kluczowym narzedziem w rgkach matematyka.
Pojecie to pozwala na abstrakcje od konkretnych, jednostko-
wych przedmiotoéw matematyki i pojscie o krok dalej, prowa-
dzac do coraz szerszych uogoélnien. Daje szans¢ na skupienie
si¢ 1 doktadne badanie zalezno$ci migdzy ré6znymi obiektami.
Dzigki odpowiednio$ci mozna konstruowaé nowe pojecia, ba-
da¢ ich wtasnosci, a co za tym idzie, tworczo rozwijac¢ poszcze-
goblne dziedziny matematyki.

Szczegoblna zas rolg odegrata odpowiednio$¢ w arytmetyce
liczb kardynalnych, gwarantujac juz sama wilasciwa definicje
liczby kardynalnej. Zastosowanie w tym miejscu odpowiednio-
$ci doskonatej pozwolito pozby¢ sig tego, co uchodzito wcze-
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$niej za paradoksalne i1 ostatecznie umozliwilo bezpieczne ba-
danie matematycznej nieskonczonosci.

Ponadto, odpowiednios¢ jest takze zrodlem ciekawych in-
spiracji wigzania pewnymi zalezno$ciami réznych teorii ma-
tematycznych. Ma zatem istotne znaczenie dla unifikacji ma-
tematyki. Ukazany przez Sierpinskiego pierwotny zwiazek
algebry z geometria oparty na istnieniu pewnej odpowied-
nio$ci jest de facto spojrzeniem na matematyke niejako z ze-
wnatrz i pokazaniem zwiazkoéw mig¢dzy roznymi teoriami ma-
tematycznymi.

Zauwazmy, iz zastosowanie odpowiednio$ci w matema-
tyce ma u Sierpinskiego rowniez pewien walor heurystyczny.
Ustalenie odpowiednio$ci migdzy dwoma zbiorami obiektow
pozwala przenosi¢ pewne dziatania, relacje na zbiory ubogie
w takie struktury. Wzbogacanie teorii matematycznych, ktore
byloby nie do pomyslenia bez odpowiedniosci, odzwierciedla
glebig matematycznego myslenia:

Dobrzy matematycy widza analogic migdzy twierdzeniami,
lepsi migdzy teoriami, ale najlepsi widza analogie migdzy ana-

logiami'.

13 Powyzszy cytat pochodzi od innego wybitnego polskiego matema-
tyka Stefana Banacha (zob. Nikonowicz, 1992).
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2. Stosunek Sierpinskiego do pewnika wyboru

Wactawa Sierpinskiego uznaje si¢ za pierwszego (historycznie)
obronce aksjomatu wyboru (zob. Moore, 1982, s. 195) cho¢
winnis$my tu wyraznie podkresli¢, ze Sierpinski nie postrzegat
postulatu wyboru tak jak jego autor — Zermelo. Podchodzit do

niego jak do kazdego innego aksjomatu:

Wolno nam zawsze przyja¢ lub odrzuci¢ dany pewnik, jezeli, na-
turalnie, nie przeczy on intuicji albo innym juz przyjetym pewni-
kom. (Sierpinski, 1928, s. 101).

Wedtug Sierpinskiego, zaden postulat matematyki, w szcze-
g6lnosci rowniez aksjomat wyboru, nie jest w jakikolwiek spo-
sob uprzywilejowany. Podejmujac decyzje o jego ewentualnej
akceptacji, nie nalezy si¢ kierowaé przyjetymi wczesniej zato-
zeniami, przekonaniami czy uprzedzeniami. Winno si¢ raczej
skupi¢ na doktadnych filozoficznych i nade wszystko matema-
tycznych analizach danego aksjomatu, jego konsekwencjach
i zastosowaniach. Postawg Sierpinskiego wobec AC mozna za-
tem nazwac postawa obiektywnego badacza. Takie podejscie
wydaje si¢ by¢ jedynym wilasciwym, w szczegdlnosci za§ w sy-
tuacjach, w ktorych wymagane jest podjecie decyzji majacej
istotny i faktyczny wptyw na ksztatt catej matematyki.

Zermelo, wprowadzajac w 1904 roku aksjomat wyboru,
zwracal uwagg na jego oczywisto$¢, prostote i szerokie zasto-

sowania. Nalezy podkresli¢, ze Sierpinski jako kluczows trakto-
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wat jedynie rolg postulatu Zermela w matematyce. Nie postrze-
gal go ani w kategoriach prawdy czy fatszu, ani w kategoriach
oczywistosci badz jej braku. Nigdy nie byt tez sklonny przy-
pisac, podazajac za stanowiskiem Zermela, zasadzie wyboru
statusu prawa logicznego — zatozenia prostego, koniecznego
1 oczywistego, przyjmowanego w matematyce na samym ,,wej-
$ciu”. Zwlaszcza, iz polski matematyk byt sSwiadomy nieporozu-
mien, jakie spowodowaty dotychczas sama formuta aksjomatu
wyboru, jak i jego istota.

Mozna ponadto powiedzie¢, ze jego dziatania nigdy nie
mialy na celu przekonania matematykow czy filozofow do ak-
ceptacji pewnika Zermela. Dlatego w pewnym sensie aksjomat
wyboru byt dla niego obojetny. Decyzj¢ o jego odrzuceniu lub
przyjeciu pozostawiat do $wiadomego rozstrzygnigcia kazdemu
matematykowi. Podkreslat przy tym, czym powinna by¢ poparta
ta decyzja — pelna odpowiedzialno$cia za matematyke, jaka wy-
bieramy akceptujac AC, badz z niego rezygnujac.

Wydaje sig, ze na taka postawg Sierpinskiego miata istotny
wplyw $wiadomos¢ kontrowers;ji, jakie wprowadzal aksjomat
wyboru wérod matematykow i filozofow. Polski matematyk byt
bardzo dobrze zaznajomiony z r6znymi aspektami dyskusji wo-
kot AC 1 mogt odniesé si¢ do nich z dystansem. Warto tu pod-
kresli¢, ze Zermelo, autor pewnika wyboru, mimo iz wiedziat,
ze jego okreslenie tego aksjomatu jako oczywistego pociaga za
soba zarzut subiektywnosci, nie zrezygnowat z niego i wierzyt,
ze opory w stosunku do jego postulatu zostana w koncu prze-

zwycigzone. Sierpinski w swoich badaniach i sadach dotycza-
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cych pewnika wyboru pozostawat od samego poczatku w pelni
obiektywny, bez zadnego zaangazowania ideologicznego.

Wtasnie w duchu zdystansowanej obiektywnosci Sierpin-
ski prowadzit badania nad aksjomatem wyboru przez okoto 30
lat. Charakter i kolejno$¢ jego analiz sa w pelni kompatybilne
z deklarowana postawa.

Poczatkowym etapem badan bylo poznanie prawdziwej
istoty aksjomatu wyboru. Dostrzezenie sensu i statusu zasady
wyboru i zwrdcenie uwagi na mylaca nazwe postulatu wyboru
pozwolito na pewne rozstrzygnigcia odnoszace si¢ do filozofii
matematyki. Jego prace daty systematyzacje i swego rodzaju
podsumowanie filozoficznych aspektéw debaty wokdt pewnika
wyboru. Postulat Zermela okazat si¢ by¢ zalozeniem o charak-
terze czysto egzystencjalnym' i w zwiazku z tym filozoficzne
aspekty debaty wokot AC winny zosta¢ przeniesione na grunt
sporu o istnienie w matematyce.

Dopiero po uczynieniu przez Sierpinskiego powyzszych
rozstrzygnigc, stalo si¢ mozliwym przejscie do nastgpnego, za-
sadniczego punktu badan. Ow drugi etap rozwazan polskiego
matematyka to czysto matematyczna analiza zaleznosci migdzy
réznymi twierdzeniami a poszczegélnymi wersjami aksjomatu
wyboru, ktorej wynik ma by¢ kluczowy w decyzji o przyjeciu
badz odrzuceniu aksjomatu Zermela. Sierpinski przyjmowat za-

tem postawe czysto pragmatyczna — nic innego, jak tylko prak-

4 Gdy natomiast pewnik [pewnik wyboru], ... nalezy uwazaé, jako
czysty pewnik istnienia (Existenzaxiom) (Sierpinski, 1928, s. 108).
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tyczne zastosowania pewnika wyboru w pracy matematyka, maja
dominujaca wage w rozstrzygnigciu problemu akceptacji AC:

W kazdym razie, jak to zaznaczyliSmy juz wyzej, jest rzecza
wielce pozadana rozrdznianie twierdzen, ktore moga by¢ do-
wiedzione bez pewnika Zermelo, od twierdzen ktorych nie po-
trafimy dowies¢ bez pomocy tego pewnika. (Sierpinski, 1928,
s. 113).

Powyzsze podejscie Sierpinskiego kontrastuje ze stanowi-
skiem wielu czotowych matematykow poczatku dwudziestego
wieku zajmujacych si¢ teoriag mnogosci: Rene Baire’a, Emila
Borela, Henriego Lebesgue’a, Felixa Bernsteina oraz Bertranda
Russella (zob. Moore, 1982, s. 93-100, 110-111, 123-126).
W latach 1904-1916 polemika prowadzona wokot AC wiazata
si¢ przede wszystkim z filozoficznymi kontrowersjami genero-
wanymi przez pewnik wyboru. Mimo ze w latach 1908-1916
rzadko byly podejmowane nowe zagadnienia z filozofii matema-
tyki zwiazane z zasada wyboru, echa krytyk z pierwszych lat de-
baty (1904-1908) nadal pozostawaty wazne. Nic nie utracit na
mocy zarzut braku konkretnej definicji, konstrukcji postulowa-
nej w aksjomacie Zermela funkcji wyboru oraz problem wpro-
wadzonej do matematyki przez Cantora nieskonczonosci aktual-
nej. Ponadto, nie zostata rozstrzygnigta kwestia statusu pewnika
wyboru — czy moze by¢ traktowany jako zasada logiczna, czy
nalezy szukac jego dowodu, czy nie prowadzi do sprzecznosci

i czym winno by¢ uzasadnione jego ewentualne przyjecie. Ak-
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sjomat wyboru tylko wznowit nierozwiazywalny spor o istnie-
nie w matematyce.

Opisang wyzej postawe mozemy okresli¢ jako dogma-
tyczna. Charakteryzowala si¢ ona istnieniem widocznego Sci-
stego sprzgzenia migdzy przyjmowang filozofia matematyki
a decyzja o akceptacji badz odrzuceniu pewnika wyboru. Prak-
tyka matematyczna, tak silnie akcentowana przez Wactawa Sier-
pinskiego, zajmowata w takim podejsciu drugorzedna role.

Prowadzac przez wiele lat badania nad zastosowaniami po-
stulatu Zermela w czysto pragmatycznym duchu, Sierpinski nie-
jednokrotnie podkreslat, jak bardzo aksjomat wyboru wpisany

jest nie tylko w teori¢ mnogosci, lecz takze w analize:

Co sig tyczy, w szczegolnosci pewnika Zermelo, to nalezy w kaz-
dym razie mie¢ na wzgledzie, ze [...] pewnik Zermelo uprasz-
cza znacznie wiele dzialdw teorii mnogosci i analizy oraz jest
nicodzownym dla dowodu wielu waznych twierdzen tych nauk
(Sierpinski, 1928, s. 101).

Polski matematyk zwracat zatem szczegdlna uwagg na fakt,
iz w przypadku wielu twierdzen pewnik wyboru jest po pro-
stu nicodzowny. Nieusuwalno$¢ zasady wyboru z analizy czy
teorii mnogosci uzasadnial Sierpinski poprzez dowiedzenie, ze
pewne twierdzenia nie tylko sa konsekwencja pewnika wyboru,
lecz takze same implikuja AC (zob. Sierpinski, 1928, s. 113—
114). Takie odkrycia dobitnie pokazuja, jak ogromny wptyw na
ksztalt matematyki ma decyzja o przyjeciu badz odrzuceniu AC.
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W zwiazku z powyzszym, wedlug Sierpinskiego, niezalez-
nie od faktu, czy akceptujemy pewnik wyboru czy go negu-
jemy, niezaleznie od tego, ile watpliwosci i problemow (przede
wszystkim natury filozoficznej, cho¢ nie tylko) nastrgcza aksjo-
mat wyboru, zawsze musimy liczy¢ si¢ z jego rola w teorii mno-
gosci i analizie. Mozemy zasad¢ wyboru odrzuci¢, mozemy jej
zaprzeczy¢, ale nie wolno negowac jej obecnosci i wagi wpisa-

nych w matematyke klasyczna'*:

Niezaleznie od tego, czy jesteSmy osobiscie sktonni przyjaé
pewnik Zermelo, czy tez nie, musimy w kazdym razie liczy¢
si¢ z jego rola w teorii mnogosci i analizie (Sierpinski, 1928,
s. 102).

Dla Sierpinskiego istotna byta jeszcze jedna warto$¢ aksjo-
matu wyboru. Uwazal on, ze mozna traktowac¢ postulat Zermela
jako narzedzie heurystyczne, gdyz:

pozwala wykry¢ twierdzenia (lub konstruowaé przyktady nie-
efektywne), ktorych dowodéw mozemy szukaé nastgpnie na in-
nej drodze (Sierpinski, 1928, s. 113).

Sierpinski twierdzil, ze jezeli przeprowadzamy dowdd

twierdzenia za pomoca pewnika wyboru, powinniSmy miec

15 Nie wchodzac w precyzyjne wyznaczanie granic matematyki kla-
sycznej, uzywajac tego okreslenia mamy na mysli analize¢ XIX wieku
oraz Cantorowska teori¢ mnogosci.
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swiadomos¢, iz w rzeczywistosci pokazujemy wynikanie pew-
nego wniosku z przyjetej prawdziwosci zasady wyboru (pew-
nej szczegolnej postaci zasady wyboru) (zob. Sierpinski, 1928,
s. 113). Dowiedzenie tego typu faktow ma istotng warto$¢ dla
matematyki. Mozna pdzniej podja¢ wyzwanie pominigcia aksjo-
matu Zermela lub udowodni¢ jego nieusuwalnosc.

Przytoczone fragmenty prac Sierpinskiego ukazuja
istotne cechy podejscia polskiego matematyka do aksjomatu
wyboru. W jego rozwazaniach na pierwszy plan wysuwa si¢
obiektywizm. Wedtlug Sierpinskiego, podejmujac zagadnie-
nie przyjecia badz odrzucenia postulatu wyboru, nalezy zwro-
ci¢ szczegdlna uwage na jego zastosowania i nieodzownosé
w dowodzie wielu istotnych wynikéw matematyki. Na drugi
plan winny zej$¢ przyjete wezesniej zatozenia czy upodoba-
nia. Decyzja o akceptacji lub negacji AC winna by¢ oparta na
pelnej $wiadomosci wptywu tej decyzji na ksztatt uprawiane;j
matematyki.

Podejscie Sierpinskiego mozemy zatem istotnie okresli¢
jako postawe obiektywnego obroncy, badacza. Po uczynieniu fi-
lozoficznych rozstrzygnig¢ i podsumowan podjat on czysto ma-
tematyczne badania nad rola pewnika wyboru. Tylko prawdziwe
poznanie zastosowan zasady wyboru i jej znaczenia dla calej
matematyki umozliwiato podjecie wlasciwej decyzji o przyje-

ciu lub odrzuceniu AC.
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3. Podsumowanie

Wyktad habilitacyjny oraz postawa Sierpinskiego zajmowana
wobec pewnika wyboru wskazuja na nakierowanie w jego fi-
lozofii w strong analizy praktyki matematycznej. Filozof, zda-
niem Sierpinskiego, badajac tak specyficzna dziedzing, jaka jest
matematyka, winien skupi¢ si¢ przede wszystkim na poznaniu,
jak powstaja poszczegdlne teorie matematyczne. Kluczowym
bylo dokonanie analizy, jak prowadzone sa poszczegolne rozu-
mowania matematyczne i jakie narzg¢dzia si¢ w nich wykorzy-
stuje. W ten sposob Sierpinski wyznaczyt pewnego rodzaju me-
todologig filozofii matematyki, w ktorej glownym sktadnikiem
jest pragmatyzm.

W wyniku analizy postawy polskiego matematyka wobec
aksjomatu wyboru mozemy stwierdzic¢, iz wedlug Sierpinskiego,
ilekro¢ filozof lub matematyk napotka na pewne sporne kwestie
w podstawach matematyki, na przyktad na problem przyjecia
badz odrzucenia pewnych zalozen, winien przyja¢ w pierwszej
kolejnosci postawe pragmatyczna. Glowna zasada, jaka powi-
nien si¢ kierowac¢ przy podjgciu ostatecznej decyzji o akcepta-
cji badz odrzuceniu danego aksjomatu, jest zasada owocnosci.

Aby uczyni¢ zados¢ zasadzie owocno$ci w przypadku
decyzji o odrzuceniu badz akceptacji zasady wyboru, nalezy
w okreslony sposob zanalizowac rolg aksjomatu Zermela w ca-
lej matematyce. Dopiero w dalszej kolejnosci, majac Swiado-
mos¢, w jaki sposdb mozemy w istocie zubozy¢ matematyke

odrzucajac ten aksjomat, mozemy podja¢ wilasciwa decyzje.
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Przy rozstrzyganiu tego typu kwestii nalezy, zdaniem Sierpin-
skiego, przyjac postawe w pewnym sensie neutralng i oprze¢ si¢
na obiektywnym badaniu wptywu danego aksjomatu na sama
tylko matematyke.

Podkres$lmy raz jeszcze, iz Sierpinski nigdy nie negowat
wagi filozoficznych zagadnien generowanych na tonie czystej
matematyki. Istotne kwestie filozoficzne, dotyczace migdzy in-
nymi ontologii matematyki, pojawiajq si¢ u polskiego uczonego
przynajmniej w dwoch miejscach. Po pierwsze, tworca polskiej
szkoty matematycznej uwazat, iz aksjomat Zermela jest w rze-
czywistosci postulatem o charakterze egzystencjalnym, pew-
nikiem istnienia'®. Wedlug niego, w aksjomacie wyboru nie
postuluje si¢ nic wigcej jak tylko istnienie pewnego obiektu.
W ten sposob filozoficzna analiza istoty stosowania zasady wy-
boru w matematyce doprowadzita Sierpinskiego do konieczno-
$ci rozwazenia sensu aksjomatu wyboru na tle sporu o istnienie
w matematyce.

Drugie miejsce w rozwazaniach Sierpinskiego, w kto-
rym zauwazamy jego czysto filozoficzne deklaracje, to po-
stawiona w wyktadzie habilitacyjnym teza dotyczaca istnie-
nia odpowiednio$ci doskonatej miedzy §wiatem fizycznym
(dziedzing realnej rzeczywisto$ci) a matematyka (dzie-
dzing abstrakcji) (zob. Sierpinski, 1909, s. 19). W tym bo-

wiem stanowisku kryje si¢ przede wszystkim przyjecie

16 Lecz co to znaczy ,,istnie¢”’? To wiasnie wielkie i dawne zagadnie-
nie istnienia lezy u podioza catego sporu o pewnik Zermelo (Sierpin-
ski, 1928, s. 103).
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zatozenia przypisujacego $wiatu fizycznemu, w jego najgleb-
szej strukturze, matematyczny charakter. Ponadto, wydaje sig, iz
ze stow Sierpinskiego mozemy wyczyta¢ ontologiczne zatoze-
nia dotyczace istnienia pewnych obiektow nalezacych do dzie-
dziny matematyki. Odpowiednio$¢ migdzy $wiatem fizycznym
istniejacym rzeczywiscie a Swiatem matematyki domaga si¢ bo-
wiem zalozenia jakiego$ rodzaju istnienia przedmiotéw bada-
nych przez matematyke.

Prowadzone przez Sierpinskiego doglebne badania AC po-
kazuja, iz polski uczony przypisywat teorii mnogosci kluczowe
miejsce posrod wszystkich gatezi matematyki. Wszak wlasnie
na gruncie teorii zbioréw zostat sformulowany aksjomat wy-
boru, ktéry, zdaniem Sierpinskiego, istotnie wpisany jest w inne
dyscypliny matematyczne. Po raz kolejny praktyka matematyka
— badacza teorii zbioréw, doprowadzita tworce polskiej szkoty
matematycznej do czysto filozoficznej konkluzji. W tym bo-
wiem konteksScie, teoria mnogosci stata si¢ dla Sierpinskiego
podstawowa (W sensie metodologicznym) i fundamentalng dzie-

dzing matematyki.
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