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1. WSTEP

Przypomnijmy, ze zgodnie z ogdlnie przyjeta typologia wspodtcze-
snych pradéw filozoficznych w podstawach matematyki wyr6zni¢ mo-
zemy nastepujace tendencje: logicyzm, intuicjonizm (oraz inne postawy
konstruktywistyczne), formalizm, empiryzm oraz platonizm matema-
tyczny'.

Stanowisko platonizmu matematycznego, zwanego réwniez reali-
zmem matematycznym, zaklada istnienie samoistnej oraz niezaleznej
od umystu poznajacego podmiotu (ang. mind-independent) sfery bytu

1Z. Kr6l, Platonizm matematyczny i hermeneutyka, Wydawnictwo IFiS PAN, War-
szawa 2006; P. Maddy, Realism in Mathematics, Clarendon Press, Oxford 1990;
R. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys dziejow, Wydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa 2001, s. 79 oraz nast.; R. Penrose, Nowy umyst cesarza, thtam. P. Amster-
damski, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2000; R. Penrose, Droga do rze-
czywistosci, ttum. J. Przyslawa, Proszynski i S-ka, Warszawa 2006; K. Wéjtowicz,
Realizm mnogosciowy. W obronie realistycznej interpretacji matematyki, Wydziat Fi-
lozofii i Socjologii Uniwersytetu Warszawskiego, Warszawa 1999; K. Wéjtowicz, Pla-
tonizm matematyczny. Studium filozofii matematyki Kurta Godla, OBI — Biblos, Kra-
kéw — Tarnéw 2002.
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idealnego, ktora to dziedzing utozsamié¢ mozemy ze zbiorami jestestw
matematycznych. Realizm w teoriobytowych rozwazaniach dotycza-
cych podstaw matematyki postuluje ontologiczng autonomie ponadcza-
sowego bytu matematycznego. Jest to odrebno$¢ zaréwno wzgledem
bytu rzeczywistego, jak réwniez bytu intencjonalnego. Zauwazmy, ze
byt idealny, w tym réwniez przedmioty czystej matematyki, mozna ba-
da¢ z r6znych perspektyw poznawczych, takich jak np. fenomenologia
realistyczna (Roman Ingarden), holizm jezykowy (Willard van Orman
Quine, Hilary Putnam), filozofia procesu (Alfred N. Whitehead, Char-
les Hartshorne) oraz innych?. Przypomnijmy, Ze procesualna filozo-
fia Whiteheada zaklada istnienie sfery bytu idealnego w postaci tzw.
wiecznych obiektow (ang. eternal objects), ktore to stanowig ontolo-
giczne usprawiedliwienie Racjonalnosci poznawczej Swiata zewnetrz-
nego, ztozonego z kolekcji aktualnych zaistnieri (ang. actual occa-
sions)®. W dziele Whiteheada zatytulowanym Nauka i Swiat Nowo-
Zytny czytamy:

Podstawa przyjetego tu stanowiska metafizycznego jest zatoze-
nie, ze zrozumienie tego, co aktualne, wymaga odniesienia do
tego, co idealne. Te dwie dziedziny s3 immanentnie obecne
w calosci sytuacji metafizycznej [...]. Tak wiec przedmioty po-
nadczasowe sg ze swej istoty abstraktami. Przez stowo ,,abs-
trakt” rozumiem, iz to, czym przedmioty ponadczasowe s3 same
w sobie — to znaczy w swej istocie — zrozumiale jest bez od-
niesienia do jakiego$ szczegdlnego zaistnienia dos§wiadczenia.
By¢ abstraktem, to wykracza¢ ponad poszczegélne konkretne

zaistnienia tego, co aktualnie dzieje siq”“.

2K. Wéjtowicz, Realizm..., s.; P. Wilczek, ,,0 sposobie istnienia przedmiotéw ma-
tematycznych. Poglady Romana Ingardena a wspétczesny platonizm matematyczny”,
[w:] Spor o istnienie Swiata. W 40 rocznice Smierci Romana Ingardena, red. W. Stom-
skiego, Wydawnictwo Wyzszej Szkoly Finanséw i Zarzadzania w Warszawie, War-
szawa 2010, s. 175-207; J. Zyciﬁski, Bog Abrahama i Whiteheada, Biblos, Tarnéw
1992.

3]. B. Cobb, Whitehead Word Book. A Glossary with Alphabetical Index to Tech-
nical Terms in Process and Reality, P&F Press, Claremont 2008.

4A. N. Whitehead, Nauka i §wiat nowozytny, tham. M. Kozlowski oraz M. Pieii-
kowski, Wydawnictwo Znak, Krakéw 1987, s. 217.
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Dalej mozna zauwazy¢, ze wszystko co moze by¢ wyabstrahowane
z do§wiadczenia, a nastepnie sta¢ si¢ przedmiotem mysli jest White-
headowskim wiecznym obiektem. Obiekty ponadczasowe sa formami
okreslonosci (ang. forms of definiteness). Whitehead stwierdza, ze
obiekty ponadczasowe, w tym przedmioty matematyczne, stanowig
sfere czystej potencjalnosci. W jego gtéwnym dziele — Process and
Reality czytamy:

A wiec zawsze musimy rozpatrywac dwa znaczenia ...[terminu]

22

potencjalno$é: a) potencjalno$¢ ’ogdlna’ stanowigca wigzke po-
tencjalnosci, ktére to sa wzajemnie niesprzeczne lub tez sta-
nowia wzgledem siebie alternatywy; potencjalno$¢ ta zalezna
jest od wielosci obiektéw ponadczasowych oraz b) potencjal-

249

no$¢ ‘rzeczywista’ uwarunkowana przez dane dostarczone przez
$wiat aktualny”.

W opinii Whiteheada dziedzina wiecznych przedmiotéow (ang. the
realm of eternal objects) to zrédto absolutnie ogdlnie pojetej potencjal-
noSci jaka zawarta jest we wzajemnych zwigzkach pomiedzy poszcze-
g6lnymi obiektami ponadczasowymi. Mozna przyjaé, ze pod wzgle-
dem ontologicznym wieczne przedmioty konstytuujg zbiér mozliwo-
$ci wobec aktualnych zaistniefi. Dlatego tez mowimy, ze poszczegdlne
zaistnienia aktualne staja si¢ tym, czym sa, z chwila, gdy przedmioty
ponadczasowe wkraczaja w owe zaistnienia. Wkroczenie (ang. ingres-
sion) kolekcji wiecznych obiektéw w aktualne zaistnienie jest mozliwe
dzieki temu, ze stajgce si¢ (ang. becoming) aktualne zaistnienie ujmuje
(ang. prehends) nieskoriczong hierarche idealnych przedmiotéw po-
nadczasowych. W procesie ujecia (ang. prehension) wiecznych bytow
idealnych stajace si¢ aktualne zaistnienie realizuje (ang. realizes) pe-
wien zbidr mozliwosci. ,,Kazde aktualne zaistnienie zdefiniowane jest
— co do swej natury — poprzez sposéb, w jaki te mozliwosci aktu-
alizuja si¢ w odniesieniu do tego zaistnienia. A zatem aktualizacja, to
wyb6r sposréd mozliwosci”®. Proces ten nazywamy procesem ukorn-

SA. N. Whitehead, Process and Reality: An Essay in Cosmology, The Free Press,
New York 1978, s. 65. Wszystkie ttumaczenia z Process and Reality pochodza od
autora — P. W.

%A. N. Whitehead, Nauka..., s. 218.
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kretniania si¢ (ang. concrescence) poszczeg6lnych aktualnych zaist-
nien. Dlatego tez owg dziedzine wiecznych oraz niezmiennych przed-
miotéw idealnych nazwaé¢ mozna matrycq $wiata (ang. world’s ma-
trix). Natomiast tg jej czeS¢, ktdra jest nam dostgpna poznawczo (ang.
cognitively accessible) nazwaé mozemy — za Jézefem Zycifiskim —
Polem Racjonalnosci (ang. the Rationality Field)’. W powyzszym uje-
ciu owo Pole Racjonalnosci — bedac poznawalnym za pomocg me-
tod apriorycznych — stanowi uniwersum mozliwosci wzgledem reali-
zujacych sie, czyli ukonkretniajacych sie poszczegdlnych aktualnych
zaistnierl®. A wiec ,,w tej perspektywie nauka nie jest juz dtuzej po-
strzegana jako [proces] odnotowywania obserwowalnych parametréw
fizycznych ale raczej jako préba okreslenia ukrytej formalnej struktury
stanowigcej osnowe proceséw fizycznych”™. W naszym ujeciu sedno
racjonalnie pojetej nauki oraz Racjonalnosci w ogéle uwarunkowane
jest faktem epistemologicznej dostepnoSci wspomnianej powyzej struk-
tury formalnej, wyrazajacej si¢ w jezyku matematyki oraz logiki sym-
bolicznej, a nazwanej Polem Racjonalnosci.

Ogdlno$¢ matematyki to ogélno$¢ najbardziej pelna,
zgodna z catg wspdlnota zaistnieri sktadajacych si¢ na nasza sy-
tuacje metafizyczng. [...] Uzycie logicznego umystu odnosi si¢
zawsze do tych absolutnie ogélnych warunkéw. [...] Ta struk-
tura relacji pomiedzy ogdélnymi warunkami abstrakcyjnymi na-
rzuca si¢ zaréwno jesli idzie o rzeczywisto$¢ zewnetrzna, jak
i 0 nasze o niej abstrakcyjne wyobrazenie [...]. Jest to wia-
$nie potrzeba abstrakcyjnej logiki, ktdra jest zalozona w samym
fakcie ,,istnienia w zwigzkach wzajemnych” (interrelated exi-
stence), objawiajacych si¢ w kazdym danym bezposrednio za-

7]. Zycifiski, ,,Filozoficzne aspekty matematycznosci przyrody.”, [w:] Filozofowac
w kontekscie nauki, red. M. Heller, A. Michalik oraz J. Zyciﬁski, Polskie Towarzystwo
Teologiczne, Krakéw, s. 170-185; J. Zyciriski, ,,The Rationality Field and the Laws of
Nature”, [w:] Wyzwania Racjonalnosci, red. S. Wszolek oraz R. Janusz, Wydawnic-
two WAM — Osrodek Badan Interdyscyplinarnych, Krakéw, s. 87-101.

8Proponentem bardzo podobne;j (o ile nie identycznej) koncepciji jest réwniez Mi-
chat Heller. Por. M. Heller, Uchwycic przemijanie, Wydawnictwo Znak, Krakéw 1997,
s. 236 oraz nast.; M. Heller, Filozofia i wszechswiat, Universitas, Krakéw 2008, s. 37
oraz nast.

7. Zyciﬁski, ,The Rationality...”, [w:] Wyzwania..., s. 92.
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istnieniu dos§wiadczenia. [...] Rozumowanie, to nic innego, jak
tylko ujawnienie calej struktury ogdlnych warunkéw zawartych
w_strukturze wyprowadzonej z wybranych postulatéw. Har-
monia logicznego umystu, ktéry przeczuwa istnienie utajonej
w postulatach pelnej struktury, to najbardziej ogélna wlasnosé
estetyczna wynikajaca z samego faktu jednoczesnego istnienia
w jedno$ci danego zaistnienia. Gdziekolwiek ma miejsce jed-
no$¢ zaistnienia, tam w zaloZeniu juz istnieje estetyczny zwig-
zek pomigdzy ogélnymi warunkami zawartymi w tym zaistnie-
niu. Ten wila$nie zwiazek estetyczny odkrywamy w procesie
racjonalnego myslenia'®. (podkreslenia moje — P. W.)

Metodologia badan racjonalnych polega na tym, Ze zdobywajac
aprioryczng wiedze o obiektach ponadczasowych badamy tym samym
poszczeg6lne aktualne zaistnienia konstytuujace dostrzegalny zmy-
stowo $wiat fizyczny. Badajac struktury matematyczne ztoZone z ide-
alnych wiecznych przedmiotéw, poznajemy zjawiska fizyczne realizu-
jace odpowiednie podzbiory owych ponadczasowych obiektéw. Dzigki
temu, ze ontologiczng osnowa rzeczywistoSci badanej przez nauki
fizyczno-przyrodnicze sg hierarchie wiecznych przedmiotéw — ktoére
to z kolei sa nam dostepne poznawczo za pomoca metod formalno-
dedukcyjnych stanowigcych jedng z egzemplifikacji ludzkiej Racjonal-
nosci — mozemy przyjaé, ze zyskujemy epistemologiczny dostep do
Swiata zewngtrznego, ztozonego z mnogosci aktualnych zaistnieni re-
alizujacych w aktach pojeciowych uje¢ (ang. conceptual prehensions)
owa, wspomniang na poczatku, dziedzing ponadczasowych obiektow
(lub jej wyrézniona podkolekcje).

Aby zapoznad si¢ z wewnetrzng logika Racjonalnosci musimy po-
zna¢ logike bytu wiecznego, a w szczegdlnosci ta jej czesc, ktéra doty-
czy obiektéw czystej matematyKki.

Dlatego tez w czgSci drugiej pracy zapoznamy si¢ z semantykg
teorii matematycznych (oparta na pracach polskiego logika i filozofa
Alfreda Tarskiego) oraz na tej podstawie scharakteryzujemy Whitehe-
adowskg filozofie matematyki'!; cze$¢ trzecia stanowi¢ bedzie ana-

A, N. Whitehead, Nauka..., s. 52-53.
"Na temat og6lnie pojetej filozofii matematyki Whiteheada por. J. Maczka, ,,Ma-
tematyczne inspiracje filozofii Whiteheada”, Zagadnienia Filozoficzne w Nauce 19
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liz¢ formalno-logiczna uniwersum matematycznego. CzeS$¢ czwarta
zawiera podsumowanie oraz kierunki dalszych badan.

2. SEMANTYKA TEORII MATEMATYCZNYCH ORAZ
FILOZOFIA MATEMATYKI ALFREDA N. WHITEHEADA

Jezykiem matematyki — jako nauki formalno-dedukcyjnej — jest
logika predykatow pierwszego rzedu. Zaktadamy, Ze teorie matema-
tyczne moga by¢ utozsamione z dedukcyjnie domknietymi (ang. deduc-
tively closed) zbiorami zdan. Przypomnijmy, ze Alfred Tarski w 1930
roku okreSlit operacje matematyczna, nazwana pézniej operacjq kon-
sekwencji logicznej Tarskiego (oznaczong jako Cn), dziatajaca na zbio-
rach potegowych formut zdaniowych!2. Zat6zmy, ze A to przeliczalny
zbiér formul zdaniowych, np. wyrazenn matematycznych. Wtedy ope-
racja Cn ma posta¢ odwzorowania Cn : P(A) — P(A), gdzie P(A)
to zbidr potegowy zbioru A (czyli zbiér wszystkich podzbioréw zbioru
A). Odwzorowanie to spetnia dla wszystkich podzbioréw X,Y C A
nastepujace warunki:

1. X € Cn(X),
2. jezeli X C Y, to Cn(X) C Cn(Y) oraz
3. Cn(Cn(X)) = Cn(X)

okreslane odpowiednio jako zwrotnosé, monotonicznosé oraz idempo-
tentnos¢ operacji Cn. Ponadto kazda operacja konsekwencji logicz-
nej jest w sposob naturalny sprzezona z relacjq konsekwencji logicznej
FC P(A) X A pomiedzy podzbiorami zbioru A a elementami zbioru A

(1996), s. 108-126; J. Maczka, ,,Platonizm w matematycznych pracach Whiteheada”,
Zagadnienia Filozoficzne w Nauce 21 (1997), s. 32-47; J. Maczka, Od matematyki
do filozofii. Twdrcza droga Alfreda Northa Whiteheada, OBI — Biblos, Krakéw —
Tarnéw 1998.

2Por. J. M. Font, R. Jansana oraz D. Pigozzi, ,,A Survey of Abstract Algebraic
Logic”, Studia Logica 74 (2003), s. 13-97; A. Tarski, Podstawowe pojecia metodolo-
gii nauk dedukcyjnych, [w:] tegoz, Pisma logiczno-filozoficzne. Tom 2. Metalogika,
Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2001, s. 31-92.
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przez zalozenie, ze dla kazdego zbioru X C A oraz kazdej formuly
¢ € X zachodzi:

X + ¢ wtedy i tylko wtedy gdy ¢ € Cn(X).

Z powyzszych uwag wynika, ze pojecia operacji oraz konsekwencji lo-
gicznej s3 pojeciami o charakterze syntaktycznym. W konsekwencji
otrzymaliSmy syntaktyczne okreSlenie teorii matematycznej, jako de-
dukcyjnie domknigtego, tj. domknietego ze wzgledu na operacje Cn
lub relacje I zbioru zdar dotyczacych obiektéw matematycznych. Aby
poda¢ semantyczne okreSlenie teorii matematycznej, czyli wyznaczy¢
wlasciwy przedmiot badan teorii dedukcyjnych musimy postuzy¢ si¢
pojeciem modelu. W pracy Tarskiego zatytulowanej O pojeciu konse-
kwencji logicznej czytamy: ,,Zdanie X jest wyprowadzalne logicznie
z klasy zdari K wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy model klasy K jest réw-
niez modelem zdania X3, Przyjmijmy, ze jezyk L logiki predykatéw
pierwszego rzedu mozna scharakteryzowac za pomoca czworki o po-
staci L = (Var, P, F, p), gdzie Var to skoriczony lub przeliczalny zbiér
zmiennych indywidualnych, P to niepusty skoriczony lub przeliczalny
zbior liter predykatowych, F to skoficzony lub przeliczalny (mozliwie
pusty) zbidr liter funkcyjnych oraz p to funkcja arnosci ze zbioru P U F
w zbidr liczb naturalnych. Wtedy to modelem dla teorii dedukcyjnych
formutowanych w jezyku L sa uktady relacyjne o postaci

M = (A, P" FM)
gdzie A to uniwersum modelu M sktadajace si¢ z przedmiotéw ma-
tematycznych, ktérych dana teoria dedukcyjna dotyczy; elementy
uniwersum A sg interpretacjami zbioru zmiennych Var, PY =
{P?” i P; e P} to interpretacje predykatéw P; € P w modelu M be-
dace relacjami o odpowiedniej arnosci nad uniwersum A oraz FM =
{ fiM i fieF } to interpretacje symboli funkcyjnych f; € F w modelu M
bedace n—argumentowymi funkcjami z A" do A. Dalej zauwazmy, ze
dana formuta matematyczna np. ¢(xg, X1,...,x,—1) dlai < n jest spet-
nialna w modelu M, co oznaczamy jako M F ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy

13A. Tarski, ,,On the Concept of Logical Consequence”, [w:] tegoz, Logic, Seman-
tics, Metamathematics, Clarendon Press, Oxford 1956, s. 417. Ttum. moje — P.W.
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w uniwersum A modelu M istnieje taki ciag obiektéw ag, ay, ..., a,-1,
ze zdanie ¢(ag,ay, ...,a,—1) powstate przez réwnoczesne zastapienie
zmiennych xg, x1, ..., x,—1 przez odpowiednie state ag,ay,...,a,-1 jest
zdaniem prawdziwym. Wtedy mozna orzec, ze dany model M jest
modelem dla zdania ¢(ag, ay, ..., an—1). Funkcja przyporzadkowujaca
zmiennym stale taka, ze I(x;) = a; to funkcja interpretacji. Rownowaz-
nie mozna rzec, ze state a; sg korelatami semantycznymi zmiennych x;
a I to funkcja korelacji semantycznej (ang. the semantic correlate func-
tion). Jedno z podstawowych twierdzefi metalogicznych, mianowicie
Twierdzenie o Petnosci moéwi, ze kazda teoria dedukcyjna sformuto-
wana w logice predykatow pierwszego rze¢du ma swéj model. Oznacza
to, ze logika predykatéw pierwszego rzedu jest pefna. Dang logike na-
zywamy petng, gdy dowodliwo$¢ syntaktyczna pokrywa si¢ z teoriomo-
delowo rozumiana relacjg spetnialnosci (ktdra jest pewnym stosunkiem
semantycznym), czyli gdy zachodzi nastepujaca réwnos¢:

F=F

Konkludujac mozna stwierdzi¢, ze kazda teoria matematyczna sformu-
fowana w logice predykatéw pierwszego rzgdu wyznacza swéj model.
Zaktadajac semantyczng perspektywe badari dochodzimy do wniosku,
ze to wlasnie modele teorii dedukcyjnych sa wlaSciwym przedmiotem
dociekan matematycznych. Zdania teorii matematycznych dotyczg in-
dywiduéw matematycznych pogrupowanych w modele; przy czym mo-
dele rozumiemy jako pewne struktury relacyjne sktadajace si¢ ze zbio-
rowisk jestestw matematycznych (wraz z okre$§lonymi na nich odpo-
wiednimi relacjami i funkcjami). Kazdy taki model jest opisywalny
przez niesprzeczny oraz dedukcyjnie domkniety zbidr pierwszorzedo-
wych formul matematycznych'4,

Przyjmujemy, ze modele sa bytami istniejacymi niezaleznie od
umystu badacza w dziedzinie przedmiotéw ponadczasowych. Adap-

14Zauwazmy, ze powyzsze rozwazania zaktadajg tradycyjne tj. Arystotelesowskie
rozumienie formuf zdaniowych jako form podmiotowo-orzecznikowych. Nie uwzgled-
niaja one Whiteheadowskiego spojrzenia na formuty matematyczne, ktére w jego opi-
nii réwniez sa obiektami ponadczasowymi. Por. P. J. Cataldo, ,,Whitehead and Aristo-
tle on Propositions”, Process Studies 12 (1) 1982, s. 15-21; A. J. Steinbeck, ,,White-
head’s "Theory” of Propositions”, Process Studies 18 (1) 1989, s. 19-29.
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tujac powyzsze rozwazania na grunt filozofii procesu otrzymujemy na-
stepujacag Whiteheadowska definicje modelu:

Whiteheadowska definicja modelu. Model matematyczny to kolek-
cja wiecznych przedmiotow idealnych, ktore to mogqg byc jednoczesnie
ujete pojeciowo (ang. simultaneously conceptually prehended) przez
pojedyncze aktualne zaistnienie.

Zaktadajac, ze zgodnie z filozofia Whiteheada byty idealne stanowig
— pod wzgledem metafizycznym — usprawiedliwienie aktualnych za-
istnieni, a pod wzgledem ontologicznym moga by¢ rozumiane jako po-
nadczasowe wzorce (ang. patterns), czy tez matryce (schematy, plany,
konfiguracje, formy) owych atomowych jednostek do§wiadczenia ja-
kimi sg aktualne zaistnienia mozna zauwazy¢, ze Whiteheadowska de-
finicja modelu orzeka, iz model konstytuowany jest przez zbiér we-
wnetrznie powigzanych przedmiotéw istniejacych poza czasem i moga-
cych si¢ jednocze$nie realizowaé w jednostkowych bytach aktualnych.
Oznacza to, ze wszystkie byty idealne stanowigce odrebny model mogg
jednoczesnie wkraczaé w partykularne zaistnienia aktualne. Oczywi-
Scie tak rozumiany pojedynczy model ma tylko potencjalna zdolnos¢
urzeczywistniania si¢ (tj. realizacji) w stajacym si¢ aktualnym zaistnie-
niu. Definicja modelu oparta na metafizyce Whiteheada nie zaktada, ze
owa kolekcja przedmiotéw ponadczasowych (stanowigca odrgbny mo-
del) kiedykolwiek musi ulec aktualizacji. Model jest tylko i wylacznie
czystg potencjalnosScia. Dlatego tez odrebne zaistnienia aktualne moga
realizowad rézne — a nawet wzajemnie wykluczajace si¢ — zestawy
przedmiotéw ponadczasowych. Whitehead stwierdza, ze

nie istnieje cecha charakterystyczna przynalezna aktualnemu
zaistnieniu poza jego jednoznacznym [oraz wykluczajacym
inne mozliwos$ci] okresleniem przez wybrane wieczne obiekty.
Okre§lono$¢ aktualnego zaistnienia wyptywa z jednoznaczno-
Sci obiektéw ponadczasowych jako determinant [aktualnych za-
istnien]. Jezeli aktualne zaistnienie jest ’tym’, czym jest, to
z natury rzeczy nie moze by¢ 'tym’ lub ’tamtym’ aktualnym
zaistnieniem. Fakt wykluczajacych sie alternatyw jest faktem
o znaczeniu fundamentalnym na mocy ktérego mozna méwic
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o okreslonosci poszczegélnych aktualnych zaistnien!”. (podkre-
Slenie moje — P. W.).

W obrebie pojedynczego aktualnego zaistnienia nie moga realizowaé
si¢ niezgodne (ang. incompatible) zbiory idealnych przedmiotéw po-
nadczasowych. Oznacza to, ze w sferze aktualnosci sprzeczno$¢ nie ist-
nieje. Natomiast w dziedzinie wiecznych obiektéw matematyki moga
istnie¢ wzajemnie si¢ wykluczajace (ang. exlusive) oraz niezgodne al-
ternatywy. Na tej podstawie mozna przyjaé, ze — w obrebie metafizyki
Whiteheada — cho¢ sprzecznos¢ nie istnieje aktualnie, to istnieje ona
realnie. Jest to mozliwe tylko i wylacznie dlatego, ze sfera idealnego
bytu wiecznego jest czystg potencjalnoscig. Jest ona zasiedlana przez
przedmioty ponadczasowe, ktére nie moga by¢ jednocze$nie ujete po-
jeciowo przez aktualizujgce si¢ pojedyncze zaistnienie. Fakt, Ze dany
zbidr wiecznych obiektéw tworzy uniwersum pojedynczego modelu M
jest uwarunkowany tym, ,,ze kazdy przedmiot ponadczasowy posiada
«relacjonalng istote» [relational essence]”!®. Przypomnijmy, ze we-
wnetrzng logika modeli teorii matematycznych jest logika predykatéw
pierwszego rzedu. Dlatego tez predykaty P; jezyka L tej logiki sa inter-
pretowane wewnatrz modelu, jako relacje P?” okreSlone na przedmio-
tach ponadczasowych stanowigcych uniwersum M. Whitehead stwier-
dza, Ze jezeli A oznacza wieczny obiekt, to

do istoty A nalezy jego okreS§lono$¢ w zakresie relacji do in-
nych przedmiotéw ponadczasowych i nieokre§lono$¢ w zakre-
sie relacji A do aktualnych zaistniefi. Skoro relacje A do innych
przedmiotéw ponadczasowych okreSlone sa w istocie A, sg to
relacje wewngtrzne. Mam tu na mysli, iz sg to relacje konstytu-
tywne dla A; bowiem byt pozostajacy w relacjach wewngtrznych
nie moze istnie¢ jako byt poza tymi relacjami. [...] Okre§lone

157 uwagi na frazeologi¢ tekstu Whiteheada przytaczamy powyzszy fragment Pro-
cess and Reality w oryginale: ,,There is no character belonging to the actual apart from
its exclusive determination by selected eternal objects. The definiteness of the actual
arises from the exclusiveness of eternal objects in their function as determinants. If
the actual entity be ’this’, then by the nature of the case it is not ’that’ or ’that’. The
fact of incompatible alternatives is the ultimate fact in virtue of which there is definite
character”, s. 240.

16 A, N. Whitehead, Nauka..., s. 218.
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powiazania [relatedness] przedmiotu ponadczasowego A z kaz-
dym innym przedmiotem ponadczasowym, to sposéb, w jaki A
regularnie i na mocy koniecznoS$ci swej natury wchodzi w rela-

cje zkazdym innym przedmiotem ponadczasowym. Powigzania

takie ukazujg mozliwo$¢ urzeczywistnienia!”.

Oznacza to, ze powigzania pomi¢dzy poszczegdlnymi elementami uni-
wersum modelu M, czyli pomiedzy odrebnymi wiecznymi przedmio-
tami czystej matematyki egzemplifikujg si¢ w aktualnych zaistnieniach.
W tym sensie s3 one matryca Swiata aktualnego. Na poziomie ontologii
matematyki mozna stwierdzié, ze fakt posiadania przez kazdy ponad-
czasowy przedmiot matematyczny istoty relacjonalnej (ang. relational
essence) moze by¢ rozwazany jako argument przemawiajacy za struk-
turalizmem matematycznym. Jest to poglad w podstawach matematyki
orzekajacy, ze matematyka zajmuje si¢ tylko i wylacznie strukturami,
a nie obiektami posiadajacymi wewnetrzne wtasnosci. A wiec przed-
mioty matematyczne sg tylko i wylacznie miejscami w strukturach,
a poza nimi sa pozbawione indywidualnosci'®. Jednak Whitehead za-
uwaza, ze oprécz wspomnianej powyzej istoty relacyjnej przedmioty
matematyczne posiadajg istote indywidualng (ang. individual essence).
Mianowicie w cytowanej juz pozycji Nauka... czytamy:

[...] kazdy przedmiot ponadczasowy stanowi indywiduum, ktore

we wlasny, specyficzny sposéb jest tym, czym jest. Ta szcze-

g6lna indywidualno$é, to indywidualna istota [individual es-

sence] przedmiotu. Nie spos6b opisac jej inaczej, jak przez fakt,

iz jest ona soba. Tak wiec indywidualna istota to po prostu istota

rozwazana ze wzgledu na swg unikalno$é!®.

Dalej angielski filozof konkluduje, ze tozsamos$¢ istotowa wiecznych
obiektow jest zagwarantowana faktem ich identycznos$ci we wszyst-
kich sposobach wkraczania w aktualne zaistnienia. Oznacza to, ze

"Ibidem, s. 218-220.

8M. Heller, Filozofia..., s. 197 oraz nast.; R. Murawski, Filozofia..., s. 165 oraz
nast.; M. Resnik, ,,Mathematics as Science of Patterns: Ontology and Reference”, Noils
15 (1981), s. 529-550; M. Resnik, ,,Mathematics as a Science of Patters: Epistemo-
logy”, Noiis 16 (1982), s. 93-105; M. Resnik, ,,Mathematics from the Structural Point
of View”, Revue Internationale de Philosophie 43 (1988), s. 400-424.

19 A. N. Whitehead, Nauka..., s. 218.
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z punktu widzenia metafizycznego system Whiteheada jest struktura-
lizmem, ale strukturalizmem realistycznym. A wigc dziedzina przed-
miotéw ponadczasowych — cho¢ poprzeplatana réznymi wzajemnymi
relacjami — istnieje niezaleznie od owych relacji wewnetrznych, gdyz
kazdy obiekt matematyczny jest sam ze sobg tozsamy; posiada on uni-
kalng, jednoznaczna oraz niezmienng w czasie indywidualno$¢é. Du-
alna (tj. indywidualno-relacjonalna) natura Whiteheadowskich wiecz-
nych przedmiotéw zapewnia, ze jego system filozoficzny w dziedzinie
podstaw matematyki moze by¢ rozpatrywany jako strukturalizm, a za-
razem jako platonizm?’. Dlatego nazwijmy go strukturalnym platoni-
zmem.

Ponadto w systemie autora Process and Reality dostrzec mozna
komponent empiryczny. Przypomnijmy, Ze jednym z czestych zarzu-
téw kierowanym pod adresem platonizmu matematycznego jest zarzut
dotyczacy niedostepnosci poznawczej przedmiotdw czystej matema-
tyki?!. Argument ten prébowano odeprzeé na rézne sposoby, na przy-
ktad powotujac si¢ na mozliwo$¢ wgladu ejdetycznego w sfere ideal-
nych przedmiotéw matematycznych?>. Whitehead rozwiazuje ten pro-
blem powotujac si¢ na swoja teorie uje¢ pojeciowych. Mianowicie —
co zostalo juz wcze$niej zasygnalizowane — poszczeg6lne aktualne za-
istnienia ujmuja wieczne przedmioty idealne w procesie aktualizacji.

3. FORMALNO-LOGICZNA ANALIZA UNIWERSUM
MATEMATYCZNEGO JAKO SFERY CZYSTE]
POTENCJALNOSCI

Whitehead proponowat oprze¢ cata matematyke na feorii typow;
dzisiaj teoria typéw ma juz tylko znaczenie czysto historyczne i przyj-

Pojecie dualnej natury Whiteheadowskich wiecznych obiektéw nie powinno by¢
mylone z pojeciem dwubiegunowej (ang. bipolar, dipolar) natury ponadczasowych
przedmiotéw wypracowanej przez Amerykanskiego procesualistg Ch. Hartshorne’a.
Por. P. Gutowski, Filozofia procesu i jej metafilozofia. Studium metafizyki Ch. Hart-
shorne’a, Redakcja Wydawnictw KUL, Lublin 1995.

21P, Benacerraf, ,,Mathematical Truth”, [w:] Philosophy of Mathematics. Selected
Readings, Cambridge University Press, Cambridge 1983, s. 403-420.

22p. Wilczek, O sposobie..., s. 175-207.
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muje si¢, ze calg wiedz¢ matematyczng mozna zaksjomatyzowaé w sys-
temie teorii mnogosci ZFC (tj. teorii Zermelo-Fraenkela 7z aksjoma-
tem wyboru). My réwniez w ponizszej pracy zaktadamy, Ze ontolo-
giczna podstawa dla calej matematyki jest teoria mnogosci, co ozna-
cza, ze wszystkie abstrakcyjne obiekty matematyczne mogg by¢ rozpa-
trywane jako zbiory i w tym znaczeniu uniwersum teoriomnogosciowe
stanowi §rodowisko badan dla calej matematyki®3. Na przykiad kazda
funkcja na ptaszczyznie jest zbiorem par uporzadkowanych, grupa to
zbiodr z okreslong pewng operacja binarng; réwniez liczby naturalne,
rzeczywiste oraz porzadkowe sa konstruowane jako zbiory. Zbiory
z uniwersum teoriomnogosciowego tworza hierarchi¢ pozaskoriczona.
Mozna przyjaé, ze ta hierarchia stanowi dziedzin¢ badari catej mate-
matyki. Wszelka praca matematykéw polega na odkrywaniu podsta-
wowych prawd dotyczacych uniwersum teoriomnogosciowego. Stano-
wisko platonizmu matematycznego zaktadajace, Ze to wlasnie uniwer-
sum teoriomnogosciowe stanowi ontologiczny fundament dla catej ma-
tematyki przyjmuje, Ze uniwersum to jest statyczne (ang. static) oraz
niezmienne (ang. immutable). Jest to klasyczna wersja realizmu teo-
riomnogosciowego. Jednak w tym miejscu nalezy postawié pytanie czy
istnieje jedno czy tez wiele uniwersow teoriomnogosciowych?
Zauwazmy, ze w ciagu ostatnich pieédziesieciu lat prace teoriom-
nogo$ciowcow skupione sg gléwnie na budowaniu alternatywnych mo-
deli teorii mnogosci, w ktérych obowiazuja alternatywne prawdy. Ta-
kie wyrafinowane techniki matematyczne jak metoda ultrapoteg, mo-
deli permutacyjnych, modeli wewnetrznych, a przede wszystkim tech-
nika forsingu (ang. forcing) umozliwity konstruowanie alternatywnych
uniwerséw matematycznych z alternatywnymi prawdami>*. Przypa-
trzmy si¢ doktadniej metodzie forsingu odkrytej w 1963 roku przez
Paula Cohena. Zat6zmy, ze V to model podstawowy (ang. the ground
model) teorii mnogosci Zermelo-Fraenkela z aksjomatem wyboru, co
oznaczamy jako V = ZFC; dalej przyjmijmy, ze P to zbidr czgsciowo

2R. Murawski, Filozofia..., s. 173 oraz nast.
24T. Jech, Set Theory, Springer — Verlag, Berlin/Heidelberg/New York 2003.
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uporzadkowany znajdujacy sie wewnatrz modelu V, czyli P € V%,
Okreslmy teraz V—generyczny filtr G € P za pomocg, ktérego mozemy
zbudowac pozadane rozszerzenie forsingowe (ang. a forcing extension)
modelu V. Mianowicie dotagczamy do modelu podstawowego V ide-
alny (ang. ideal) generyczny element G i w ten sposob otrzymujemy
nowy model teorii mnogosci oznaczony jako V[G]. Jest to procedura
podobna do procedur rozszerzania ciat algebraicznych. Ponadto zacho-
dzi:
V C VIG].

Rozszerzenia o postaci V[G] moga by¢ rownowaznie nazwane modelem
generycznym (ang. the generic model uniwersum V). Zbior czgsciowo
uporzadkowany z modelu podstawowego V, czyli para uporzadkowana
o postaci (P, <) nosi nazwe pojecia forsingu (ang. a forcing notion);
elementy zbioru P to warunki forsingu (ang. forcing conditions). Za-
uwazmy, ze obiekty wewnatrz modelu V[G] sa konstruowane algebra-
icznie z obiektdw znajdujacych si¢ w modelu podstawowym V oraz no-
wego obiektu G. Rozpatrujac rozszerzenia generyczne V[G] modelu V
widzimy, Ze zbiory znajdujace si¢ wewnatrz modeli o postaci V[G] sg
definiowalne z idealnego obiektu G oraz skoficzenie wielu elementéw
zbioru V. Kazdy przedmiot matematyczny znajdujacy si¢ wewnatrz
rozszerzenia V[G] posiada nazwe w modelu podstawowym V opisu-
jaca jak zostat skonstruowany. Istotng wtasnoscig forsingu jest fakt, ze
model generyczny V[G] moze by¢ opisany w obrebie modelu podsta-
wowego V. Z kazdym pojeciem forsingu sprzezony jest pewien jezyk,
zwany jezykiem forsingu (ang. a forcing language) oraz relacja for-
singu |Fp (ang. the forcing relation), zwana tez relacjg wymuszania.
Relacja ta zachodzi pomi¢dzy warunkami forsingu, a zdaniami jezyka
forsingu, czyli symbolicznie

plrp g

2Przypomnijmy, ze pare uporzadkowang (X, <), gdzie X to dowolny zbidr a < to bi-
narna relacja na X nazywamy zbiorem czegsciowo uporzgdkowanym, gdy < spetnia wa-
runki zwrotno$ci, przechodnio$ci oraz antysymetrycznosci. Por. T. Jech, Sez..., s. 17.
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co oznacza, ze warunek forsingu p € P wymusza (ang. forces) praw-
dziwo$¢ zdania ¢. Z punktu widzenia modeli generycznych powyzsza
relacja moze by¢ okreSlona za pomocg nastepujacej rOwnowaznosci:

p IFp ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego V—generycznego filtru
G takiego, ze p € G C P zachodzi relacja V[G] F ¢.

Jest to Twierdzenie o Forsingu. Za pomoca powyzej opisanej metody
Cohen skonstruowat modele teorii mnogosci Z F C spetniajace hipoteze
continuum (CH), jak réwniez modele falsyfikujace CH?®. Z punktu
widzenia modeli generycznych oznacza to, ze w modelu podstawowym
V teorii ZFC istnieja elementy V—generyczne G C P oraz F C ( takie,
ze:

VIG] E ZFC + CH wtedy i tylko wtedy, gdy dp € G C P oraz
]7|Fp CH

oraz

VIF] E ZFC + -CH wtedy i tylko wtedy, gdy dg € F € Q oraz
q “—p -CH

Jest to réwnoznaczne z wykazaniem, iz hipoteza continuum jest nieza-
lezna od aksjomatéw teorii Zermelo-Fraenkela.

Metoda forsingu postuzyta do konstruowania zdumiewajacej roz-
maito$ci nowych modeli teorii mnogosci ZFC, w ktérych obowia-
zuja alternatywne, czesto wzajemnie wykluczajace sie¢ prawdy mate-
matyczne. Z punktu widzenia epistemologicznego nalezy zauwazy¢,
ze rozszerzenia forsingowe V[G] sg §cisle zwigzane z modelem pod-
stawowym V, ale obowigzuja w nich alternatywne prawdy teoriomno-
gosciowe, ktore to sg $ciSle kontrolowane przez odpowiednie zbiory
czedciowo uporzadkowane znajdujace si¢ w modelu podstawowym V.
Postawmy teraz kluczowe dla nas pytanie:

Czy owe alternatywne uniwersa matematyczne istniejq realnie czy przy-
stuguje im tylko status bytu intencjonalnego?

26Przypomnijmy, ze hipoteza continuum (CH) orzeka, iz 28 = N, gdzie Ny to
moc zbioru liczb naturalnych, a N, to pierwsza nieprzeliczalna liczba kardynalna. Por.
K. Wéjtowicz, Realizm..., s. 177.
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Mianowicie postugujac si¢ kryterium réwnouprawnienia epistemolo-
gicznego musimy przyjaé, ze owe modele uniwersum teoriomnogo-
Sciowego istniejg realnie poniewaz nie mozemy wskazac zadnej zasady
teoriopoznawczej, ktéra falsyfikowalaby zdania dotyczace obiektow
matematycznych bedace prawdami w owych alternatywnych uniwer-
sach teoriomnogos$ciowych. Dlatego tez musimy przyjac teze o row-
nouprawnieniu — zaréwno z punktu widzenia teoriopoznawczego, jak
réwniez ontologicznego — wszystkich dostepnych modeli uniwersum
matematycznego. Z wewnetrznego punktu widzenia teorii mnogosci
nazwijmy powyzszy poglad — zaktadajacy mnogo$¢ uniwerséw mate-
matycznych — teorig Multiuniwersum (lub Multiwersum) Matematycz-
nego (ang. the Multiverse view), w skrécie teorig MM?>"-28, Widzimy,
7e teoria MM jest platonizmem, ale platonizmem drugiego rzedu, bo-
wiem dotyczy realnego istnienia alternatywnych uniwerséw teoriom-
nogosciowych. Ow drugorzedowy realizm matematyczny stwierdza
obiektywne istnienie wszystkich dostgpnych pod wzgledem poznaw-
czym uniwersOw matematycznych. Mianowicie kazdej kolekcji przed-
miotéw matematycznych, ktora nie zawiera elementéw wzajemnie wy-
kluczajacych si¢ w petni — pod wzgledem ontologicznym — przystu-
guje istnienie w sferze ponadczasowych przedmiotéw idealnych. Ozna-
cza to, iz uniwersum matematyczne w Swietle teorii M Mnie jest sta-
tyczng oraz niezmienng struktura, lecz ma charakter heferogeniczny.
Dana formuta matematyczna moze zmienia¢ swoja warto$¢ logicznag
w zaleznoSci od regiondw owego uniwersum matematycznego. Jeden
z najwybitniejszych wspoéiczesnych badaczy podstaw matematyki —
Saharon Shelah tak charakteryzuje dynamizm dziedziny przedmiotéw
matematycznych®:

27]. D. Hamkins, ,,Some Second Order Set Theory”, Lecture Notes in Computer
Science 5378 (2009), s. 36-50.

20Omawiana powyzej teoria Multiuniwersum Matematycznego, zwana réwniez
Teorig Wielo§wiata Matematycznego nie ma nic wspdlnego i nie powinna by¢ mylona
z teorig Wielo§wiata wystepujaca na terenie wspétczesnej kosmologii. Na temat tej
ostatniej por. M. Heller, Filozofia..., s. 417 oraz nast.; M. Heller, Ostateczne wyjasnie-
nia wszechswiata, Universitas, Krakéw 2008, s. 109 oraz nast.; M. Tegmark, ,,Parallel
Universes”, Scientific American 6 (2003), s. 41-51.

Matematyk ten opublikowal blisko 1000 prac z dziedziny podstaw matema-
tyki (w polowie 2011 roku internetowe archiwum prac Shelaha — Shelah’s Archive
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Typowe uniwersum teorii mnogosci mozna przyréwnac do zy-
cia pana Johna Smitha, typowego Amerykanina. Moje typowe
uniwersum matematyczne jest bardzo interesujace (a nawet
pluralistyczne): zawiera ono na przyktad duze fragmenty, w kt6-
rych obowiazuje uogdlniona hipoteza continuum, podczas gdy
w innych fragmentach obowigzuje jej negacja [...]*°. Wydaje
si¢ to nie mniej usprawiedliwione niz stwierdzenie, ze pan John
Smith wychowat si¢ w stanie Nowy York, podjat wyzsza edu-
kacje w Kalifornii, rzucit college na trzecim roku, a obecnie
mieszka gdzie$ na przedmie$ciach w péinocno-wschodniej cze-
Sci kraju; gtéwnie jest pochodzenia anglo-saksoniskiego, przy
czym jeden z jego dziadkéw byl Irlandczykiem lub Wtochem
oraz ma domieszke hiszpanskiej lub afroamerykariskiej krwi;
z 70ng zyje w separacji oraz ma z nig 2,4 dzieci®'. (podkresle-
nie moje — P. W.)

Teraz staje si¢ oczywistym, Ze analiza bytu idealnego przepro-
wadzona przez Whiteheada moze by¢ zinterpretowana w kategoriach
teorii MM. Mozna zalozy¢, iz owe wzajemnie wykluczajace sie ze
wzgledu na realizacje w pojedynczych aktualnych zaistnieniach ko-
lekcje obiektéw ponadczasowych tworza alternatywne uniwersa teo-
riomnogoS$ciowe. Przypomnijmy, ze modelem w sensie autora Process
and Reality nazywamy zbior wiecznych przedmiotéw matematycznych,
ktére moga by¢ jednoczesnie ujete pojeciowo poprzez pojedyncze, sta-
jace si¢ zaistnienie. Dlatego tez kazde alternatywne uniwersum mate-
matyczne moze by¢ rozpatrywane jako indywidualny zbiér ponadcza-
sowych obiektow, ktére posiadaja potencjalng zdolnos¢ jednoczesnego
wkroczenia w aktualizujgce si¢ pojedyncze zaistnienie.

http://shelah.logic.at/ — liczylo doktadnie 982 pozycje, z czego wigkszosS¢ to arty-
kuty opublikowane w czasopismach z listy Filadelfijskiej); jego prace dotycza géwnie
teorii klasyfikacji modeli matematycznych, logik infinitarnych, arytmetyki liczb kar-
dynalnych oraz zastosowan logiki matematycznej w algebrze.

OUogélniona hipoteza continuum (GCH) to asercja o postaci 2% = 8,,|, gdzie
a to liczba porzadkowa, N, to nastgpnik kardynalny liczby N,. Por. T. Jech, Set...,
s. 55.

31S. Shelah, ,.The Future of Set Theory”, [w:] Set Theory of Reals. Israel Mathe-
matical Conference Proceedings, Vol. 6, red. H. Judah, Proceedings of the Winter
Institute held at Bar-Ilan University, Ramat Gan, 1991; artykul dostepny réwniez jako
preprint pod adresem arXiv:math/0211397 (14 czerwiec 2011).
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Jaki charakter ma dziedzina czystej potencjalnosci w postaci roz-
maitodci alternatywnych uniwerséw teoriomnogosciowych? Aby od-
powiedzie¢ na to pytanie oddajmy gltos Whiteheadowi. Oznaczmy
przez A pewien przedmiot ponadczasowy. W pracy Nauka... stwier-
dza on, ze

tak wiec ogélng zasada wyrazajaca wkroczenie A w poszcze-
gblne aktualne zaistnienie o jest mieszczaca si¢ w istocie
A nieokre§lono§¢ co do wkroczenia w « i okreSlonos¢
mieszczaca si¢ w istocie @ co do wkroczenia A w a. [...]
Kazde aktualne zaistnienie a, to rozwiazanie wszelkich
modalno§ci w_aktualnych, kategorycznych wkroczeniach;
miejsce mozliwosci zajmuja prawda i fatsz*?. (podkreslenie
moje — P. W.)

Z powyzszego wynika, Ze sfera czystej potencjalnosci ma charakter
modalny. Obejmuje ona wszelkie dostepne epistemologicznie poten-
cjalnosSci dotyczace poszczegdlnych aktualizacji alternatywnych uni-
wersOw matematycznych. OczywiScie rozwazania z zakresu ontologii
matematyki nic nie méwia o metafizycznych realizacjach poszczeg6l-
nych modeli teorii ZFC w Swiecie aktualnym. Nasze badania odnosza
si¢ tylko i wylacznie do bytu idealnego, czyli dziedziny czystych, ide-
alnych mozliwosci. Dlatego tez teori¢ MM nazwaé mozna drugorze-
dowym realizmem modalnym. Stwierdza ona, ze ponadczasowe przed-
mioty czystej matematyki — pogrupowane w alternatywne, samoistne
modele teorii dedukcyjnych — istnieja realnie w obszarze czystej, nie-
zrealizowanej potencjalnosci bytujacej niezaleznie od umystu badaczy.

Uzywajac narzedzi formalnych zaczerpnietych z teorii logik mo-
dalnych oraz ich semantyk zal6zmy, ze kazde alternatywne uniwersum
teoriomnogos$ciowe w postaci rozszerzefi generycznych to jeden swiat
mozliwy (ang. a possibile word), natomiast relacja dostgpnosci episte-
mologicznej pomiedzy dwoma alternatywnymi modelami teorii ZFC
to dobrze znana z teorii semantyk Kripkiego relacja dostepnosci (ang.

32 A. N. Whitehead, Nauka..., s. 219; P. Wilczek, ,.The Ontological Approach to
Mathematics: Whitehead and Contemporary Mathematical Platonism”, [w:] The Dy-
namical Ontologies of A. N. Whitehead and N. Hartmann, Towarzystwo Metafizyczne
im. A. N. Whiteheada, Katowice 2001, s. 83-86.
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the accessibility relation) pomigdzy mozliwymi $wiatami®3. Méwimy,
7e jeden mozliwy §wiat (w postaci uniwersum teoriomnogos$ciowego)
jest dostepny wzgledem innego mozliwego Swiata (rowniez w postaci
uniwersum teoriomnogos$ciowego), gdy jest on jego rozszerzeniem for-
singowym. Okre§lmy teraz — za Joelem D. Hamkinsem — funkcje
nazwang pozniej translacjqg Hamkinsa (ang. Hamkins translation) od-
wzorowujacg asercje zdaniowe sformutowane w jezyku logiki modal-
nej na formuly jezyka teorii zbioréw3*. Zaktadajac, ze 0 oznacza lo-
giczny falsz, funkcja ta ma postac:

HW0)=0
H(=¢) = ~H(p)
H(pV ¢) = H(p)V H(¢)
H(Qg)=istnieje rozszerzenie forsingowe modelu podstawowego V teo-
rii mnogosci ZFC, w ktérym prawdziwa jest formuta H(y).
Zbiér mozliwych asercji z punktu widzenia zdaniowej logiki modalnej

pokrywa si¢ ze zbiorem zdat wymuszalnych w jezyku forsingu teorii
ZFC. Zbior ten ma postac:

Force :={p: AGC P e V,VI[G]F ZFC + H(p)}.

Formule matematyczng ¢ (na przyktad formute wyrazajaca hipoteze
continuum) sformutowang w jezyku teorii mnogosci ZFC nazywamy
mozliwg (ang. possibile) lub wymuszalng (ang. forceable), co ozna-
czamy jako Q¢, gdy zachodzi ona w pewnym rozszerzeniu forsingo-
wym modelu podstawowego V teorii ZFC. Natomiast formute ¢, réw-
niez w jezyku ZFC, nazywamy konieczng (ang. necessary), co ozna-
czamy jako Uy, gdy zachodzi ona we wszystkich rozszerzeniach for-
cingowych modelu podstawowego V teorii ZFC. Jezeli P oznacza cz¢-
Sciowo uporzadkowany zbidr taki, ze P € V oraz na P okreS§lamy V-
generyczny filtr G to zachodza nastepujace rownowaznosci:

Qp o APAp e P plkp

3K. Swirydowicz, Podstawy logiki modalnej, Wydawnictwo Naukowe UAM, Po-
znan 2004.

34]. D. Hamkins oraz B. Léwe, ,,Modal Logic of Forcing”, Transaction of American
Mathematical Society 360 (2008), s. 1793-1817.
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o & VYPYpe P pFEpo.

Na przyktad asercje CH lub —~CH s3a zdaniami mozliwymi, tj. wy-
muszalnymi w pewnych rozszerzeniach forsingowych, ale nigdy nie sg
one zdaniami koniecznymi poniewaz mogg by¢ prawdziwe lub falszywe
w konkretnych modelach teorii mnogosci ZFC.

Zakladamy, ze asercja modalna o (xg,xy,...,X,) to obowigzujaca
zasada forsingu, gdy dla wszystkich zdah ¢g, ¢, ..., ¢, sformulo-
wanych w jezyku teorii mnogo$ci ZFC nastgpujace podstawienie
o (o, P1, - - -, pn) jest prawdziwe. J. Hamkins oraz B. Lowe wykazali,
Ze ponizsze asercje modalne sg obowigzujacymi zasadami forsingu:

K (e = ¢) —» (e — L)
Dualno$¢ [O-¢ < =0¢

S Lp — ¢

4 Oe — OO

2 O0p — OO¢

...dowodzac tym samym nastepujgcego twierdzenia:

Twierdzenie o Modalno$ci Forsingu. Kazda asercja zdaniowa logiki
modalnej $4.2 jest obowiqzujgcq zasadq forsingu, czyli Force=54.2.

Oznacza to, ze dowodliwymi w teorii mnogosci ZFC prawami forsingu
sg wszystkie asercje zdaniowej logiki modalnej S4.2.

Na podstawie powyzszych analiz widzimy, ze kazdy model gene-
ryczny o postaci V[G], jak réwniez samo uniwersum teoriomnogo-
Sciowe V, wyczerpujag Whiteheadowskg definicje modelu, tj. zbioru
wiecznych przedmiotéw matematycznych mogacych sie réwnocze$nie
realizowa¢ w pojedynczym stajacym si¢ aktualnym zaistnieniu. Przy-
ktadowo mozemy sobie wyobrazi¢ pojedyncze aktualizujace si¢ zaist-
nienie ujmujace pojeciowo (tj. konceptualnie) kolekcje ponadczaso-
wych obiektéw czystej matematyki w postaci modelu generycznego
VI[G] takiego, ze V]G] F ZFC + CH. Inne, réwniez stajace si¢ aktu-
alne zaistnienie moze realizowaé zbiér wiecznych przedmiotéw w po-
staci rozszerzenia forsingowego V[F] takiego, ze V[F] F ZFC+-CH.
A wigc aktualno$¢ — w przeciwienstwie do dziedziny czystej poten-
cjalnoSci — nie realizuje warunkéw wzajemnie si¢ wykluczajacych.
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Nie moze istnie¢ aktualne zaistnienie, ktére réwnoczes$nie ujmowa-
foby pojeciowo przeciwstawne kolekcje idealnych, ponadczasowych
obiektéw matematycznych (np. wzajemnie si¢ wykluczajace modele
generyczne), w ktérych obowiazywalyby sprzeczne twierdzenia mate-
matyczne jak na przyklad hipoteza continuum oraz jej negacja. We-
wnetrzng logika pojedynczych aktualizujacych si¢ zaistnieni oraz we-
wnetrzng logika modeli matematycznych (np. rozszerzen forsingo-
wych) jest logika predykatéw pierwszego rzedu. Natomiast metalogikq
rozmaitoSci kolekcji wiecznych przedmiotéw matematycznych naleza-
cych do sfery czystych potencjalnosci jest zdaniowa logika modalna
S4.2.

Uzywajac operatorow modalnych mozliwosci oraz koniecznoSci
okres§lmy zdanie ¢ jako mozliwie konieczne (ang. possibly necessary)
lub tez jako wymuszalnie konieczne (ang. forceably necessary), gdy
¢ zachodzi w pewnym rozszerzeniu forsingowym modelu podstawo-
wego V oraz we wszystkich dalszych rozszerzeniach modelu V[G], tj.

w modelach generycznych o postaci V[G] [1;‘], gdzie ]:“ 0znacza nazwe
V[G]-generycznego filtru okreslonego na zbiorze czgSciowo uporzad-

kowanym Q znajdujacym si¢ w pierwszym rozszerzeniu generycznym
V[G] modelu podstawowego V (oznacza to, ze rozszerzenia forsin-
gowe moga by¢ iterowane)*>. W symbolice modalnej zdania wymu-
szalnie konieczne zapisujemy jako ¢Lp. Wspomniany juz badacz teo-
rii mnogosci — Joel Hamkins — wprowadzit nowy postulat teorii zbio-
réw, nazwany Zasadg Maksymalnosci (ang. the Maximality Principle),
w skrdcie M P orzekajacy, iz kazde zdanie sformutowane w jezyku teo-
rii mnogos$ci ZFC bedace wymuszalnie konieczne jest zdaniem praw-
dziwym?3®. Symbolicznie M P ma postac:

Ol — ¢
M P moze by¢ wzmocniona do asercji o nastepujacej postaci:

O0¢ — Oy

3Jech, Set..., s. 280 oraz nast.
36J. D. Hamkins, ,,A Simple Maximality Principle”, Journal of Symbolic Logic 68
(2) (2003), 5. 527-550.
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mowiacej, ze kazde mozliwie konieczne zdanie sformutowane w je-
zyku teorii ZFC jest koniecznie prawdziwe. Jest to dobrze znany
z teorii logik modalnych aksjomat Euklidesa (ang. the the Euclidean
Axiom). Réwnowaznie M P moze by¢ sformutowana w postaci impli-
kacji:
=0 — O-Oe

orzekajacej, ze kazde nie koniecznie prawdziwe zdanie sformufowane
w teorii ZFC jest koniecznie nie koniecznie prawdziwe. Zauwazmy,
ze schemat wnioskowania o powyzszej postaci jest aksjomatem, ktory
dodany do logiki modalnej S4 tworzy wraz z jej wlasnymi postulatami
teori¢ modalng S5. Mozna wykazag, ze aksjomat M P jest niesprzeczny
z pewnikami teorii mnogoSci ZFC. Przyjmujac M P jako dodatkowy
pewnik teorii ZFC otrzymujemy nastepujaca charakterystyke zbioru
zdafh wymuszalnych Force:

S4.2 C Force C S5.

Pozostaje kwestig otwartg zbadanie statusu ontologicznego oraz inter-
pretacji aksjomatu M P jako nowego pewnika teorii ZF C na tle zaryso-
wanej Whiteheadowskiej analizy ponadczasowego bytu idealnego.

4. ZAKONCZENIE

W artykule tym analizujac ontologiczne koncepcje Alfreda N. Whi-
teheada (zamieszczone gtéwnie w pracach Nauka i swiat nowozytny
oraz Process and Reality), a dotyczace jestestw matematycznych przy-
jeto Arystotelesowski punkt widzenia. Egzemplifikuje si¢ on w zaloze-
niu kategorii potencjalnoSci oraz aktualno$ci mogacych przystugiwaé
bytom okreslonego rodzaju. Mianowicie Whiteheadowskie wieczne
obiekty — w tym przedmioty czystej matematyki — cho¢ sg realne,
to nie sa aktualne. Tworza one dziedzing czystych potencjalnosci.
Bazujac na pracach angielskiego procesualisty prébowano zastosowaé
osiggnigcia wspélczesnej logiki matematycznej w celu ukazania — od
strony formalnej — owej czysto potencjalnej rzeczywistosci. Wykaza-
liSmy, ze owa sfera niezaktualizowanych mozliwoSci ma charakter mo-
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dalny i wlasciwa logika opisujaca ta dziedzing jest doktadnie zdaniowa
logika modalna S4.2.

Postugujac si¢ terminem — zaczerpnigtym z prac Alfreda Tar-
skiego — teorii matematycznej jako domknigtego zbioru zdan sformu-
fowanych w logice predykatéw pierwszego rzedu okresliliSmy pojecie
modelu matematycznego jako zbioru ponadczasowych obiektéw mate-
matycznych zdolnych do jednoczesnej aktualizacji w pojedynczym sta-
jacym sie zaistnieniu. Z prac wspétczesnych logikéw matematycznych
wiemy, ze metalogika tak rozumianych modeli — w tym modeli for-
singowych teoriomnogoSciowego uniwersum V — jest wlasnie logika
modalna S4.2. Relacja dostgpnosci epistemologicznej pomiedzy mo-
delami generycznymi teorii mnogoSci ZFC jest dobrze znang — z se-
mantycznych prac Saula Kripkiego — relacjg dostgpnosci pomiedzy
Swiatami mozliwymi aksjomatyzowalng w modalnej teorii S4.2. Na
podstawie prac z ostatnich paru lat po§wieconych metateorii uniwersum
matematycznego pokazano, iz filozofia Whiteheada dotyczaca dzie-
dziny wiecznych przedmiotéw moze stanowi¢ podstawe heurystyczng
dla wspoétczesnie rozwijanej teorii Multiuniwersum Matematycznego
bedaca proba formalizacji naszych intuicji odnoszacych si¢ do drugo-
rzedowego realizmu matematycznego postulujgcego obiektywne ist-
nienie alternatywnych oraz samodzielnych ontologicznie modeli uni-
wersum mnogosciowego V.

Z punktu widzenia filozoficznych podstaw matematyki mozna
przyjaé, ze teoria Whiteheada dotyczaca wiecznych przedmiotéw ma-
tematycznych jest realizmem matematycznym drugiego rzedu. Miano-
wicie postuluje ona nie tylko samoistne istnienie przedmiotéw mate-
matycznych, ale réwniez samoistne bytowanie alternatywnych uniwer-
sOw teoriomnogoSciowych. Jest to wigc realizm dotyczacy zaréwno
odrebnych przedmiotéw matematycznych jak réwniez ich — czgsto
wzajemnie si¢ wykluczajacych — hierarchii, ktérymi sa na przyktad
alternatywne modele teorii mnogosci Zermelo-Fraenkela. Ponadto
autor Process and Reality zaklada, iz ponadczasowe idealne obiekty
nauk dedukcyjnych posiadajg tak zwang dwoistg naturg. Jest to natura
indywidualno-relacjonalna, co tez oznacza, iz kazdy wieczny przed-
miot jest tozsamy sam ze sobg jak réwniez pozostaje w wielosci relacji
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z innymi obiektami matematycznymi. Dlatego tez Whiteheadowskie
spojrzenie na matematyke jest strukturalizmem i to strukturalizmem
realistycznym, gdyz owe wspotwystepujace w strukturach przedmioty
matematyczne pozostaja w relacji identycznosci (tj. tozsamosci byto-
wej) we wszystkich przypadkach realizacji w poszczeg6lnych aktuali-
zujacych sie zaistnieniach. Oznacza to, iz aby w pelni zrozumie¢ nature
pojedynczego jestestwa matematycznego musimy pyta¢ o jego miej-
sce w strukturze. Ponadto kategoria uje¢ konceptualnych wiecznych
przedmiotéw przez stajace si¢ aktualne zaistnienia pozwala rozumieé
dziedzing czystych potencjalnosci w sposéb empiryczny.

W naszych dociekaniach przyjeliSmy hipoteze badawczg tak zwa-
nego Pola Racjonalnosci, czyli przypuszczenie postulujace istnienie
ponadczasowej dziedziny czystych potencjalnosci, ktére to stanowig
ontologiczng osnowe dla wszystkich aktualnych zaistnie. Ponadto
przyjmuje sie, iz owo Pole Racjonalnosci wyznacza — pod wzgledem
teoriobytowym — granice dla wszystkich realizujacych si¢ w §wie-
cie aktualnym zaistnien. Jest wigc ono sferg czystych mozliwosci dla
ukonkretniajacych si¢ (tj. stajacych si¢) bytéw aktualnych. W przy-
padku przyjetych przez nas zatozen nalezy zaznaczy¢, ze — z punktu
widzenia epistemologicznego — Pole Racjonalnosci, cho¢ konstytu-
owane przez wieczne przedmioty idealne pozbawione aktualnosci, ale
nie realno$ci, stanowi poznawcze usprawiedliwienie naszego poznania
apriorycznego. Badajac — za pomoca metod dedukcyjnych — owa
dziedzine czystych mozliwosci oraz wzajemne zwiazki o charakterze
logiczno-ontologicznym zachodzace pomi¢dzy jej elementami sktado-
wymi (tj. poszczeg6lnymi ponadczasowymi obiektami lub ich zbio-
rami) zdobywamy wiedze o otaczajacym nas aktualnym Swiecie rze-
czywistym. Sfera czystych potencjalnoSci stanowiacych ontologiczng
podstawe dla realnie zachodzacych proceséw stanowi obszar badan po-
datny — z punktu widzenia teorii poznania — na stosowalno$¢ metod
dedukcyjno-logicznych.

Dlatego tez powyzsza praca moze by¢ potraktowana jako przyczy-
nek do badan nad formalizacjg — za pomocg §cistych metod logiczno-
matematycznych — owego hipotetycznego Pola Racjonalnosci konsty-
tuowanego przez sfer¢ czystych mozliwosci (tj. potencjalnosci realizu-
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jacych sie w obszarze bytu aktualnego), a tym samym jako pierwszy
krok w kierunku zbudowania koherentnej Logiki Racjonalnosci. Heu-
rystycznym usprawiedliwieniem tak rozumianej Logiki RacjonalnoSci
sg miedzy innymi: idee semantyczne Alfreda Tarskiego, teorie zdanio-
wych logik modalnych oraz teoria Multiuniwersum Matematycznego
bedaca formalizacja ontologii drugorzedowego realizmu matematycz-
nego. Z powyzszej perspektywy badawczej uzasadniona wydaje si¢
hipoteza méwiaca, iz cho¢ Racjonalnosé¢ jest jedna, to ma ona rézne,
nierzadko wzajemnie si¢ wykluczajace oblicza. Jezeli przyjmiemy ist-
nienie Pola Racjonalnosci jako Zrédta wszelkich potencjalno$ci, to mu-
simy zatozy¢, iz owa sfera — istniejgca niezaleznie od umystéw bada-
czy — ma w istocie swojej charakter modalny. Zawiera ona wszystkie
mozliwe zwigzki wynikania mogace si¢ realizowa¢ w §wiecie aktual-
nym.

SUMMARY
THE LOGIC OF RATIONALITY

In this article Whitehead’s philosophy of mathematics is characterized as
a Structural Second-Order Platonism and it is demonstrated that the White-
headian ontology is consistent with modern formal approaches to the foun-
dation of mathematics. We follow the pathway taken by model-theoretically
and semantically oriented philosophers. Consequently, it is supposed that all
mathematical theories (understood as deductively closed sets of sentences)
determine their own models. These models exist mind-independently in the
realm of eternal objects.

From the metatheoretical point of view the hypothesis (posed by Jozef
Zyciniski) of the Rationality Field is explored. It is indicated that relationships
between different models can be described in the language of modal logics and
can further be axiomatized in the framework of the Second Order Set Theory.
In conclusion, it is asserted that if any model (of a mathematical theory) is un-
derstood, in agreement with Whitehead’s philosophy, as a collection of eternal
objects, which can be simultaneously realized in a single actual occasion, then
our external world is governed by the hidden pattern encoded in the field of
pure potentialities which constitute the above mentioned Field of Rationality.
Therefore, this work can be regarded as the first step towards building a Logic
of Rationality.



