ZAGADNIENIA FILOZOFICZNE
W NAUCE

XLIX (2011), 81-97

Krzysztof WOJITOWICZ
Uniwersytet Warszawski, Instytut Filozofii

DOWOD MATEMATYCZNY —
ARGUMENTACJA CZY DERYWACJA? —
CZESC II

Niniejszy artykut! stanowi drugg cze$¢ pracy dotyczacej dyskusji
natury dowodu matematycznego. W pierwszej zaprezentowana zostata
koncepcja derivation—indicator view Azzouniego, ktéra ma wyjasniac
relacje migdzy standardowym, znanym nam z praktyki matematycznej
sposobem prowadzenia dowodéw matematycznych (kiedy to odwotu-
jemy sie do semantyki poje¢ matematycznych) a traktowaniem dowodu
jako konstruktu czysto formalnego.

Zdaniem Azzouniego, w tle kazdego standardowego dowodu tkwi
pewna derywacja w systemie formalnym. Koncepcja Azzouniego nie
stanowi — moim zdaniem — dobrego wyja$nienia natury matematycz-
nej argumentacji, i tezg t¢ staram si¢ tu uzasadnic. Stanowi jednak do-
bry punkt wyjscia do dyskusji dotyczacej réznych aspektéw dowodu
matematycznego — i taka dyskusje tu podejmuje.

1. CZYM JEST SYSTEM ALGORYTMICZNY W TLE?

Azzouni nie wyjasnia, jak zidentyfikowac system algorytmiczny le-
zacy u podtoza interesujacego nas dowodu, ograniczajac si¢ do stwier-
dzenia, Ze systemy algorytmiczne nie ograniczaja si¢ do zadnej kon-
kretnej logiki ani jezyka, za$ jedyny istotny warunek to warunek (po-

! Artykut zostat napisany w ramach grantu N N101 094136.
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tencjalnej) mechanicznej rozpoznawalno$ci dowodéw (czymkolwiek
by one nie byly) [Azzouni 2004, 86]. Pojecie algorytmu wystepuje —
w luZnym sensie — w mowie potocznej (mOéwimy o algorytmie robie-
nia ciasta albo strojenia gitary), wymaga jednak usciSlenia. Jego ma-
tematyczny odpowiednik ma precyzyjny sens formalny: zgodnie z tezg
Churcha, adekwatnym ujeciem naszego intuicyjnego pojecia obliczal-
nosci stanowi pojecie obliczalnosci w sensie Turinga. Tak — jak sa-
dze — nalezy tez rozumie¢ stanowisko Azzouniego. W przeciwnym
wypadku trudno bytoby tutaj méwi¢ o mechanicznej rozpoznawalno-
Sci (lub przyjaé niestandardowe rozumienie pojecia algorytmu)?.
Pojawia si¢ problem, na podstawie jakich kryteriow jest wybierany
Ow algorytmiczny system formalizujacy nasze nieformalne (realne) do-
wody? Azzouni twierdzi, Ze tutaj panuje pelna dowolnos$¢: zadamy je-
dynie, aby istnial jaki§ system algorytmiczny. Na jakiej jednak pod-
stawie nasza ,,pod§wiadomos$¢ matematyczna” rozpoznaje i wybiera
odpowiedni system algorytmiczny, gwarantujacy poprawnos¢ danego
realnego dowodu? Problem rozpoczyna si¢ juz przy wyborze forma-
lizacji — nie jest przeciez prawda, ze uprawiana nieformalnie dzie-
dzina matematyki w jednoznaczny sposéb taka formalizacje wyznacza.
Mozna poda¢ liczne przyktady historyczne — np. definicja ciggtosci
funkcji moze by¢ sformutowana badz w ciagowej wersji Heinego, badz
epsilonowi-deltowej definicji Cauchy’ego. Te definicje sg wprawdzie
(przy pewnych dodatkowych zalozeniach) réwnowazne, ale przeciez sa
to jednak rézne ujecia pojgcia cigglosci. Liczba rzeczywista moze byé
formalnie zrekonstruowana jako cigg Cauchy’ego liczb wymiernych,
badZ jako przekrdj Dedekinda. Za podstawe teorii funkcji analitycz-
nych mozna przyjac badZ definicje w terminach réwnarni Cauchy’ego-
Riemanna, badZ rézniczkowalno$ci w sensie zespolonym, badZ w ter-
minach rozwijalnosci funkcji w szereg potegowy>. Wybér jezyka i po-

2W ostatnich latach toczy si¢ ozywiona dyskusja na temat niestandardowego ro-
zumienia pojecia obliczenia, méwi si¢ o obliczeniach analogowych, o hiperoblicze-
niach etc. (por. np. [Copeland 2002], [Stannett 2006]). Jednak w dyskusji dotyczacej
koncepcji Azzouniego przyjmuje standardowe (turingowskie) rozumienie pojecia al-
gorytmu.

3Ten przyktad jest przedmiotem badari w pracy [Mancosu 2001]. Autor analizuje
tam jeszcze inne ujecie teorii funkcji analitycznych, ktére zdaniem jego twércy (Pring-
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je¢ pierwotnych jest wiec kwestig pewnej decyzji. Zas$ po ustaleniu je-
zyka i poje¢ pierwotnych mozemy réznicowac sile aksjomatéw przyj-
mowanych w danym formalnym systemie*. Droga do formalizacji nie
jest wiec bynajmniej wyznaczona jednoznacznie. Czy znaczy to, ze
gwarantem prawomocnosci dowodu jest istnienie jakiegokolwiek do-
wodu formalnego w tle, w ramach jakiejkolwiek formalizacji?.

Z faktem mnogos$ci mozliwych uje¢ formalnych wigze si¢ kolejny
problem. Musimy przeciez uznad, ze dany system formalny $ jest ade-
kwatnym odpowiednikiem danego sytemu nieformalnego 7°. Akcep-
tacja danego systemu formalnego S, jako adekwatnie ujmujacego na-
sze preformalne intuicje wymaga odwotania si¢ (na metapoziomie) do
oceny relacji miedzy nasza nieformalnie uprawiang matematyka a sys-
temem sformalizowanym. Tutaj musimy odwotac si¢ do jakiegoS kryte-
rium, ktére juz nie moze miec juz charakteru formalnego. Problem od-
wolania do intuicji zostaje tutaj przeniesiony na wyzszy poziom — ale
jest nadal obecny’. Azzouni jest tego §wiadom: pisze wyraZnie o tym,
ze Ow system algorytmiczny jest wyspecyfikowany w sposéb niefor-
malny. Przy formalizowaniu w nieuchronny sposéb pojawia si¢ wiec

sheima) pozwala na lepsze i bardziej jednolite wyjasnienie szeregu faktéw matema-
tycznych.

“W zaleznosci od tego, jak silne zalozenia przyjmiemy, dowéd danego twierdzenia
moze okazac si¢ prosty lub niezwykle trudny (w skrajnym przypadku, jesli za aksjomat
przyjmiemy dowodzone zdanie, to dowdd jest po prostu jednolinijkowy).

SPrzy bardzo liberalnym ujeciu mogliby$my dokonywac tez bardzo sztucznych for-
malizacji: np. kazda linijka standardowego dowodu bylaby nowym symbolem, za$
w tabeli instrukcji znaleZliby§my warunek méwiacy, ze w danym dowodzie po danym
symbolu (bedacym odpowiednikiem fragmentu standardowego dowodu) nastepuje ko-
lejny symbol (bedacy odpowiednikiem innego fragmentu). Poniewaz znamy skoncze-
nie wiele dowodéw, taka tabela bylaby skoficzona, a wigc zadana w sposéb efektywny.
Po stworzeniu nowego dowodu tabela bylaby aktualizowana. Taka formalizacja —
cho¢ poprawna — bylaby jednak w oczywisty sposéb sztuczna.

®Podobna sytuacja pojawia si¢ lokalnie, gdy zastanawiamy si¢ np., czy dana de-
finicja formalna adekwatnie ujmuje pewne intuicyjne pojecie (np. pojecie ciagltosci,
prawdopodobieristwa, dtugosci krzywej, powierzchni figury etc.).

"Mozna tutaj pusci¢ wodze fantazji, twierdzac, ze nasze decyzje dotyczace ade-
kwatnosci formalizacji nieformalnego systemu 7 poprzez system S sa regulowane
przez pewien algorytmiczny metasystem... i tak dalej. Takie ujecie niewiele wnosi,
bo popadamy w regres.
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element semantyczny: formalizujemy w taki sposéb, aby odtworzyc
sie¢ pojec, zaleznos$ci, aby zachowaé udowodnione nieformalnie twier-
dzenia! Postugujac si¢ terminologia Lakatosa, nasze nieformalnie udo-
wodnione twierdzenia mozna uznaé za falsyfikatory heurystyczne dla
owego systemu algorytmicznego. Owe formalne systemy nie biorg si¢
z powietrza: wszak wymog zachowania juz istniejacych wynikéw sta-
nowi jedno z kryteriéw uznania, ze dana formalizacja jest adekwatna.
Jednak w tej sytuacji powstaje btedne koto: owe systemy formalne maja
niejako gwarantowaé prawomocno$¢ wiedzy uzyskanej nieformalnie
— ale kryterium trafnoSci formalizacji stanowi wladnie to, Ze jest ona
takim gwarantem. Nie wida¢ tu prostego wyjscia z tej sytuacji.

Kolejna watpliwos$¢ dotyczy tego, czy faktycznie przyjecie istnie-
nia takich derywacji w tle wyjasnia zgodno§¢ matematykéw dotyczacg
nieformalnych dowodéw matematycznych. Méwiac nieco zartobliwie,
koncepcja Azzouniego jest czym$ w rodzaju psychoanalizy matema-
tycznej. Sam Azzouni oczywiscie zdaje sobie sprawe z faktu, ze ma-
tematycy nie prowadza dowodéw formalnych, i Ze przedmiotem ana-
lizy filozoficznej winny by¢ realne dowody. Zarazem jednak status
owych realnych dowodéw jest wyjasniany poprzez wprowadzenie hi-
potezy o istnieniu pewnych idealnych, algorytmicznych dowodéw w
tle — ktdrych istnienia matematyk nie musi sobie nawet u§wiadamiac.
Mozna powiedzieé, ze owe dowody idealne majg charakter obiektow
teoretycznych, ktérych istnienie Azzouni postuluje, aby wyjasnié¢ zgod-
no$¢ matematykéw co do dowodoéw realnych. Danymi do$wiadczal-
nymi sa tu wiec obserwacje dotyczace zgodno§ci matematykéw, po-
stulowane byty teoretyczne to idealne dowody, za§ prawa pomostowe
dotycza powiazafi miedzy owymi idealnymi dowodami a dowodami re-
alnymi. I tu pojawia si¢ trudno$é, bowiem Azzouni nie wyjasnia, ja-
kiego typu relacja miataby tutaj zachodzi¢. Czy chodzi o jaka$ wyide-
alizowana, niejako czysto ontologiczna zalezno$¢, czy tez o zaleznosé
istotng kognitywnie? Czy derywacja ma petni¢ jedynie funkcje swo-
istego uprawdziwiacza (truth-makera) twierdzenia, czy tez ma petnié
jakie$ funkcje poznawcze?

Jesli uznamy, ze istnienie takiej derywacji stanowi jedynie waru-
nek prawdziwos$ci dla twierdzenia matematycznego, to znajdziemy si¢
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w sytuacji podobnej do sytuacji platonika. Platonik twierdzi (zgod-
nie z klasycznym rozumieniem prawdy), ze warunki prawdziwoSci
zdafi matematycznych zadane sg poprzez konfiguracje abstrakcyjnych
bytéw. Stanowisko takie jest oczywiscie nie do zaakceptowania dla
antyrealisty (a Azzouni deklaruje stanowisko antyrealistyczne). Jed-
nak uznanie, ze owymi truth-makerami dla twierdzerh matematycznych
sg jakie$ hipotetyczne, niedostgpne poznawczo derywacje w formal-
nych systemach, rézni si¢ od stanowiska platonizmu jedynie werbalnie.
Mozna byloby prébowaé uchyli¢ ten zarzut twierdzac, ze nie my$limy
o aktualnym, a jedynie o potencjalnym istnieniu takich derywacji. Jed-
nak eliminacja zalozeri platonistycznych poprzez wprowadzenie kate-
gorii owych potencjalnych derywacji formalnych jedynie przerzucataby
,.koszty ontologiczne” w inne miejsceg.

Dochodzimy zatem do problemu poznawczej roli dowodéw mate-
matycznych, w szczeg6lnosci owych derywacji formalnych. Uznanie,
ze owe derywacje nie pelnig Zadnej funkcji poznawczej byloby bardzo
nienaturalne. Nie jest jednak jasne, jaka to ma by¢ rola, skoro matema-
tycy czesto w ogéle nie wiedza, ze taka formalizacja jest mozliwa (co
nie przeszkadza im tworzy¢, rozumie¢ i ocenia¢ dowodéw). Problem
ten jest przedmiotem dyskusji w nastepnym paragrafie.

2. POZNAWCZA DOSTEPNOSC DOWODOW

Cho¢ dowody matematyczne sg (jak sagdzimy) potencjalnie forma-
lizowalne, na og6t dokonanie takiej formalizacji nie stanowi poznaw-
czego zysku z punktu widzenia specjalisty w danej dziedzinie. Jest
wrecz na odwrét: w wersji sformalizowanej nie wida¢ idei dowodu,
kluczowych technik i pojeé, zasadniczych pomystéw etc. Mozna na-
wet powiedzie¢ (z niewielka chyba przesada), ze matematyk zapytany

8Zauwazmy na marginesie, ze taki problem dotyczy wielu koncepcji antyrealistycz-
nych. Eliminacja platonistycznej ontologii dokonywana jest np. poprzez wprowadze-
nie kategorii modalnych i przyjecie pewnych zatozen dotyczacych mozliwosci (tak
czynig np. Chihara i Hellman) poprzez wprowadzenia kategorii Iedalnego Podmiotu
(Kitcher), poprzez uznanie pewnych poje¢ semantycznych za pierwotne etc. Méwiac
swobodnie, zawsze mamy tutaj do czynienie z podobng sytuacja: nieuniknione koszty
sa ,,przerzucane” w inne miejsce.
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o poprawna w sensie logicznym — czyli sformalizowang — wersje
prezentowanego przez niego dowodu nowego wyniku matematycznego
odpowie, ze to nie ma zadnego znaczenia z punktu widzenia jego ba-
dan. To, jak wyglada formalna rekonstrukcja dowodu dotyczacego
np. topologii czy geometrii r6zniczkowej nie ma bowiem znaczenia
z punktu widzenia lepszego zrozumienia danego zagadnienia topolo-
gicznego czy geometrycznego. Zrédiem tego rozumienia sa bowiem
pewne treSci matematyczne, relacje miedzy pewnymi pojeciami, ide-
ami — a nie formalna reprezentacja. Nagabywany o sformalizowang
wersje dowodu specjalista powie zapewne, ze jego zadaniem jest uzy-
skanie nowego wyniku, rozwigzanie konkretnego problemu matema-
tycznego (udowodnienie twierdzenia), swoiste ,,wnikniecie” w istote
problemu, a nie przepisywanie twierdzert i dowodéw w jakiej$ wymy-
Slonej przez logikéw notacji. Nasz matematyk doda zapewne, ze zaden
specjalista z jego dziedziny nie ma watpliwosci co do poprawnosci do-
wodu — a zapisywanie go w jakiejs ,,kanonicznej notacji logicznej”
moze jedynie zaciemni¢ obraz. Realne dowody zawieraja skréty, wy-
korzystywane sa w nich diagramy®, pojawiaja sie zwroty typu ,,jak ta-
two zobaczy¢”, albo ,,w oczywisty sposéb teza wynika z twierdzenia
a” etc. — co bynajmniej nie zmniejsza ich komunikatywnosci, wprost
przeciwnie.

Sytuacja ta jest nieco dziwna: oto okazuje si¢ Ze to, co pono¢ czyni
dowdd nieformalny prawomocnym sposobem argumentacji (czyli owa
algorytmiczna derywacja w tle) nie ma zadnego znaczenia poznaw-
czego — przynajmniej na poziomie §wiadomych aktéw matematyka.
Jaka wigc role moze ogrywac owa derywacja? Jak si¢ wydaje, jedy-
nym wytlumaczeniem tej sytuacji bytoby uznanie, ze nasze §wiadome
akty intelektualne sa (w wypadku matematyki) emergentne w stosunku
do pewnych formalnych przebiegéw obliczeniowych w tle. My wpraw-
dzie mozemy sobie nie zdawaé z tego sprawy, ale jednak Zrédlem na-

oW pracy [Brown 1999] autor analizuje role rysunkéw w dowodach matematycz-
nych, stawiajac wrecz tezg, iz (niektére) dowody czysto rysunkowe mozna uznaé za
petnoprawne dowody matematyczne. Tez¢ Browna uwazam za przesadna, trudno jed-
nak zanegowac fakt, ze czesto odpowiedni szkic moze (z poznawczego punktu widze-
nia) zastapi¢ formalny dowéd — przekazuje idee w sposéb dostatecznie jasny, aby
dalsza argumentacja stata si¢ zbedna.
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szego przekonania dotyczacego poprawnoSci danego dowodu seman-
tycznego jest wlasnie istnienie odpowiedniej derywacji formalnej. By-
taby to wigc swoista teza komputacjonizmu w filozofii umystu (czy mé-
wigc stabiej: teza komputacjonizmu odniesiona do matematyzujacego
umystu — aby przyja¢ koncepcj¢ Azzuniego nie musimy by¢ kompu-
tacjonistami en bloc). Azzouni twierdzi, ze sytuacja przypomina sytu-
acje uzytkownika jezyka naturalnego, ktéry réwniez nie ma u§wiado-
mionych owych regul, a jednak sprawnie postuguje si¢ jezykiem. Zna-
jomos$¢ regut algorytmicznych w tle nie jest wigc konieczna do tego,
aby na powierzchni tworzy¢ dowody. Owo odwotanie do systemu algo-
rytmicznego w tle nie ma przy tym sztywnego charakteru — matema-
tycy moga bowiem odwotywaé si¢ do coraz to bogatszych systeméw.
Azzouni postuluje istnienie czego$§ w rodzaju uniwersalnej ,,gramatyki
rozumowan”, z ktdrej (by¢ moze) nie zdaja sobie sprawy matematycy.
Owa ,,gramatyka rozumowan” wyjasnia, iz u podfoza akceptacji argu-
mentow matematycznych leza pewne procesy algorytmiczne w tle.

W takiej sytuacji nalezaloby wiec uznac¢, ze owe formalne dery-
wacje moga wyja$nia¢ mechanizmy poznania matematycznego w po-
dobny sposéb, w jaki znajomo$¢ neurofizjologii moze wyjasnia¢ me-
chanizmy poznawcze. Nie mamy $wiadomego dostepu do naszych
przebiegéw neurofizjologicznych, ale to one leza u podtoza naszej
Swiadomos$ci (cho¢ nie znamy natury zaleznoSci migdzy treSciami
$wiadomosci a procesami neurofizjologicznymi)!®. Podobnie musia-
foby by¢ w przypadku owych formalnych derywacji — one mialyby
wyjasniaé zjawiska zwigzane z dowodzeniem. Nalezatoby wiec uznac,
ze np. matematycy XIX-wieczni akceptowali pewne dowody, gdyz
zupelnie nieSwiadomie odwotywali si¢ do pewnych (blizej niesprecy-
zowanych) systeméw algorytmicznych, tkwigcych — méwigc metafo-
rycznie — w ich matematycznej pod§wiadomosci'!. Innymi stowy, hi-

10Taka jest w kazdym razie teza naturalisty — jednak jej przyjecie jest naturalne
z punktu widzenia analizy koncepcji Azzouniego.

""Rav w pracy [Rav 2007] podaje przyktady matematykéw babiloiskich, greckich
czy indyjskich. W ich przypadku procedury dowodowe mogly mie¢ (na ogdt tego nie
wiemy) zupelnie inny charakter, niZ nasze: mogli na przyklad opierac si¢ na pewnych
empirycznie przetestowanych regutach. Czy tu réwniez mamy do czynienia z dowo-
dami, u podloza ktérych lezg systemy algorytmiczne?
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storia matematyki to w szczegd6lnoSci historia odkrywania przez ma-
tematykow prawdziwych motywéw ich dziatan: dziatali bowiem (nie-
Swiadomie) w granicach pewnej tkwigcej w tle rodziny systeméw algo-
rytmicznych. Tak jest réwniez teraz — przy czym nam owa kategoria
jest juz znana (podobnie jak naturalistycznie nastawionemu psycholo-
gowi znane jest juz pojecie neuronu).

Jesli przyjmiemy taka perspektywe, to znaczy to, ze owe przebiegi
formalne w tle musza mie¢ charakter przebiegéw neurofizjologicznych.
W przeciwnym razie musielibySmy uzna¢, ze gwarantem prawomoc-
noSci dowodéw semantycznych bylyby bytujace w ,,przestrzeni meta-
fizycznej” derywacje formalne, z ktérymi nie musimy mie¢ poznaw-
czego kontaktu. Pojawia si¢ jednak problem dotyczacy implementacji
owych przebiegéw obliczeniowych na naszej — mdéwiac kolokwialnie
— ,,biologicznej maszynie”. Niektére dowody w wersji sformalizowa-
nej moga bowiem mie¢ bardzo duza dtugosé. Co wtedy?

Pouczajacy jest przyklad podany przez Boolosa w artykule
[Boolos 1987]. Autor poddaje tam analizie pewne wnioskowanie,
sformutowane w jezyku pierwszego rzedu. Mamy tam stala: 1;
jednoargumentowy symbol funkcyjny ,s”; dwuargumentowy symbol
funkcyjny ,,f”, jednoargumentowy predykat: ,,D”. Zalozenia to:

1. Vnf(n,1) = sl

2. ¥xf(,sx) = ssf(1,x)

3. VnVxf(sn,sx) = f(n, f(sn, x))
4. D(1)

5. ¥Yx(D(x) = D(sx))

WNIOSEK: D(f(ssss1, ssss1)).

Intuicyjnie, wnioskowanie dotyczy liczb naturalnych. S to nastep-
nik, f to funkcja okreslona na parach liczb naturalnych, D jest wlasno-
Scig (ktéra moze przystugiwaé liczbom naturalnym). Whniosek glosi,
7e liczba bedaca wartoscig funkcji f dla argumentéw (5,5) ma wia-
snos¢ D.
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Jednak dowdd tego faktu w formalizmie pierwszego rzedu jest bar-
dzo dtugi. Funkcja f(x, y) ro$nie bardzo szybko, w stylu funkcji Acker-
manna. Warto$¢ f(4,4) stanowi ,,wieze” poteg dwdjki. Dowdd tozsa-
mosci D(f(5,5)) jest astronomicznej dlugosci. Zarazem jednak dowdéd
w logice drugiego rzedu jest elementarny. Mamy tu do czynienia z cie-
kawa sytuacja: formalny dowdd jest absolutnie poza naszym zasiegiem
(i réwniez poza zasiggiem nawet najszybszego komputera), natomiast
z naszego punktu widzenia dowéd w logice drugiego rzedu jest abso-
lutnie przekonujacy i wystarczajacy. A zatem sam dowdd — co do
zasady — jest algorytmizowalny, ale dla nas owa algorytmiczna wersja
jest catkowicie niedostepna. Boolos twierdzi, ze z faktu, iz z takg ta-
twoScig umiemy faktycznie udowodnic to twierdzenie Swiadczy o tym,
7e zaden system logiczny pierwszego rzedu nie stanowi dobrej ideali-
zacji naszych faktycznych (psychologicznych) proceséw wnioskowan
[Boolos 1987]. Wydaje si¢ bowiem, ze nawet nasza zdolnos$¢ do roz-
poznawania pewnych zdan pierwszego rzedu jako prawdziwych wnio-
skéw odwotuje sie do czego$ wiecej, niz tylko formalizacja w jezyku
pierwszego rzedu, ze de facto siggamy do zasobéw poznawczych wy-
kraczajacych poza logike pierwszego rzedu — i do przekonari o cha-
rakterze par excellence semantycznym'2.

Nie jest jasne, jak wyjasni¢ przyktad Boolosa z punktu widzenia
koncepcji Azzouniego. Wszak 6w algorytmiczny, formalny dowdd
w logice pierwszego rzedu jest catkowicie poza naszym zasi¢giem.
Tym samym twierdzenie, ze u podioza naszej akceptacji zwyktego do-
wodu lezy taka derywacja jest gotostowne. Wyjasnienie, ze w tle naszej
zdolno$ci do rozpoznawania inferencji drugiego rzedu tkwi system al-
gorytmiczny (w ktérym dowdd jest zbyt dlugi z punktu widzenia czasu

12Zjawisko, iz dowéd w jednym systemie moze by¢ takiej astronomicznej dtugosci,
za§ w innym — normalny, jest znane od dawna. Czesto twierdzenia o takiej wlasnosci
sg sztuczne, jednak niekiedy sa to zwykle, standardowe twierdzenia matematyczne.
Dowody poznawczo niedostepne staja si¢ proste — ale za ceng przyjecia pewnych sil-
niejszych zatozen (np. ZFC zamiast PA). W przypadku wnioskowania podanego przez
Boolosa, owg ceng za zdobycie wiedzy iz zachodzi D(f(S5, 5)) jest przyje¢cie pewnych
zatozen na temat logiki drugiego rzedu.
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naszego zycia — a moze i nawet wieku Wszech$§wiata) jest absolutnie

niewiarygodne poznawczo'?.

3. PROBLEM WYJASNIANIA

Ujecie Azzouniego zache¢ca do dyskusji problemu wyjasniania
w matematyce. Problem ten jest szeroko dyskutowanym w odniesie-
niu do nauk empirycznych, natomiast w przypadku matematyki litera-
tura jest bez poréwnania ubozsza. Juz samo sformutowanie problemu
moze na pierwszy rzut oka budzié¢ pewien opér: pytanie o to, dlaczego
kamieni leci po takiej a nie innej krzywej brzmi rozsadnie (wyjasniamy
w oparciu np. o prawa ruchu), natomiast pytanie o to, dlaczego praw-
dziwe jest np. twierdzenie Stokesa moze si¢ wydawac Zle postawione
(lub trywialne). Jednak matematyk w swojej praktyce zadaje sobie
przeciez pytania takie, jak: dlaczego tak naprawde to twierdzenie da
sie tak udowodni¢? Jaki tak naprawde fakt wyraza to twierdzenie? etc.
Matematycy postuguja si¢ w analizach ,,okotodowodowych” sformufo-
waniami typu ,,tak naprawde, to badane réwnanie nie ma rozwigzania
dlatego, ze jakas przestrzen funkcyjna ma taka a nie inng wlasnos¢”,
albo ,,tak naprawde, to ten dowdéd wyraza pewien glebszy fakt” etc.
Nie majg przy tym na mysli samego istnienia dowodu, ale co$ wiece;j.
Trudno przeciez zanegowacé fakt, iz zdaniem matematykdw teoria Ga-
lois wyjasnita szereg wynikéw zwiazanych z rozwigzywaniem réwnan.
Jest to zjawisko o charakterze ogélnym: czesto twierdzenia wyjasniaja,
dlaczego pewne pojecia sg wazne.

Takiemu postawieniu sprawy mozna zarzuca¢ tworzenie hipostaz:
czyz zadaniem matematyka nie jest dowodzenie twierdzen, a nie wzbu-

13Ciekawe przyktady wnioskowar podobnych do wnioskowania Boolosa podaje tez
Ketland w artykule [Ketland 2005]. Rozwaza tam wnioskowania, ktdre sg oczywiste
z punktu widzenia standardéw matematycznej argumentacji, natomiast dowody for-
malne w logice pierwszego rzedu bylyby zbyt dtugie, aby mogly by¢ zastosowane jako
srodek inferencyjny. (Ketland formutuje swoje argumenty w konteksScie dyskusji na
temat nominalistycznej rekonstrukcji matematyki, twierdzac, ze istnienie tego typu
whnioskowarn stanowi problem dla nominalisty: nie jest on bowiem w stanie wyjas$ni¢
w ramach czysto nominalistycznej ,,maszynerii”, Ze pewne skadinad oczywiste wnio-
skowania sg faktycznie poprawne).



DowOD MATEMATYCZNY... 91

dzanie w innych matematykach poczucia gltebi czy doniostosci wyni-
kéw — nie méwiac juz o postulacie poszukiwania jakich§ tajemniczych
przyczyn (ktére to poszukiwania maja by¢ czym§ wiecej niz tylko usta-
laniem zaleznoS$ci logicznych mig¢dzy zdaniami)? Pytaniom o przy-
czyn¢ mozna udzieli¢ odpowiedzi w duchu formalizmu (czy szerzej:
weryfikacjonizmu): przyczyna prawdziwosci twierdzenia jest to, ze po-
dano jego dow6d. W tym duchu, stwierdzilibySmy, zZe to, jaki jest do-
wod (diugi czy krétki, obliczeniowy, trickowy, sifowy, gleboki, tadny,
inspirujacy, zaskakujacy etc.) nie ma znaczenia z punktu widzenia pro-
cesu wzbogacania wiedzy (podobnie jak nie ma znaczenia, czy dowod
zostal napisany otéwkiem czy dtugopisem, tadnym czy brzydkim cha-
rakterem pisma, czy referent méwit dZwiecznym glosem czy nie etc.).
Liczy si¢ jedynie fakt istnienia owego dowodu. Jednak taki zarzut nie
bierze pod uwage praktyki matematycznej: rola dowodu w praktyce
matematycznej jest z pewnoScig wigksza, niz tylko jako Srodka do do-
wodzenia kolejnych zdan'4. Pojecie wyjasniania w matematyce jest
niewatpliwie trudno uchwytne, podobnie jak np. pojecie doniostosci
czy glebi twierdzenia: matematycy si¢ nimi postuguja, ale trudno by-
foby poda¢ ich precyzyjne charakteryzacje. Jednak trudno odmoéwié
mu sensownosci i znaczenia dla analiz filozoficznych.

Wazng inspiracja dla dyskusji problemu wyjasniania jest fakt ist-
nienia dowodéw komputerowych (ktére z calg pewnoscia maja charak-
ter formalny) i pytanie o ich poznawczy status. Nie ma tu miejsca na
szczegblowy analize, warto jednak odnotowad, Ze w opinii wielu mate-
matykow takie dowody (w szczegdlnoSci najbardziej znany i najszerzej
dyskutowany dowdd twierdzenia o czterech barwach) pozostawiajg po-
czucie niedosytu!>. Aby wyrazniej postawi¢ problem rozwazmy ekspe-
ryment mys$lowy w ktérym komputery dziatajg np. 2'°% razy szybciej
niz obecnie. Jesli zlecimy takiemu komputerowi dowodzenie kolejnych

4Np. Rav w pracy [Rav 1999] twierdzi, ze to dowody stanowig wlasciwy przedmiot
badari matematyki, za$ twierdzenia nalezy traktowaé w pewnym sensie jedynie jako
swoiste etykiety. Nawet jeSli ten punkt widzenia jest nieco przesadny, to nie ulega
watpliwosci, Ze poznawcza rola dowodu matematycznego jest fundamentalna.

SNiektérzy twierdzg wrecz, ze taki dowéd w ogéle nie wyjasnia przyczyn praw-
dziwosci twierdzenia o czterech barwach, i nie zastuguje na miano petnoprawnego
dowodu matematycznego (takie krytyczne uwagi przytacza np. [Rota 1997]).
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twierdzent ZFC, bedzie je generowat z ogromna predkoscia. Czy przy-
rost naszej wiedzy jest proporcjonalny do wysokosci stosu zadrukowy-
wanych owymi twierdzeniami kartek? Z pewnoscig nie. Pierwsza trud-
nos¢, jaka tutaj si¢ pojawi, to odréznienie wynikéw istotnych od nie-
istotnych!'®. W czasie tej procedury selekcyjnej musielibysmy odwotaé
si¢ do kryteriéw pozaformalnych, do naszych przekonan dotyczacych
tego, ze dane twierdzenie jest ciekawe, glebokie, donioste, zaskakujace
etc. Gdyby$Smy za$ faktycznie zidentyfikowali wazne twierdzenie udo-
wodnione przez komputer, to natychmiast podjelibySmy probe zrozu-
mienia tego, jakie idee tkwig u podtoza danego dowodu. Trudno sobie
wyobrazi¢, aby matematycy stwierdziwszy, ze komputer informuje nas
o tym, iz wlasnie udowodnit twierdzenie Riemanna (oczywiscie sfor-
mutowane w jezyku ZFC), ograniczyliby si¢ do pokiwania gtowami
w zadowoleniu, ze wreszcie 6w problem zostat rozwigzany. Nie zado-
woliliby si¢ konstatacja, ze prawdziwa przyczyna, dla ktérego hipoteza
Riemanna jest prawdziwa jest to, ze istnieje cigg formut ZFC diugosci
np. 22 + 32443, bedacy jej formalnym dowodem. Powiedzieliby ra-
czej, ze sam fakt istnienia takiego ciggu formut nie wyjasnia, dlaczego
to jest prawda — i nadal zadawaliby pytania np. o to, jakie idee (topo-
logiczne? geometryczne? algebraiczne?) lezg u podtoza owego faktu,
dlaczego to twierdzenie jest prawdziwe, czy jest wyrazem jakichs$ gleb-
szych zaleznoSci etc. Ten eksperyment my$lowy mozna odnie$¢ do
koncepcji Azzouniego: istnienie formalnej derywacji w tle nie wyja-
$nialoby bowiem bynajmniej, dlaczego dane twierdzenie (np. hipoteza
Riemanna — gdyby zostata udowodniona) jest prawdziwe.

16Nalezy pamigta, Ze ogromna wigkszo$¢ tak wygenerowanych twierdzen to bylyby
twierdzenia mato ciekawe, na przyklad takie jak: ,Jesli zbiér A ma 5 elementéw, zas
zbidr B ma 2 elementy, to istnieje doktadnie tyle funkcji charakterystycznych okreslo-
nych na iloczynie kartezjadskim A X B ile jest podzbioréw zbioru bedacego suma 3
rozlacznych zbioréw C, D, E takich, ze C ma 2 elementy, D ma 3 elementy, za§ E ma
5 elementéw”. Jesli bedziemy mieli pecha, to nasz komputer zacznie zadrukowywa-
nie owych kartek od niezliczonych wariantéw tego wlasnie twierdzenia dla réznych

mozliwych mocy zbioréw A, B, C, D, E.
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4. KONSEKWENCJA SEMANTYCZNA A SYNTAKTYCZNA

Przy dyskusji koncepcji Azzouniego, istotna staje si¢ réznica mie-
dzy konsekwencja syntaktyczng i semantyczng. Przy ustalaniu, czy a
jest konsekwencjg syntaktyczng musimy mie¢ do dyspozycji pewien
zdefiniowany zbiér regut — i wskazac¢ stosowny ciagg formut (stosowng
derywacje) formuty @ w ramach aparatu dedukcyjnego. Jesli tak jest, to
sformutowany przez Azzouniego warunek algorytmicznej sprawdzal-
nosci jest spetniony.

Sprawa nie jest az tak prosta w wypadku konsekwencji semantycz-
nej: mowa tutaj jest bowiem o klasie wszystkich modeli dla intere-
sujacej nas teorii 7. Jak wiadomo, na mocy twierdzenia o petnosci,
w przypadku logiki pierwszego rzedu istnienie dowodu formalnego
zdania @ w teorii T jest rtéwnowazne faktowi, ze zdanie « jest praw-
dziwe we wszystkich modelach dla T (méwiac krécej: konsekwencja
semantyczna i syntaktyczna sg w przypadku logiki pierwszego rzedu
tozsame). W przypadku teorii pierwszego rzedu mozemy zatem (od-
wolujac si¢ do twierdzenia o petnoSci) przyjac teze, iz semantyczne
argumenty (odwolujace si¢ do naszego rozumienia tego, czym sg mo-
dele dla T) maja swoje odpowiedniki w postaci formalnych derywa-
cji. Jednak na ogo6t nie jest dostepna zadna efektywna procedura, ktéra
umozliwiataby ,,przejrzenie” owych modeli dla T i sprawdzenie, czy
faktycznie tam jest prawdziwe dowodzone przez nas zdanie . Co wie-
cej, sama znajomoS$¢ faktu iz @ jest konsekwencja semantyczng teorii
T nie prowadzi nas na ogét w efektywny sposéb do znalezienia owej
zadanej derywacji formuty a w teorii 7.

Jednak zgodnie z koncepcja Azzouniego nalezaloby stwierdzié, iz
fakt, ze uzasadniliSmy, iz « jest semantyczng konsekwencja T (a to jest
typ rozumowania jaki czesto stosujemy) zarazem stanowi (w §wietle
pelnosci logiki pierwszego rzedu) argument na rzecz istnienia owej de-
rywacji formalnej ,,gdzie§ w tle” — i to wlasnie owa derywacja stanowi
argument na rzecz poprawnosci naszego rozumowania'’. Uwazam taki

7Oczywiscie, argumenty teoriomodelowe tez mozna sformalizowaé, jednak na
pewnym poziomie staniemy wobec konieczno$ci odwotania si¢ do intuicyjnego, pre-
teoretycznego rozumienia pewnych poje¢ i akceptacji pewnych faktéw jako danych.
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sposéb argumentacji za bardzo odlegly od praktyki: dlaczego niby na-
sza zgoda na to, ze w kazdym modelu dla T prawdziwe jest zdanie o
(uzyte sa tu sformutowania par excellence semantyczne) miataby wy-
nika¢ z faktu, ze istnieje pewna formalna derywacja @ z T? Czy fak-
tycznie matematyk godzi si¢, ze zdanie @ jest prawdziwe w struktu-
rach pewnego typu (modelach dla T), poniewaz gdzie§ w tle majaczy
formalny dowo6d (derywacja) a na podstawie 77 Jest to teza pozba-
wiona podstaw — i z cata pewnoscig nie odpowiada praktyce matema-
tycznej'8. Méwiac swobodnie, jest to teza u podioza ktérej lezy owa
,~matematyczna psychoanaliza” o ktérej wspomniatlem wcze$niej: ma-
tematyk wierzy w to, ze we wszystkich strukturach opisanych przez T
prawdziwe jest zdanie @, poniewaz w pod§wiadomos$ci ma formalng
derywacje a z aksjomatéw T oraz twierdzenie o petnosci. Teza taka
jest karkotomna. Co wigcej, nawet gdybySmy owa (karkotomna!) teze
zaakceptowali dla teorii matematycznych sformutowanych w jezyku
pierwszego rzedu, to na placu boju pozostaje przypadek teorii sformu-
fowanych w jezykach, dla ktérych nie zachodzi twierdzenie o petnosci.
Najprostszy przyktad to logika drugiego rzedu; aby nie mnozy¢ przy-
ktadéw ponad potrzebe ogranicze sie do niej'® Konsekwencja seman-
tyczna jest w przypadku logiki drugiego rzedu pojeciem silniejszym niz
konsekwencja syntaktyczna: istnieja takie semantyczne konsekwencje
teorii 7', dla ktérych nie istnieje formalny dowo6d. Pojawia si¢ pytanie,
do ktdérego typu konsekwencji odwotuje si¢ w naturalny sposéb mate-

A sama semantyka teoriomodelowa ma formalizowa¢ pewne intuicje semantyczne, i to
one s3 pierwotne, a nie ich formalny odpowiednik.

8Rozwazmy — jako toy example — przyktad konsekwencji na poziomie rachunku
zda. Mozemy za pomocg metody zerojedynkowej sprawdzi¢, ze dana formuta KRZ
jest konsekwencja danego zbioru zdaii KRZ. Nie znaczy to przeciez bynajmniej, ze
wiemy, jak wyglada formalna derywacja; co wiecej, mozemy nawet nie zdawac sobie
sprawy z tego, ze dla KRZ obowiazuje twierdzenie o pelnosci i ze nasz argument se-
mantyczny ma odpowiednik w postaci formalnej derywacji. Jeszcze wyrazniej widac
to w przypadku logiki pierwszego rzedu: mozemy sformulowac czysto semantyczny
argument (odwolujac si¢ do wlasnosci klas modeli dla pewnej teorii 7') aby uzasadnic,
ze pewne zdanie o wynika z tej teorii 7. Ale nie ma to nic wspélnego z istnieniem
owej formalnej derywacji. Gdyby nawet dla logiki pierwszego rzedu nie obowiazy-
wato twierdzenie o pelno$ci, nasz argument semantyczny pozostawalby w mocy.

!“Pamigtajmy o przyktadzie Boolosa, ktéry dotyczy wiasnie logiki drugiego rzedu.
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matyk w trakcie uzasadniania twierdzen? Twierdze, ze jest to konse-
kwencja semantyczna — i ze to ona stanowi podstawowy, pierwotny
dla dowodéw matematycznych typ konsekwencji. Dzieje si¢ tak po
prostu dlatego, ze uprawiajagc matematyke myslimy o dowodzeniu tez
o pewnych obiektach, a nie o przeksztalcaniu symbolicznych napiséw
w oderwaniu od ich interpretacji. Jednak w takiej sytuacji nie ma zad-
nego sensu powolywanie si¢ na istnienie formalnej derywacji w tle —
bo takiej derywacji po prostu by¢ wcale nie musi. W jaki zatem sposéb
mielibySmy wytlumaczy¢ fakt, ze matematycy prowadzg rozumowania
w ramach ktérych odwotuja si¢ do faktéw o czysto semantycznym cha-
rakterze? Nie jest przekonujace wyjasnienie (ktére bytoby — jak sadze
— sformutowane w duchu Azzouniego) iz owe rozumowania mozna
sformalizowaé w pewnej metateorii, w tle ktérej mamy derywacje, to
prowadzi bowiem do regresu: w pewnym momencie konieczne jest od-
wolanie si¢ do intuicyjnej identyfikacji dowodu realnego z danym do-
wodem formalnym. I caty problem powraca na nowym poziomie.

5. PODSUMOWANIE

Koncepcja Azzouniego nie stanowi dobrego wyjasnienia statusu
dowod6éw matematycznych. Nie pokazuje, jaka poznawczg rol¢ mia-
lyby petni¢ owe formalne derywacje. Z punktu widzenia praktyki ma-
tematycznej teza, ze to istnienie formalnej derywacji czyni dang argu-
mentacj¢ matematyczng prawomocng jest sztuczna. Koncepcja Azzo-
uniego jest tez bezsilna wobec problemu eksplanacyjnej funkcji dowo-
déw. Mozna zatem nadal zasadnie twierdzi¢, Zze dowody matematyczne
zawierajg nieredukowalny sktadnik semantyczny, a podjeta przez Az-
zouniego préba jego eliminacji nie powiodla sig.
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SUMMARY

MATHEMATICAL PROOF — ARGUMENTATION OR
DERIVATION? — PART 11

In the first part of the paper, Azzouni’s derivation—indicator view was
presented. In the second part it is analyzed in a detailed way. It is shown,
that many problems arise, which cannot be explained in a satisfactory way in
Azzouni’s theory, in particular the problem of the explanatory role of proof,
of its epistemic role; the relationship between first—order and second—order
versions of proofs is also not clear. It is concluded, that Azzouni’s theory
does not provide a satisfactory account of mathematical proof, but inspires
an interesting discussion. In the article, some of the mentioned problems are
discussed.



