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AKSJOMAT MULTIPLIKATYWNY RUSSELLA

Aksjomat multiplikatywny' zostal podany po raz pierwszy przez
Bertranda Russella w 1906 roku. Jego sformutowanie bylo nastepujace:

Dla dowolnej niepustej rodziny zbiorow niepustych {A} ey ich ilo-

czyn kartezjariski ] A; jest zbiorem niepustym?.
JEJ

Jest to stwierdzenie r6wnowazne aksjomatowi wyboru Ernsta Ze-
rmela z 1904 roku’. Jednakze najprawdopodobniej Russell na krétko
przed pierwszym sformulowaniem pewnika wyboru mial §wiado-
mos¢ istnienia potrzeby jakiej$ postaci aksjomatu multiplikatywnego®*.
Swiadczy o tym list Russella do Jourdaina z 1906 roku:

Jesli chodzi o aksjomat multiplikatywny, do ktérego dosze-
dlem przez przypadek. Ja i Whitehead uczyniliSmy kolejna re-
wizje réznych czesci naszej ksiazki [Principia Mathematical.
W trakcie analizy przeprowadzonego przez nas dowodu aksjo-
matu multiplikatywnego, zauwazylem, Ze poprzednia propozy-
cja uzyta w tym dowodzie ukradkiem zaktada ten aksjomat. To

'Ang. Multiplicative axiom.

ZUog6lniony iloczyn kartezjariski zbioréw definiujemy jako:
[14;=1f:3—->UA;: f()eA; ¥; e}
Jj€J JEJ

3Niech J # @ oraz {X;}c; bedzie rodzing niepustych zbioréw. Wéwczas istnieje
odwzorowanie
7:J — | X takie, ze 7(j) € X; dla dowolnego j € J.

JjeJ

“W niniejszej pracy bedziemy uzywad zamiennie nastepujacych okresleri: aksjomat
wyboru, pewnik wyboru, aksjomat Zermela, aksjomat multiplikatywny oraz skr6téw
MA (ang. the multiplicative axiom), AC (ang. the axiom of choice).
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stato si¢ w lecie 1904 roku. Na poczatku myslatem, ze prawdo-
podobnie dowdd da sie prosto znalezé, ale pdzniej doszedlem
do wniosku, ze jeSli w ogdle istnieje dowdd, to jest on bardzo
ukryty”.

W niniejszej pracy skupimy si¢ na tle historycznym rozwazanego
aksjomatu. Zapytamy o geneze¢ pierwszej wypowiedzi aksjomatu mul-
tiplikatywnego oraz znaczenie prowadzonych przez Russella badari
nad podstawami matematyki w perspektywie dziejow aksjomatu wy-
boru®. Naszym celem bedzie uchwycenie réznicy w podejsciach Ze-
rmela i Russella do wprowadzonych przez nich postulatéw.

NIESWIADOME UZYCIE AKSJOMATU WYBORU

Zaglebimy sie najpierw w te miejsca w teorii mnogosci, ktére byly
istotne dla sformutowania aksjomatu wyboru, a zatem takze aksjomatu
multiplikatywnego. Zwr6cimy szczeg6lng uwage z jednej strony na
nieSwiadome stosowanie przez Russella i Whiteheada pewnika wy-
boru’ oraz z drugiej strony na ich §wiadome uzywanie aksjomatu mul-
tiplikatywnego.

SList z 15 marca 1906 roku w Grattan Guinness (fragment mozna znalezé w G. H.
Moore, Zermelo’s Axiom of Choice. Its Origins, Development and Influence, Springer,
Berlin, 1982, s. 122).

As for the multiplicative axiom, I come on it so to speak by chance. Whitehead and
[ make alternate recensions of the various parts of our book [ Principia Mathematica]
each correcting the last recension made by the other. In going over one of this re-
cension, which contained proof of the multiplicative axiom, I found that the previous
proposition used in the proof had surreptitiously assumed the axiom. This happened
in the summer of 1904. At first I thought probably the proof could easily be found, but
gradually I saw that, if there is a proof it must be very recondite.

6Jesli rozwazymy podang w przypisie 2 definicje iloczynu kartezjariskiego, zauwa-
zamy, ze istotnie aksjomat multiplikatywny Russella jest réwnowazny aksjomatowi
wyboru.

"Przypomnijmy, ze nie§wiadome uzycie aksjomatu wyboru wigzato si¢ przede
wszystkim z nieuzasadnionym dokonywaniem nieskoriczenie wielu wyboréw. Nalezy
takze podkresli¢, ze takie nieumySlne stosowanie aksjomatu wyboru bylo czgstym pro-
cederem. Dopuscili si¢ tego miedzy innymi péZniejsi jego krytycy - Borel, Baire, Le-
besgue.
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Okazuje si¢, ze zanim pojawita si¢ jakakolwiek potrzeba wypo-
wiedzenia pewnika wyboru, Russell wykorzystywal go intuicyjnie juz
wczesniej w badaniach nad podstawami matematyki. Przyktady takich
zastosowan mozna znaleZ¢ w jego artykutach opublikowanych w Rivi-
sta di mathematica w latach 1901, 19028. Rozwazmy ponizsze twier-
dzenie arytmetyki liczb kardynalnych:

TWIERDZENIE 1. Niech Ui 8 bedg rodzinami niepustych, rozigcz-
nych zbiorow i niech f : A — B bedzie bijekcjq, takq, ze prawdziwa
Jjest implikacja B

fla=b=a=b,

dla kazdego a € A oraz b € B. Wowczas

Aby dowies¢ powyzszego faktu wystarczy wskazaé bijekcje mie-
dzy zbiorami a oraz f(a), dla dowolnego a € 2. Takie odwzorowania
istniejg wprost z zalozer twierdzenia. Sklejajac nieskoriczenie wiele
wybranych w ten sposéb bijekcji otrzymujemy bijekcje miedzy zbio-
rami (J20 = [JB. Na pierwszy rzut oka wydaje si¢, ze w dowodzie
nie korzystamy z niczego wiecej jak tylko z zatozeii i podstawowych
definicji. Doktadniejsza analiza pokazuje, ze w momencie wskazania
nieskoniczenie wielu bijekcji korzystamy z aksjomatu Zermela.

Wtasnie w zagadnieniach zwigzanych z licznoS$cia zbioréw, szcze-
gdblnie dotyczacych nieskoriczonych (pozaskoriczonych) liczb kardynal-
nych, aksjomat wyboru byl stosowany bardzo czesto. Najpierw uzy-
wany nie§wiadomie, z czasem, po zweryfikowaniu teorii mocy, okazat
si¢ by¢ warunkiem réwnowaznym wielu podstawowych twierdzefi tej
teorii’. Jednym z najwazniejszych takich twierdzei jest prawo trycho-

8B. Russell, Sur la logique des relations, ,Rivista di mathematica™7, 1901, s. 114—
148, B. Russell, Théorie générale des séries bien ordonnées, ,Rivista di mathema-
tica”8, 1902, s. 12-43.

°Gruntownym badaniem teorii mocy zajmowali si¢ takze wybitni polscy matema-
tycy: Wactaw Sierpiriski i Alfred Tarski. Podali oni szereg wiasnosci liczb kardynal-
nych réwnowaznych aksjomatowi wyboru.
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tomii liczb kardynalnych, orzekajace, ze dowolne dwie liczby kardy-
nalne sg poréwnywalne'©,

Jeszcze starszym problemem teoriomnogoS$ciowym zwigzanym

z aksjomatem wyboru byto zagadnienie definiowania nieskoficzono$ci.
Od 1888 w matematyce funkcjonowaty dwie definicje skoficzonosci:
1. klasyczna, méwiaca, ze zbidr jest skoriczony wtedy i tylko wtedy
gdy ma on k elementéw, przy pewnym k € N. W przeciwnym przy-
padku méwimy, ze zbidr jest nieskoriczony,
2. podana przez Richarda Dedekinda, orzekajaca, ze zbidr X jest nie-
skoriczony (w sensie Dedekina, ozn. D-nieskoficzony) wtedy i tylko
wtedy gdy istnieje Y, wlasciwy podzbiér X, rownoliczny ze zbiorem
X', W przeciwnym przypadku méwimy, ze zbidr jest skoriczony
w sensie Dedekinda (D-skoficzony).

Definicja postawiona przez Dedekinda dawala wygodny, bardzo
prosty przepis odrézniania zbioréw skoriczonych od nieskoriczonych,
ktory byt niezalezny od liczb naturalnych i zdawat si¢ by¢ catkowi-
cie zgodny z intuicja oraz oczekiwaniami matematykéw wobec wila-
snosci zbioré6w nieskoriczonych. Szybko stalo si¢ oczywistym (mie-
dzy innymi dla Dedekinda), ze jego podejScie powinno by¢ réwno-
wazne klasycznemu. Po podaniu przez Zermela aksjomatu wyboru
stato si¢ jasnym, ze aby udowodni¢ réwnowazno$¢ miedzy dwoma de-
finicjami'? nalezy zalozyé mozliwo$¢é dokonania nieskoriczonego wy-
boru. Warto sobie uSwiadomié, ze Russell juz na przetomie XIX i XX
wieku byt przekonany, iz aby udowodni¢ rozwazang réwnowazno$¢ na-
lezy przyjac jaki§ postulat. Sam nawet podat kilkanascie takich twier-
dzed. W 1902 roku byl nawet przekonany, ze udato mu si¢ udowod-
ni¢ jeden z postulatéw potrzebnych do udowodnienia réwnowaznos$ci

Prawo trychotomii liczb kardynalnych zostato sformutowane przez Georga Can-
tora w 1878. Poczatkowo twierdzenie to wydawato si¢ by¢ oczywistym faktem. Jed-
nakze z biegiem czasu, gdy zmieniata si¢, dojrzewala cantorowska koncepcja zbioru,
pojawita si¢ potrzeba bardziej krytycznego spojrzenia na zbyt pochopnie przyjete
prawo.

"Méwimy, ze dwa zbiory X, Y sg réwnoliczne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
bijekcja f : X — Y (odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne na Y).

12Doktadniej chodzi o implikacje: Kazdy zbiér D-skoriczony jest skoficzony. Im-
plikacja w drugg strong jest oczywista.
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miedzy D-skorficzonoscig i skoriczonoscig!?. Jednakze okazato sie, ze
w dowodzie uzyt twierdzenia:

TWIERDZENIE 2. Kazdy zbior nieskoriczony ma podzbior przeli-
czalny.

ktére uzasadnia sie korzystajac z aksjomatu wyboru'4. Co wiecej,
podat takze nastepny postulat:

TWIERDZENIE 3. KaZdy nieskoriczony zbior jest sumq rodziny zbio-
réw przeliczalnych.

bedacy uogodlnieniem twierdzenia 2, zaleznym od pewnika wyboru.
Dla Russella, wtasnie twierdzenie 3, stato si¢ waznym punktem wyj-
$cia do dalszych rozwazan, szczegdlnie w uzasadnieniu wielu waznych
zaleznoSci teoriomnogo$ciowych.

Kazdy z wymienionych tutaj przypadkéw jest w pewnym sensie
wyrazem nie§wiadomo4ci istnienia olbrzymich mozliwosci dedukcyj-
nych plynacych z przyjecia dowolnego wyboru, jak réwniez z udowod-
nionych na podstawie pewnika wyboru twierdzed. Widad, jak uzycie
aksjomatu wyboru w uzasadnieniu zasadniczego, cho¢ z drugiej strony
niepozornego twierdzenia, dawato szans¢ na budowanie na przyktad
arytmetyki liczb kardynalnych zgodnie z intuicyjnymi oczekiwaniami.

Wokot tego tematu rodzi si¢ wiele trudnych pytai. Dlaczego tak
wielu matematykéw nie zauwazyto w prowadzonych przez siebie ba-
daniach zastosowania dowolnego wyboru? Dlaczego dopiero wprowa-
dzenie przez Zermela aksjomatu wyboru, w celu udowodnienia zasady

3Wymienione tutaj rozwazania Russella zostaly opublikowane w pracy Whiteheada
On cardinal numbers, ,,American Journal of Mathematics”, 1902, s. 367-394.
“Dowéd tego twierdzenia opiera si¢ na nastepujagcym rozumowaniu. Niech A be-
dzie zbiorem nieskoriczonym. Definiujemy ciag podzbioréw {A},cy zbioru A o naste-
pujacych wlasnosciach:
1) A, = ndlakazdego n € N,
2) A, C A4 dlakazdegon € N.
Szukanym zbiorem nieprzeliczalnym jest |J A,. Istota tego dowodu nie polega na wy-
neN

korzystaniu wlasnosci zbioru meskonczonego lecz na dokonaniu wyboréw elementéw
ze zbioru A\A, dla kazdego n € N. Takich wyboréw jest przeliczalnie wiele, a bez
przyjecia aksjomatu wyboru nie mamy zadnej gwarancji, ze sa one mozliwe.
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dobrego uporzadkowania'®> wywotato ostry sprzeciw wsréd wielu ma-
tematykow, ktérzy notabene cze¢sto stosowali go wezesniej? Dlaczego
dopiero wiasnie po 1904 roku zaczeta rozwijaé sie paryska szkota in-
tuicjonizmu i wykrystalizowaly si¢ poglady filozoficzne jej czotowych
przedstawicieli: Baire’a, Borela i Lebasgue’a!®?

To tylko przyktadowe watpliwosci jakie spotykamy prowadzac roz-
wazania nad aksjomatem wyboru zwigzanym nieodzownie z aksjoma-
tem multiplikatywnym Russella. Dlatego tak waznym, z naszej per-
spektywy, jest poznanie toku rozumowania Russella, ktéry doprowa-
dzit go do sformutowania aksjomatu multiplikatywnego. Przesledzimy
w tym celu jego rozwazania zawarte w Introduction to Mathematical
Philosophy, Londyn, 1919. Celowo postuzymy si¢ tak p6Znym tek-
stem, gdyz jest on pewnego rodzaju refleksjg Russella nad aksjomatem
multiplikatywnym, spojrzeniem z szerszej perspektywy, obejmujace;j
miedzy innymi role MA w matematyce oraz jego status. Jednoczes$nie,
jak mozna przypuszczaé, jest on takze odtworzeniem dociekani z 1904
i 1906 roku, ktére doprowadzily Russella do podania aksjomatu multi-
plikatywnego.

13Jest to twierdzenie wprowadzone do teorii mnogosci przez Georga Cantora w 1883
jako oczywiste prawo logiczne, podstawowe prawo mysli, posiadajace wiele donio-
stych konsekwencji w teorii mnogoS$ci. Orzeka ono, ze dowolny zbidr da si¢ dobrze
uporzadkowaé, czyli wprowadzi¢ na nim relacje¢ spetniajaca okre§lone warunki. Jest
to szczegblne twierdzenie, gdyz z jednej strony jest jednym z wielu twierdzen row-
nowaznych aksjomatowi wyboru, a z drugiej strony, to wlasnie ono stato si¢ dla Ze-
rmela bodZcem do sformulowania jego postulatu, ktéry wystarczal, aby je udowodnié.
W kontekscie naszych rozwazan interesujace jest zdanie Russella na temat zasady do-
brego uporzadkowania zbioréw. Okazuje sig, ze brytyjski matematyk nie znajdowat
zadnych argumentéw za uznaniem zasady dobrego uporzadkowania. Miedzy innymi
w Théorie générale des séries bien ordonnées, ,Rivista di mathematica”8, s. 12—
43 oraz w The Principles of Mathematica, Cambridge, 1903, pisat, ze zbidr (klasa)
liczb porzadkowych z cala pewnoscia nie daje si¢ dobrze uporzadkowac. PodkreSlat,
ze zasada dobrego uporzadkowania zbioréw jest bezpodstawna, zwlaszcza w zwiazku
z faktem, iz jak na razie nikomu nie udato si¢ utozyé 2% elementéw w cigg dobrze upo-
rzadkowany. Bardzo silne watpliwosci Russella w stosunku do Cantorowskiej zasady
zwigzane byly z antynomia Burali-Fortiego najwickszej liczby porzadkowej, gdyz wla-
$nie mozliwo$¢ wprowadzenia w klasie liczb porzadkowych dobrego porzadku stata si¢
wedlug Russella przyczyna tej antynomii.

16Szkota ta uksztattowata si¢ wtasciwie na krytyce niekonstruktywnego charakteru
aksjomatu wyboru.
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SFORMULOWANIE AKSJOMATU MULTIPLIKATYWNEGO

Dla lepszego zrozumienia istoty aksjomatu multiplikatywnego
Russell wprowadza teorie wyboru oraz definicje iloczynu klas, rozpo-
czynajac od podstawowych definicji operacji w arytmetyce liczb kar-
dynalnych. Idac za Russellem zaczniemy od najprostszej operacji: do-
dawania. Zat6zmy zatem, ze mamy dane liczbe kardynalng u i klase a,
mocy u. Jak zdefiniowad y + u? Aby to uczyni¢, musimy mie¢ 2 klasy
réwnoliczne z y, ktdre si¢ nie pokrywajg. Takie klasy mozna skonstru-
owa¢ na wiele sposobéw. Przyktadowo pierwsza klasa to wszystkie
mozliwe pary uporzadkowane, w ktérych pierwszy element to jedno-
elementowa klasa klasy «, a drugi to zbidr pusty. Natomiast druga
klasa, to wszystkie mozliwe uporzadkowane pary, w ktérych pierw-
szym elementem jest zbiér pusty, a drugim jednoelementowa klasa
klasy . Takie dwie klasy sa roztaczne, suma tych klas jest doktad-
nie mocy pu+u. W analogiczny sposéb mozemy zdefiniowaé u+v, gdzie
u jest moca pewnej klasy a, a v klasy .

Jezeli zaczniemy rozwazac iloczyn nieskoriczonych klas, to napo-
tykamy na powazne problemy juz na poziomie definicyjnym. Przypo-
mnijmy, ze dla klasy @, mocy u oraz klasy 8, mocy v, mozemy zdefi-
niowaé u X v jako liczbg wszystkich mozliwych par uporzadkowanych,
w ktdérych pierwszy element nalezy do klasy a, drugi do 5. Tak przyjeta
definicja pracuje niezaleznie od tego, czy klasy @ oraz § sg rozlaczne
oraz gdy u, v sg nieskoficzone. Ponadto, mozemy rozszerzy¢ te defini-
cje na dowolng skoniczong ilo$¢ liczb kardynalnych.

Problemy pojawiaja sie¢, jeSli zechcemy pomnozy¢ nieskoriczenie
wiele elementéw. Zat6zmy zatem, ze mamy dang klas¢ nieskoficzong
k sktadajaca sie z klas, posiadajagcych pewna dana liczbe elemen-
téw!7. Zalézmy ponadto, ze wszystkie klasy z « s3 parami roziaczne.
Klase u nazwiemy wyborem lub klasa wybrang (wybierajaca)'®, jesli
Veer N a = 1. Klase takich wyboréw, selections, bedziemy nazy-
wac klasg multiplikatywng. Liczbg¢ elementdéw klasy multiplikatywne;j,

17"Russell w swych rozwazaniach powotuje si¢ na Whiteheada i napisany przez niego
fragment Principia Mathematica, traktujacy o tym problemie.
18 Ang. selection.
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czyli liczbe wszystkich mozliwych wyboréw z klasy «, nazwiemy pro-
duktem (iloczynem kartezjafiskim) mocy klas z rodziny «.

Powyzsza definicja jest dobrze okreslona, takze dla rodziny, ktorej
elementy nie sg parami roztaczne. Definiujemy wtedy relacje R, rela-
cje selektora'® w klasie «, ktéra wybiera (réwnoczesnie) z kazdej klasy
z k doktadnie jeden element nazywany reprezentatywnym dla tej klasy
(wzgledem relacji R). Okazuje sig, ze takich selektoréw moze by¢ wig-
cej niz wybor6w, jezeli bowiem jaki$ element x nalezy do dwdch klas
a oraz 3, to moze by¢ wybrany raz jako reprezentant «, raz jako repre-
zentant 3, dajac tym samym dwa selektory, ale jeden wybér. Dlatego
tez, w takim przypadku produkt (iloczyn kartezjariski) mocy klas klasy
k bedziemy definiowac jako liczbe selektorow.

Pozostalo do zdefiniowania jeszcze jedno dziatanie na liczbach kar-
dynalnych: ,,potegowanie”?® y”. Niech @ bedzie klasg mocy u, a 8
klasa mocy v. Niech y bedzie pewnym elementem klasy S, konstru-
ujemy nowa klas¢ uporzadkowanych par, ktére na pierwszym miejscu
maja elementy klasy @, za$ na drugim y. Takich par bedzie doktadnie
. Wybierajac rézne elementy z 8, otrzymujemy v klas mocy y, parami
roztacznych. Definiujemy p” jako liczbe selektoréw (albo réwnowaz-
nie - wyboréw) z tak powstalej klasy.

Dla zdefiniowanych tutaj dziatan - mnozenia i potggowania
mozna udowodni¢ podstawowe prawa i wlasnosci. Nie mozna ,,tylko”
udowodnié, ze produkt klas niepustych, nieskoficzonych jest zbiorem
niepustym. Jesli klasy sa skoriczone, niepuste - wiemy, ze produkt
takich klas istnieje i jest zbiorem niepustym. Nie mamy jednakze
pewnosci i nie mozemy uzasadnié faktu, iz w klasie klas niepustych,
nieskoniczonych istnieje choéby selektor lub wyboér. Russell sam
przyznaje, ze istnienie produktéw wydawalo sie by¢ na pierwszy
rzut oka rzeczg oczywista. Jednakze z biegiem czasu fakt ten zaczal
budzi¢ w nim coraz wigcej watpliwoSci. Stat on si¢ zalozeniem, ktdre
niesie ze sobg pewne konsekwencje, a ktére postrzegamy teraz tak jak
piaty aksjomat Euklidesa. Krétko méwiac, musimy zatozy¢ istnienie
pewnych obiektow, ktérych istnienia si¢ spodziewamy, oczekujemy.

Y Ang. selector.
20 Ang. exponentiation.
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To przypuszczenie to wlasnie aksjomat multiplikatywny. Mozemy go
wypowiadaé w réznych formach?!, choé Russell w 1919 roku jako

aksjomat multiplikatywny okreslat nastepujace stwierdzenie®?:

Dla dowolnej klasy « rozlgcznych klas niepustych, istnieje co
najmniej jedna klasa, ktora ma z kaidq klasq z a dokiadnie jeden
wspolny element®.

Prowadzac te rozwazania brytyjski filozof zdaje sobie sprawe
z faktu, ze aksjomat multiplikatywny jest rOwnowazny aksjomatowi
wyboru wprowadzonemu przez Zermela. Russell wie takze, jaka
role odgrywa AC w matematyce i jak ,,problematyczny” jest jego sta-
tus. Podkresla doniosto$§¢ dokonania Zermela, uSwiadamiajac nam, ze
wprowadzenie tego zalozenia do matematyki byto bardzo wazne, nieza-
leznie od tego czy uwazamy je za prawdziwe, akceptujemy, czy tez nie.
Zwraca takze uwage, ze jest ogromna iloS¢ twierdzei wynikajacych
z aksjomatu wyboru, nie bedacych mu réwnowaznymi (przynajmniej
w tamtych czasach nie znano takiej zaleznosci). Jako przyktady podaje
uznawane jako oczywiste (do tej pory) proste fakty z arytmetyki liczb
kardynalnych. Rozwazmy sume v klas parami rozigcznych, niepustych,
p-elementowych. Wydaje sie oczywistym, ze moc sumy takich klas be-
dzie réwna doktadnie u X v. O ile dla v skoriczonej faktycznie z uza-
sadnieniem tego faktu nie ma problemu, o tyle dla klasy nieskoficzonej
do dowodu potrzebujemy aksjomatu multiplikatywnego. Russell przy-
pisuje bardzo duzg wage konsekwencjom ptynacym z rozwazanego po-
stulatu (i de facto aksjomatu wyboru), a zwlaszcza z réwnoSci:

NZ = Ry X R = No.

2IRussell podaje chociazby, e réwnowaznikiem aksjomatu multiplikatywnego jest
na przyklad twierdzenie orzekajace, iz produkt klas jest niepusty jeSli przynajmniej
jedna z klas jest niepusta.

22This proposition we will call ,,the multiplicative axiom” .
B. Russell, Introduction to Mathematical Philosophy, Londyn, 1919, s. 123.

ZPowyzsze stwierdzenie to dokladnie jedna z postaci aksjomatu wyboru, podana
przez Zermela w 1906 i nazywana dzi$ aksjomatem Zermela.
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Odgrywa ona istotng role w teorii pozaskoniczonych liczb porzadko-
wych. Co wigcej, Russell unaocznia nam, ze powyzszy fakt byt znany
juz wcze$niej i uzasadniany. Problem tkwi w tym, Ze wielu matematy-
kéw wywodzito go z oczywistego stwierdzenia orzekajacego, iz suma
No klas o X elementach ma moc Ny.

Aby lepiej wyttumaczy¢, gdzie tkwi problem, Russell podaje pe-
wien przyklad. Wyobrazmy sobie milionera, ktéry ma Ny par skarpetek
i No par butéw. Pytanie jest nastepujace: ile skarpetek i ile butéw ma
milioner? Wydaje si¢ naturalnym odpowiedzie¢ - skarpetek i butéw
ma doktadnie dwa razy tyle co par. Z drugiej strony intuicyjnie zda-
jemy sobie sprawe z faktu, ze liczba 8y nie daje si¢ powigkszyé przez
przemnozenie przez 2. Nie jest tez tak, ze zawsze nie jest mozliwe ,,po-
liczenie” elementéw takiego zbioru - w przypadku butéw mamy me-
tode porzadkowania: najpierw lewe pdzZniej prawe - mamy konkretny
przepis wyboru. Jezeli chodzi o skarpetki, nie mamy wskazéwki jak je
uktadac i policzy¢ - musimy zalozy¢ aksjomat wyboru, aby mie¢ pew-
nos¢é, ze istnieje jakas klasa sktadajaca si¢ ze skarpetek, z ktérych kazda
pochodzi z innej pary.

Przedstawiony powyzej problem mozna sprowadzi¢ do zagadnie-
nia utozenia w cigg rosngcy wszystkich elementéw klasy, co wystar-
czy do udowodnienia, Ze ma ona Ny elementéw. Z takim zadaniem
nie mamy trudno$ci w przypadku butéw (bierzemy na zmiang prawy
ilewy but z kazdej pary), ale w przypadku skarpetek mamy dowolnos¢
w wyborze, ktéra z danej pary ma by¢ pierwsza, co uniemozliwia po-
danie przepisu na dokonanie nieskoiczenie wiele wyboréw. Dopdki
nie znajdziemy zasady wyboru nie mamy, wedtug Russella, pewnosci,
nawet teoretycznej, ze nieskonczona liczba wybor6éw jest mozliwa. Nie
mamy tym samym zadnej informacji potwierdzajacej, ze skarpetek jest
doktadnie N.

Podany tutaj przyktad ilustruje istot¢ aksjomatu multiplikatyw-
nego. USwiadamia nam takze, ze pomimo odrebnych punktéw wyjscia,
tok rozumowania Russella i Zermela byt bardzo zblizony?*. Gtéwna

24 Aby unaocznié¢ Czytelnikowi podkreslone tutaj podobieistwo przytoczymy pierw-
sze sformufowanie aksjomatu wyboru umieszczone w E. Zermelo, Beweis, daf} jede
Menge wohlgeordnet werden kann (Aus einem an Herrn Hilbert gerichteten Briefe),
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réznica polega na tym, ze Russell nie zdawatl sobie sprawy (przynaj-
mniej do 1904 roku)?®, ze poprawnosci przyjmowanych przez niego de-
finicji nie da si¢ udowodni¢ bez dodatkowego zatozenia. Sama zmiana
podejécia Russella do aksjomatu multiplikatywnego wiazata si¢ z ko-
lejnymi niepowodzeniami w jego uzasadnieniu i narastajagcym scepty-
cyzmem co do wazno$ci wprowadzonego zalozenia. Ponadto, nawet
po tej zmianie, Russell nigdy nie traktowal swojego aksjomatu jako
samooczywistej prawdy, ale tylko jako fundamentalne, niedowodliwe
zalozZenie.

REAKCJE RUSSELLA NA AKSJOMAT WYBORU

PokazaliSmy dotychczas, ze Russell zajmowat si¢ zagadnieniami,
ktére okazaly si¢ by¢ istotnymi dla sformutowania aksjomatu wyboru.
Bedziemy rozwaza¢ krytyke pewnika wyboru podana przez Russella
w konteks$cie prowadzonych przez niego badai. Naszym giéwnym
punktem odniesienia bedzie zasada dobrego uporzadkowania. Russell
juz w 1903 roku wypowiadal si¢ bardzo sceptycznie o mozliwosci do-
brego uporzadkowania dowolnego zbioru (zob. przypis nr. 15), przy-

,.Mathematische Annalen”59, 1904, s. 514-516:

,.Niech M bedzie dowolnym niepustym zbiorem mocy m, ktérego elementy beda ozna-
czane m, niech M’ bedzie podzbiorem zbioru M mocy m’ (I < m’ < m), a M\M’
podzbiorem komplementarnym do M’. Dwa podzbiory sa uwazane za rézne, gdy je-
den z nich zawiera jaki$ element, ktéry nie pojawia si¢ w drugim zbiorze. Przez 9V
oznaczmy rodzing wszystkich niepustych podzbioréw M’ zbioru M. Z kazdym ele-
mentem M’ € 9V mozemy zwigzaé pewien element m’, ktéry nalezy do M’ i moze
by¢ nazwany wyréznionym elementem M’. Uzyskujemy w ten sposéb ,,pokrycie” ro-
dziny 9V elementami zbioru M i zbidr takich pokry¢ jest niepusty (réwny produktowi
11om)”.

% Nie wiemy, kiedy doktadnie Russell zaczat postrzegaé aksjomat multiplikatywny
jako aksjomat. Z cytowanego na poczatku pracy fragmentu listu do Jourdaina, wynika,
jakoby stalo si¢ to na krétko przed pierwsza wypowiedzia aksjomatu wyboru przez Ze-
rmela. We wstepie do drugiego wydania The Principles of Mathematics Russell pisat:
,,Nie bylem §wiadomy koniecznosci jego [aksjomatu wyboru] zatozenia, az do roku po
pierwszym opublikowaniu The Principles of Mathematics. Dlatego ta ksigzka zawiera
oczywiste bledy, np. przyjmowane przeze mnie stwierdzenie orzekajace, iz klasyczna
definicja nieskoriczono$ci i D-nieskoriczonosci s3 réwnowazne, nie moze by¢ udo-
wodnione inaczej, jak tylko przy zatozeniu tego aksjomatu”.
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pominajac, ze dotychczas nikomu nie udato si¢ utozy¢ w ciag liczb rze-
czywistych. Kiedy Russell poznal dow6d Zermela, miat duzo watpli-
woSci co do jego poprawno$ci. Zauwazyt on bowiem, ze wprowadzony
przez Zermela aksjomat wyboru implikuje jego ,kfopotliwy” aksjo-
mat multiplikatywny. Kluczowym jest fakt, ze Russell nie znajdowat
zadnego argumentu, ktéry mialby przemawiaé za prawdziwoScig ak-
sjomatu wyboru. Watpliwosci zwigzanych z prawdziwoscig pewnika
wyboru Russell nie wyzbyt si¢ nigdy. Jeszcze w 1938, we wstepie do
drugiego wydania The principles of Mathematics pisat:

Czy on [aksjomat Zermela] jest prawdziwy czy nie, nikt nie
wie. Latwo mozemy wyobrazi¢ sobie wszech§wiat, w ktérym
méglby on by¢ prawdziwy i nie mozemy udowodnié, Ze istnieje
wszech§wiat, w ktérym pewnik wyboru bylby fatszywy; ale nie
mozemy takze udowodni¢ (przynajmniej ja tak sadze), ze nie
istnieje zaden wszech§wiat w ktérym bylby on fatszywy?S.

Stosunek Russella do aksjomatu wyboru bardzo dobrze opisuje wy-
powiedZ z 1911 roku:

[Aksjomat Wyboru] moze by¢ prawdziwy, ale nie jest on oczy-
wisty, a konsekwencje z niego wynikajace sa zadziwiajace.
W takich okoliczno$ciach, uwazam, ze lepiej go unikac.

Jego pozorna poprawnos$¢, prawomocnoS$¢ wraz z doktadniejsza
analiza, stopniowo zanika.

W koricu przestaniemy rozumiec, co tak naprawde on oznacza.

Moim zdaniem, nie ma zadnego powodu, by wierzy¢ w praw-
dziwo$¢ aksjomatu wyboru?’.

2Whether this is true or not, no one knows. It is easy to imagine universes in which
it would be true, and it is impossible to prove that there are possible universes in which
it would be false; but it is also impossible (at least, so I believe) to prove that there are
no possible universes in which it would be false.
B. Russell, The Principles of Mathematics, New York, 1938, Introduction.

?"B. Russell, Sur les axiomes de Iinfini et du transfini, ,,Soc. math. France, Comp-
tes rendues des séances”2, 1911, s. 22-35. Anglojezyczne ttumaczenie rozwazanego
fragmentu pochodzi z H. Herrlich, Axiom of Choice, Springer-Verlag, 2006, s. 6.
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Russell podkreslat, ze to, czego dokonat Zermelo jest wazne i bar-
dzo interesujgce. Zdawat sobie sprawe, ze prostota formy AC niejako
przekonuje o jego oczywistodci. Jednakze wiedzial takze, ze szersze
badania nad pewnikiem wyboru sktaniajag do podania jego waznoSci
w watpliwos¢, albowiem og6lnos$¢ aksjomatu Zermela czynita go sil-
nym narzedziem dowodowym, niosacym czesto wazne, lecz réwnocze-
$nie klopotliwe konsekwencje. Widoczne jest pewnego rodzaju roz-
darcie: z jednej strony Russell zdawal sobie sprawe z doniostosci ak-
sjomatu multiplikatywnego w arytmetyce liczb kardynalnych, a z dru-
giej strony miat Swiadomos¢, ze logike, wraz z teorig zbiordw, trzeba
okroi¢, by unikng¢ antynomii teoriomnogosciowych. Ten fakt zdaje si¢
by¢ sednem krytyki aksjomatu wyboru przez Russella. Gregory Moore
podaje w swojej monografii o aksjomacie wyboru, Zze w lipcu 1905 roku
Russell pisat do Couturata wyrazajac swoje watpliwosci co do pewnika
wyboru:

Ale na ten moment nie wiem, czy przy przyjecie tego zatozonia
28

[aksjomatu wyboru] nie niesie za soba sprzecznosci®.

Mozemy zatem stwierdzié, ze podejScie Russella do aksjomatu wy-
boru zwigzane bylo przede wszystkim z jego programem dla matema-
tyki. Podejrzliwo$¢ w stosunku do aksjomatu wyboru, podyktowana
niemozliwoscia jego uzasadnienia i brakiem samooczywistosciZ®, po-
faczona ze Swiadomoscia wagi pewnika wyboru w matematyce, kazata
mu bada¢ go doglebnie. Wierzyl (na pewno na poczatku), ze da si¢
znalez¢ warunki, przy ktérych aksjomat wyboru mégtby by¢ uprawo-
mocniony. Dopdki si¢ ich nie znajdzie, w obawie przed paradoksalnymi
konsekwencjami mogacymi z niego ptynaé, nalezy go unikaé, mimo, iz
wigze si¢ to ze zubozeniem matematyki.

G. H. Moore, Zermelo’s Axiom of Choice Its Origins, Developments and Influen-
ces, Springer-Verlag, 1982 s. 125.

PMusimy mie¢ §wiadomos¢, ze Russell postrzegat aksjomaty (przynajmniej w sen-
sie logicznym) jako samooczywiste prawdy.
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AKSJOMAT WYBORU A AKSJOMAT MULTIPLIKTYWNY

Obaj, Russell i Whitehead, byli §wiadomi potrzeby aksjomatu mul-
tiplikatywnego na krétko przed sformutowaniem aksjomatu wyboru
przez Zermela, cho¢ wyszli z innego punktu niz niemiecki matematyk.
Ponadto, w odréznieniu od Zermela, ani Russell ani Whitehead nie trak-
towali poczatkowo aksjomatu multiplikatywnego jako aksjomatu, tylko
jako twierdzenie, ktoére nalezy udowodni¢. Zermelo natomiast dobitnie
podkreslal, ze sformutowany przez niego aksjomat musi by¢ zalozony,
musi by¢ postulowany, jest aksjomatem, samooczywista prawda, a nie
twierdzeniem, ktére nalezy udowodni¢. Tu tkwi diametralna réznica
obu niezaleznych od siebie podejsc.

Russell méwiac o aksjomacie multiplikatywnym - nazywa go:

postulatem, ktéry moze by¢ w jezyku logiki dobrze okreslony
i jasno sprecyzowany, ale na gruncie logiki nie da si¢ go udo-
wodni¢*”; postulatem, ktéry jest w pewnych dziatach matema-
tyki zalozeniem wygodnym, ale nie nieodzownym. Wygodnym,
w tym sensie, Ze wiele waznych twierdzefi wydajacych si¢ by¢
naturalnymi daje si¢ udowodni¢ tylko przy jego pomocy; nie-
odzownym, w takim znaczeniu, iZ pomimo braku tych oczywi-
stych faktéw, zasadniczy temat rozwazan jest dobrze postawio-
nym problemem i mozna go rozwazac, cho¢ w pewnej okale-

czonej formie®!.

Trzeba jeszcze podkresli¢, ze zasadniczo Russell, kiedy dostrzegt
niemozno$¢ udowodnienia prawdziwosci wprowadzonego przez niego

aksjomatu multiplikatywnego, zaczatl sceptycznie podchodzi¢ do jego
waznoSsci, prawdziwosci. Gdzie§ na przetomie 1904/1905 roku za-

3OW tym czasie, Russell juz wiedzial, ze MA, wbrew jego wczesniejszym oczeki-
waniom, nie da si¢ udowodnié.

31 An axiom which can be enunciated, but not proved, in terms of logic, and which
is convenient, though not indispensable, in certain portions of mathematics. It is co-
nvenient, in the sense that many interesting propositions, which it seems natural to
suppose true, cannot be proved without its help; but it is not indispensable, because
even without those propositions the subjects in which they occur still exist, though in
a somewhat mutilated form.

B. Russell Introduction to Mathematical Philosophy, Londyn, 1919, s. 117.
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czal traktowac aksjomat multiplikatywny jako fundamentalne, niedo-
wodliwe zatoZenie, ale nigdy jako samooczywistg prawde, niepodwa-
zalne prawo mySli. Tak naprawde Russell pozostat ambiwalentny w sto-
sunku do aksjomatu wyboru i swojego aksjomatu multiplikatywnego,
mimo iz byt §wiadomy licznych i waznych faktow teorii liczb kardynal-
nych zaleznych od tych dwdch aksjomatéw. Wydaje sie, ze przyczynag
takiego stanu rzeczy bylo traktowanie przez Russella teorii zbioréw
jako czesci logiki, i podporzadkowanie prowadzonych rozwazan nie-
sprzecznos$ci calego systemu. Wiedzial, ze w zwigzku z paradoksami
teoriomnogoSciowymi cafa, jako taka, logika bedzie musiata by¢ zawe-
zona, obcieta. Dla Russella aksjomat wyboru byt zasada zapewniajacg
pewien wybdr - ale byt tylko zasada, ktéra nalezy doktadnie badac i nie
nalezy uzaleznia¢ od niej mozliwo$ci uprawiania matematyki. Co wie-
cej, podjal on wyzwanie i zajat si¢ aksjomatem wyboru, zdajac sobie
stopniowo sprawe z faktu, iZ matematyka z pewnikiem wyboru jest bar-
dziej interesujgca. Russell od poczatku (gdy tylko zajat si¢ podstawami
matematyki) mial bardzo trafne intuicje w stosunku do aksjomatu mul-
tiplikatywnego, braklo mu tylko narzedzi, by je uzasadni¢ i rozwinac.

SUMMARY
RUSSELL’S MULTIPLICATIVE AXIOM

We present the history of two parallel (and equivalent) discoveries: the
axiom of choice and the multiplicative axiom. Firstly, we consider the ori-
gins of the formulation of the multiplicative axiom. Next, we concentrate on
Russell’s attitude towards the role of this axiom, which is closely related to
his philosophy of mathematics. We also highlight some differences between
Russell’s and Zermelo’s propositions.



